Devoir Maison n°3 : corrigé

MPSI Lycée Camille Jullian

4 novembre 2024

Probléme

I. Quelques exemples dans le cas général.

1. La fonction fy est bien sir dérivable sur |0, 400, et f}(z) = Ve + At In(z) _2FAY In(z) .
x 2\/x 2\/x

2. La dérivée qu’on vient de calculer est du signe de 2 + A + In(z), et s’annule donc lorsque

In(z) = —2 — A, soit pour # = e~27*. La fonction f\ est décroissante sur ]0,e 2] et

décroissante sur [e~27*, 400, avec pour maximum fy(e"27*) = —2Ve=2-*, Par croissance

comparée, on aura i;r%fA(x) = 0 (quelle que soit la valeur de \), et bien str xgrfoofA(w) = +o0.

En résumé :
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3. On calcule fy(1) = A, et fi(1) = = 14 =, pour obtenir ’équation de la tangente :

1 1 1
y—<1+§)\) (x—1)+)\—<1+§)\>x—1+§)\.
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4. On peut écrire I’équation de tangente précédente sous la forme suivante : y = x—1+ 5)\(3:+1).

Pour que toutes les droites se coupent en un méme point, il faut trouver une valeur de x pour
laquelle y est indépendant de A. La forme qu’on vient d’écrire montre que c’est le cas lorsque

z+1 =0, donc x = —1, ot on obtient y = —2. Toutes les tangentes se coupent donc en
A(—-1,-2).
5. Quelques éléments concrets avant de tracer les courbes :
e pour A = —2, le minimum de f est atteint en x = ¢ = 1, et a pour valeur f (1) = —2,
et la tangente en 1 est donc horizontale, d’équation y = —2.
e pour A\ = —3, le minimum de f est atteint en x = e! = e, et a pour valeur f_3(e) =
—24/e ~ —3.3, et la tangente en 1 a pour équation y = 5t 5
e pour A = —4, le minimum de f est atteint en x = €2, et a pour valeur f_4(e?) = —2e, et

la tangente en 1 a pour équation y = —x — 3.

Si on veut une idée encore plus précise de 'allure des courbes, on peut déterminer facilement
le point ou elles vont recouper ’axe des abscisses, ce qui se produit lorsque In(z) = —\, donc
pour = e~ (les valeurs sont toutefois trop grandes pour étre facilement représentables).
Ci-dessous, la courbe de f_5 en bleu, celle de f_3 en violet et celle de f_4 en rouge :



6. (a) On est en présence d’une équation linéaire normalisée du premier ordre, qu’on va résoudre
sur l'intervalle ]0, +-o00[ (seul intervalle sur lequel elle a un sens, a cause du membre de droite

1
de I’équation). Les solutions de ’équation homogene associée y' — oY sont les fonctions
x

de la forme yp, : z — K ez = K vz, avec K € R. On va ensuite chercher une solution

particuliere y, de I’équation (E) par la méthode de variation de la constante. On pose

K
donc y,(x) = K(x)y/x, et on dérive pour obtenir y,(z) = K'(x)/x + K@) La fonction

2\/x
Klw) K@) _ L, donc si K'(x) = l ce sera
2y 2yx Wz x
le cas en posant K (z) = In(x), ce qui prouve que la fonction définie par y,(z) = +/z In(x)
est solution de I’équation (E). Toutes les solutions de I’équation sont alors de la forme
y:x— Kyz+In(x)y/z = (K +In(z))y/z, avec K € R. Autrement dit, les solutions de

(E) sont exactement les fonctions fy, quand A varie dans R.

yp est donc solution de (E) si K'(z)y/x +

(b) De facon évidente, la condition y(1) = X impose K = A, la solution recherchée est donc la
fonction f.

2+ A+ In(z)
2\/x ’
1 1 -kl
kfx <—> = k(A — lm(x))\/j = w Ces deux expression sont égales & condition
x x NS

1 1 1
d’avoir 1+ 5)\ =k\ etk = —5 Dans ce cas, on doit donc avoir 1+ 5)\ = —5)\, donc A = —1.

7. On a déja calculé plus haut f}(z) = et si k est un réel quelconque, alors

La fonction f_q est donc solution de 1’équation fonctionnelle fy pour k& = —5
3 A - o 1
II. Résolution compléte dans le cas ot £k = —5

! 1 1 1
1. La fonction g est dérivable, et ¢'(z) = f\/(;) — 'ZS:%) + 2\/Ef (;) — gf’ <;> Or, par

1 1 1 1
hypothese, f'(z) = —§f <—>, et on a donc aussi f’ (—) = —§f(a:) (il suffit d’appliquer la
x x

relation & —, qui est tout autant un réel strictement positif que x). Les termes constituant
x
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s’annule avec le deuxiéme. Il reste

s’annule avec le

la dérivée ¢'(x) se simplifient alors gentiment deux & deux :

VT, (1) f@)

troisiéme terme, et le dernier terme — Y= f' [ — | =
’ / < ) ENG

x2 T
donc ¢'(z) = 0, et la fonction g est constante.

2. D’apres la question précédente, on a pour tout réel strictement positif g(z) = g(1) = 2f(1),
1

donc /(@) +Vaf <—> = 2f(1). En remplacant a l’aide de la relation (x), on en déduit que
x

NG
1
% —2f"(x)\/x = 2f(1), soit en divisant tout par —2/x : f'(x) — % = —%.
3. Si f(1) =0, alors f est solution de ’équation homogeéne résolue au début de la question 1.6,
donc f(z) = K+/x. Mais comme f(1) = 0, on a nécessairement K = 0 et f est la fonction

nulle.

4. Une résolution quasiment identique a celle de la question 7.6 donne f(z) = (K—f(1) In(x))/z.
En remplacant  par 1, on doit avoir K = f(1), donc f(z) = f(1)(1 — In(z))y/2. Autrement
dit, il existe une constante rélle K telle que f = K f_1, avec les notations de la premiére
partie. Réciproquement, toutes ces fonctions conviennent, puisqu’on a déja prouvé que f_q

1
était solution de (x) pour k = —5 et que la multiplication par K ne change rien a la validité

de ’équation (membre de gauche et membre de droite seront tous deux multipliés par cette
méme constante K).
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III. Résolution lorsque k € ]—5, 5 [

1. En posant y(z) = z% on a y"(z) = a(a — 1)z* 2. La fonction 3 est donc solution de

(Ep) si a(a — 1)z + k22* = 0, ce qui sera évidemment vérifié si a(a — 1) + k% = 0, soit
a® — o+ k% = 0. Cette équation du second degré a pour discriminant A = 1 — 4k?, qui est
strictement positif avec les hypothéses bienvenues faites sur le réel k. Elle admet donc deux
1+\/1—4k26ty 1— /1 —4k2
2 T Ty

. ) 1
qui est supérieure a 3

solutions : a; = . Parmi les deux, c’est manifestement oy

2. Il est bien stir hors de question de remplacer « par la valeur qu’on vient de calculer, le but est de
faire un calcul purement formel. On a posé y(z) = x%z(x), donc ¢/ (v) = az® 12(z) + 2% (z),
et y'(z) = ala — 1)z 22(x) 4+ 20212/ (z) + 22" (x). Pour que y soit solution de (E}), on
doit donc avoir a(a—1)z%z(z)+ 202t 2/ (2) + 22722 () + k22%2(x) = 0. Or, par hypothése,
a(a — 1) + k% = 0, donc il ne reste en fait que 'équation 2ax*t12/(x) + 29722"(z) = 0. En
posant w(z) = 2/(z) et en simplifiant tout par 2! (qui ne s’annule jamais sur notre intervalle
de résolution), on se raméne donc a 'équation 2aw(z) 4+ zw’(x) = 0. Cette équation (E},) est
bien une équation linéaire du premier ordre.

2
3. On normalise I’équation, qui a le bon gott d’étre déja homogene : w'(x) + —aw(az) =0a
x

pour solutions les fonction w : z — Ke 200 — Kp=20 avec K € R. Puisqu’on a posé
w(z) = 2'(x), on en déduit que les fonctions z solutions sont de la forme z(z) = Azx'~2® + B,
avec (A, B) € R? (quitte & changer le nom de la constante réelle, la division par 1 — 2a qui
ne peut pas étre nul n’a aucune influence sur la forme obtenue). Autrement dit, les solutions
de I'équation (Ej) sont les fonctions y définies par y(r) = z(z)z® = Az~ + Bz®, avec
(A, B) € R2

2
4. En reprenant la formule obtenue pour a; au début de cette partie, si k = 3 alors a =



2 . . .
= =3 Les solutions sont alors données par les expressions suivantes :

y(x) = Az3 + Bai,
1 2
Si on impose y(1) = 0, on obtient la condition A+ B = 0. De plus, ¢/(x) = gAaf% + gBafé,

1 2
donc la deuxiéme condition y/(1) = —1 impose cette fois-ci §A + §B = —1. On doit donc

1 2
avoir B = —A et §A — §A = —1, soit A = 3 et B = —3. L’unique solution recherchée est
donc définie par y(z) = 3(.%'% - x%)
. La question qu’on se pose évidemment en arrivant au bout de ce devoir & la maison, c’est
« mais quel rapport entre I’équation (Ej) et ce qui précéde » 7 Eh bien, repartons du début,

et donc de la relation (x). Si f la vérifie, elle est nécessairement dérivable deux fois (puisque
1! est dérivable justement & cause de la relation (x) qui la relie & f). On peut alors dériver

k 1
(%) pour obtenir f”(z) = 3 Vi <E>’ puis remplacer dans le membre de droite en utilisant

1
le fait que f’ <—> = kf(x) pour en déduire qu'une fonction f vérifiant la relation (x) est
x

nécessairement solution de I’équation différentielle f” = —— f qui n’est autre que I’équation
x

(Ey) (il suffit de multiplier tout par z2). Les calculs qu’on vient d’effectuer prouvent donc

que f peut étre écrite sous la forme f(z) = Az'~® + Bx®, avec «a solution de 1’équation

2?2 —x — k? = 0 (peu importe quon choisisse la « bonne » solution ou non, puisque 1 — o sera

alors I'autre solution de I’équation).

On n’a toutefois pas fini les calculs, car il faut vérifier la réciproque des affirmations précé-
dentes, toutes les fonctions obtenues n’étant pas forcément des solutions du probléme initial
(la dérivation effectuée en cours de route ne donne pas une équation équivalente & ’équation
(%)). Supposons alors que f(x) = Ar!~% + Bx®, on a donc f'(z) = A(1 — a)z~% + Bax® L.

1
D’autre part, kf (—) = kAx'™® + kBx®. Les deux expressions sont égales si le systéme
x
A(l—«a) = kB
Ba = kA

(quitte & tout multiplier par «) la premiére devient Aa(1—a) = k%A, qui est toujours vérifiée
a cause de la condition imposée au départ sur «. Autrement dit, toutes les fonctions f définies

k 1+ V1 — 4k2
par f(x)=A<x1a+Exa>, avecAeReta:%

suivant est vérifié : { . La deuxiéme équation impose donc B = —B, et
o

, sont solutions de ’équation

11
| ke|—=,=|.
(*) lorsque 6} 2,2[



