Devoir Maison n° 12

MPSI Lycée Camille Jullian

pour le 3 juin 2025

ESSEC 2016, le retour

Vous avez été nombreux & me faire part de votre enthousiasme concernant le probléme du DS de samedi
dernier (ah tiens, maintenant que je le dis, en fait, je ne retrouve plus trace des messages ot vous me disiez
tous en vouloir un autre du méme tonneau au devoir bilan, ¢’est curieux), qui était constitué uniquement
des deux premiéres parties de 'interminable probléme posé au concours de PESSEC en 2016. Comme il
elit été dommage de s’arréter en si bon chemin, voici les deux derniéres parties de ce méme probléme.
Elles ne nécessitent normalement pas d’avoir traité le début du probléme pour étre abordées, mais bien
entendu, rien ne vous empéche de (re)faire les questions de ces deux premiéres parties que vous n’auriez
pas eu le temps de traiter samedi si le coeur vous en dit.

I11. Développement eulérien de la fonction sinus.

Pour tout entier naturel n > 1 et tout réel z € [0,1], on pose ay(z) = In (1 - ) et Bn(z) =
n
Zak(x).
k=1

1. Montrer que la série Z oy, () converge quand x est fixé appartenant a [0, 1[. On notera 3(z Z an(z
lim G,(x).

n——+00

2. On fixe dans cette question un réel = E]O 1.

(a) Pour N > 1, exprimer /o Z n2 5 dt en fonction de Sy (z).

v 1
(b) Justifier existence de / o(t) — n dt (ici, comme dans la suite de I’énoncé, ¢ est la fonction

étudiée au début du probléme, on pourra reprendre si besoin les propriétés de la fonction ¢
données dans 1’énoncé de la partie I du probléme)
“+o0

1
Mont - dt - S nZ_1
(¢c) Montrer que /0 / Z ng n:ZN:H n2 —1
(d) En déduire que 3(z) = / o) — - dt
0
(e) Conclure enfin que Vz €]0,1[, 8(x) = In (sm(zx))
T

3. Pour tout réel x et tout entier n > 1, on pose P, (z) = nx H <1 - )

(a) Montrer que, siz € [0, 1], la suite (P, (z)) converge. On notera P(z) sa limite, qu’on se permettra

+o0 2
aussi d’écrire sous la forme P(z) = mx H <1 — x)

(b) Montrer que, Vz € [0,1], P(z) = nze’®) = sin(rz).
(¢) Montrer que la suite (P, (x)) converge en fait pour tout réel. On continue a noter P(x) sa limite.
n+1l+x

(d) Soit x €] — n,n[ pour un entier n > 1, montrer que P,(x + 1) = ——— P, (z).
n—ux



(e) En déduire la relation P(xz + 1) = —P(z), valable sur R, puis montrer que la fonction P est
2-périodique.

(f) Montrer enfin que l’egahte P(z) = sin(mz) est valable sur R tout entier. On a ainsi prouvé

Pégalité sin(mz) = mx H ( —

la fonction = — sm(wx

(z)
x

> qui constitue ce qu’on appelle développement eulérien de
n?

IV. Un autre développement du sinus.
Dans cette partie, on reprend la notation D = R\Z définie en début de probléme, et on pose, pour tout
entier n > 1 et tout réel x € DU{0}, A\, (x) = / cos(at) cos(nt) dt, et v, (z) = (—=1)" ' = < 5- On définit
0 n® —x

—+o0
enfin, quand ¢a a un sens (donc quand la série converge) une fonction @ par ¢ (z) = Z(fl)”*lQL =
n

—z2
+oo
D> @)
n=1

1. Montrer que la fonction ¢ est bien définie sur D U {0}.

2. Montrer que, Vn > 1, Vo € DU{0}, A\, (z) = sin(nz)v, () (un peu de révision de formules de trigo
en perspective).

n=1

3. Pour tout réel ¢, on pose Cp( Z cos(kt).

(a) Que vaut C,(t) lorsque ¢t = 2p7r, avec p entier relatif ?
1 1sin((2n+1)%
(b) Sit n’est pas de la forme 2pm, montrer que Cy,(t) = ~5 + QW (¢a, normalement,
sin(%
2

c’est une question de cours pour vous...).

(¢) Donner la valeur de I,, = / Cy(t) dt.
0

us

t
4. Soit F une fonction de classe C* sur [0, ], montrer a 'aide d'une IPP que lim F(t)sin ((Qn +1) 2) dt

n—-+o00 0

0.
cos(xt) — 1

sin(%)

(a) Montrer que ®, peut se prolonger en une fonction de classe C! sur [0, 7].

5. Pour z € D, on définit une fonction ®, sur |0, 7] par @, (t) =

(b) Vérifier que Vt € [0, 7], Cp(¢)(cos(at) — 1) = —%(cos(mt) -1+ %@I(t) sin ((Qn + 1);)

Isin(mz) =« 1

-I-*-i-f/ b, (1) sin ((Qn—l-l);) dt + I,.
0

(¢) En déduire que, Vz € D, Z Ai(z) = —

2 x 2 2
k=1
. . lsin(mz) «
6. (a) Démontrer que, Vo € D, ¢(z) sin(rx) = —3 5
x
. ™ = (=yn—* -1
(b) En déduire que, Vz € D, — Z

sin(mx



