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Monsieur et Madame Ôme ont une �lle, omment s'appelle-t-elle ?

Il faut vraiment que je donne la réponse ?

Il s'embrouillait dans les polyn�mes, se disulpa

le professeur de mathématiques, et quand un élève

s'embrouille dans les polyn�mes, que peut-on faire ?

Antonio Lobo Antunes.

Avant de s'attaquer vraiment à l'algèbre linéaire, e hapitre servira entre autres d'introdution

par l'exemple aux onepts plus généraux développés ensuite dans toute leur généralité sur les espaes

vetoriels. Les polyn�mes onstituent en e�et un exellent exemple d'objet mathématique formel,

mais ave lequel on peut faire des aluls, par le biais d'opérations simples omme la somme, le

produit ou la omposition. C'est e genre de notions (opérations � utiles � sur un ensemble) que nous

essaierons de généraliser ensuite. Ce hapitre sera également l'oasion d'exploiter les théorèmes vus

en arithmétique pour les � opier � dans le adre des anneaux de polyn�mes, mais aussi de roiser

pour la première fois une formule d'importane apitale en analyse, et que nous retrouverons sous

d'autres formes à plusieurs reprises ensuite : la formule de Taylor. Bref, les polyn�mes forment un

objet d'études entral en mathématiques, à la frontière de domaines très variés : algèbre, arithmétique,

analyse. C'est pourquoi les appliations des méthodes vues dans e hapitre sont aussi nombreuses

et variées.

Objetifs du hapitre :

• savoir fatoriser ou e�etuer une division eulidienne sur des polyn�mes à oe�ients réels ou

omplexes.

• maîtriser la fatorisation d'un polyn�me en produits de fateurs irrédutibles, dans R[X]
omme dans C[X].

• omprendre e que signi�e la formule de Taylor d'un point de vue analytique.

1 L'anneau K[X].

Dans toute ette partie, omme préédemment dans le hapitre de alul matriiel, la notation

K désigne un orps quelonque qui sera en pratique la plupart du temps R ou C, ave quelques rares

inursions dans le orps Q des rationnels.
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Dé�nition 1. Un polyn�me à oe�ients dans K est un objet mathématique formel s'érivant

P =
k=n
∑

k=0

akX
k
, où (a0, a1, . . . , an) ∈ Kn+1

, et X est l'indéterminée destinée à être remplaée par

n'importe quel objet pour lequel le alul de P peut avoir un sens (des nombres réels ou omplexes

feront bien sûr l'a�aire, mais aussi tout objet mathématique pour lequel on peut aluler des puis-

sanes et qu'on peut multiplier par des éléments de K, notamment les matries arrées, les suites ou

les fontions).

Remarque 1. Il est important de ne pas identi�er (surtout si K = R) le polyn�me ave la fontion

polyn�miale assoiée. C'est en partie pour ela que l'indéterminée est notée X et non x quand on

parle de polyn�mes formels : X n'est pas forément un nombre. Ainsi, si P = X2 + 3X + 1, on
peut aluler, pour une matrie M ∈ M3(R), P (M) = M2 + 3M + I3 (attention à ne pas oublier

de remplaer le 1, qu'on devrait tehniquement noter X0
, par l'élément neutre de l'ensemble où se

trouve l'objet auquel on applique le polyn�me). On peut même aluler, pour une fontion omme

ln, P (ln) qui sera la fontion f : x 7→ ln2(x) + 3 ln(x) + 1.

Dé�nition 2. Soit P =

k=n
∑

k=0

akX
k
un polyn�me, ave an 6= 0.

• Les nombres ak sont les oe�ients du polyn�me P

• l'entier n est le degré de P (souvent noté d°(P ))
• le oe�ient an est le oe�ient dominant de P

• un polyn�me est unitaire si e oe�ient dominant est égal à 1
• un mon�me est un polyn�me n'ayant qu'un seul oe�ient non nul (tout polyn�me est don

par dé�nition une somme de mon�mes).

Remarque 2. Par onvention, le polyn�me nul a pour degré −∞. C'est relativement ohérent ave

les propriétés énonées i-dessous.

Dé�nition 3. On note K[X] l'ensemble de tous les polyn�mes à oe�ients dans K, sans distintion

de degré. On note aussi, pour tout entier naturel n,Kn[X] l'ensemble des polyn�mes de degré inférieur

ou égal à n à oe�ients dans K.

Remarque 3. On onsidère l'ensemble des polyn�mes véri�ant la ondition d°(P ) 6 n et non pas

d°(P ) = n ar e dernier ensemble ne serait pas stable par somme, omme on va le voir i-dessous,

et ne serait pour ette raison pas muni d'une struture d'espae vetoriel.

Dé�nition 4. Soient P =

n
∑

k=0

akX
k
et Q =

p
∑

k=0

bkX
k
deux polyn�mes appartenant à K[X], leur

somme est le polyn�me P +Q =

max(n,p)
∑

k=0

(ak + bk)X
k
.

Proposition 1. La somme de polyn�mes est assoiative, ommutative, et admet pour

élément neutre le polyn�me nul (noté 0) dont tous les oe�ients sont nuls. De plus, tout

polyn�me P =

n
∑

k=0

akX
k
admet un opposé noté −P dé�ni par −P =

n
∑

k=0

(−ak)X
k
, et

véri�ant don P + (−P ) = 0. Autrement dit, (K[X],+) est un groupe ommutatif.

Démonstration. Tout est absolument trivial.

2



Dé�nition 5. Soient P =
n
∑

k=0

akX
k
et Q =

p
∑

k=0

bkX
k
deux polyn�mes appartenant à K[X], leur

produit est le polyn�me PQ =

n+p
∑

k=0

(

k
∑

i=0

aibk−i

)

Xk
.

Proposition 2. L'élément neutre pour le produit de polyn�mes est le polyn�me onstant

1. L'ensemble (K[X],+,×) est un anneau ommutatif intègre.

Démonstration. Ces résultats sont nettement moins évidents à prouver que pour la somme. La om-

mutativité s'obtient assez failement en e�etuant le hangement d'indie j = k − i dans la somme

intérieure de la dé�nition du produit (e qui a bien un sens, ela revient à parourir ette somme � à

l'envers �). La distributivité est également assez faile en déoupant simplement la somme dé�nissant

P (Q+R) en deux moreaux. Le fait que 1 soit élément neutre est faile. Par ontre, l'assoiativité est

franhement pénible, puisqu'il faut des triples sommes pour dérire le produit P (QR). Contentons-
nous d'érire son oe�ient de degré k (en notant ai, bj et cp les oe�ients respetifs des polyn�mes

P , Q et R) : il vaut

p
∑

i=0

ai

k−i
∑

j=0

bjck−i−j . On peut l'érire plus simplement sous la forme

∑

i+j+p=k

aibjck.

Cette formule est omplètement symétrique par rapport aux trois polyn�mes, on obtiendra exate-

ment la même pour (PQ)R, e qui prouve l'assoiativité du produit. En�n, l'intégrité de l'anneau

déoule du fait que, par dé�nition même du produit, on aura d°(PQ) = d°(P ) + d°(Q) pour deux

polyn�mes non nuls P et Q, leur produit ne peut don pas être nul (il est de degré positif).

Remarque 4. On peut aussi munir l'ensemble K[X] d'un produit extérieur par les éléments de K en

identi�ant simplement es deniers ave les polyn�mes onstants (e qu'on fait de fait en permanene),

e qui munit alors K[X] d'une struture d'espae vetoriel sur K. Vous aurez bien sûr droit à une

dé�nition omplète (et a�reuse) dans un hapitre ultérieur, mais l'idée est là : un produit par des

onstantes et une addition qui véri�ent quelques propriétés élémentaires naturelles. C'est d'ailleurs

pour que Kn[X] soit un sous-espae vetoriel de K[X] qu'on a inlus dans et ensemble tous les

polyn�mes de degré stritement inférieur à n (pour être un sous-espae vetoriel, un sous-ensemble

doit notamment être un sous-groupe, don stable par somme, e qui ne serait pas le as de l'ensemble

des polyn�mes de degré exatement égal à n).

Proposition 3. Soient P et Q deux polyn�mes, alors d°(P +Q) 6 max(d°(P ), d°(Q)), et
d°(PQ) = d°(P ) + d°(Q).

Démonstration. Cela déoule immédiatement des dé�nitions données des deux opérations (on l'a

d'ailleurs déjà indiqué plus haut pour le produit). L'inégalité peut être strite pour le degré de la

somme, dans le as où P et Q sont de même degré mais ont un oe�ient dominant opposé. Par

ontre, 'est toujours une égalité pour le produit, le oe�ient dominant du produit étant le produit

des oe�ients dominants de P et Q.

Remarque 5. Les seuls éléments inversibles de K[X] sont les polyn�mes onstants (non nuls).

Dé�nition 6. Soit P =

n
∑

k=0

akX
k
et Q deux polyn�mes, le polyn�me omposé de P et Q est le

polyn�me P ◦Q =

n
∑

k=0

akQ
k
.
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Exemple : Si P = X2 + 1 et Q = 2X + 3, alors P ◦ Q = (2X + 3)2 + 1 = 4X2 + 12X + 10, alors
que Q ◦ P = 2(X2 + 1) + 3 = 2X2 + 5.

Proposition 4. Si P et Q sont deux polyn�mes, d°(P ◦Q) = d°(P )× d°(Q).

Démonstration. En e�et, P ◦Q =
n
∑

k=0

ak(

p
∑

i=0

biX
i)k, dont le terme dominant vaut (si on développe

tout brutalement à oups de formules du bin�me de Newton) anb
n
pX

in
.

2 Raines d'un polyn�me.

2.1 Division eulidienne.

Dé�nition 7. Le polyn�me P est divisible par Q (ou Q divise P , ou enore P est un multiple de

Q) si le reste de la division eulidienne de P par Q est nul. Autrement dit, il existe un troisième

polyn�me R tel que P = QR. On peut le noter, omme pour les entiers, Q | P .

Remarque 6. La relation de divisibilité n'est pas une relation d'ordre sur K[X] : elle est transitive

et ré�exive mais pas antisymétrique. Plus préisément, deux polyn�mes P et Q sont divisibles l'un

par l'autre � dans les deux sens � s'il existe une onstante λ ∈ K telle que P = λQ. On parle alors

de polyn�mes assoiés. Les propriétés de la relation de divisibilité dans K[X] sont extrêmement

similaires à elles déjà vues sur Z (e qui explique la similarité des théorèmes arithmétiques énonés

plus loin dans e hapitre). Par exemple, si R divise les deux polyn�mes P et Q, alors R divise toute

ombinaison linéaire de P et Q. Si P divise Q, alors P k
divise Qk

pour tout entier naturel k.

Théorème 1. Division eulidienne dans K[X].
Soient A,B ∈ K[X]2, alors il existe un unique ouple (Q,R) ∈ K[X]2 tel que

• A = BQ+R

• d°(R) < d°(B)

Le polyn�me Q est appelé quotient de la division de A par B, et le polyn�me R reste de

ette même division.

Démonstration. La preuve de l'existene de la division peut se faire par réurrene sur le degré

de A, le polyn�me B restant �xé. L'existene est triviale si d°(A) < d°(B) puisqu'on peut érire

A = 0B+A, e qui sert d'initialisation. Supposons désormais l'existene de la division prouvée pour

tout polyn�me de degré n, et hoisissons A un polyn�me de degré n+ 1. Notons anX
n+1

son terme

dominant, et bpX
p
elui de B, alors C = A− an

bp
Xn+1−pB est un polyn�me de degré n (en e�et, on

a soustrait à A un polyn�me de même degré et de même oe�ient dominant). Par hypothèse de

réurrene, il existe don des polyn�mes Q et R tels que C = BQ + R, ave d°(R) < d°(B). Mais

alors A =

(

Q+
an

bp
Xn+1−p

)

B + R, et omme R n'a pas hangé de degré, on vient d'érire une

division eulidienne de A par B.

Pour l'uniité, on suppose évidemment qu'il y a deux ouples possibles : BQ + R = BQ′ + R′
,

alors B(Q − Q′) = R − R′
, ave par hypothèse et règles de aluls sur le degré d'une somme

d°(R−R′) < d°(B). Or, d°(B(Q−Q′)) > d°(B), sauf si Q−Q′ = 0, soit Q = Q′
. On en déduit que

R−R′ = 0, don les deux ouples sont égaux.
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Exemple : Pour e�etuer en pratique une division eulidienne de polyn�mes, on proède omme

pour les entiers, les termes de di�érents degrés jouant le r�le joué par les di�érents hi�res de l'ériture

déimale dans une division entière, par exemple pour diviser X4−3X3+5X2+X−3 par X2−2X+1 :

X4 − 3X3 + 5X2 + X − 3 X2 − 2X + 1

− (X4 − 2X3 + X2) X2 −X + 2
− X3 + 4X2 + X − 3
− (−X3 + 2X2 − X)

2X2 + 2X − 3
− (2X2 − 4X + 2)

6X − 5

Conlusion : X4 − 3X3 +5X2 +X − 3 = (X2 −X +2)(X2 − 2X +1)+6X − 5. Rappelons que ette
méthode de alul est une alternative à l'identi�ation lorsqu'on herhe à fatoriser un polyn�me,

par exemple après en avoir trouvé une raine évidente. Il est par ontre hors de question dans le as

d'une division de polyn�mes de pousser les aluls � après la virgule � omme on peut le faire pour

une division entière.

Exemple : La division eulidienne peut être utilisée omme alternative aux suites réurrentes pour

aluler les puissanes d'une matrie dont on onnait un polyn�me annulateur. Prenons par exemple

la matrie A =





2 2 1
1 3 1
1 2 2





. On alule A2 =





7 12 6
6 13 6
6 12 7





, puis on onstate que A2 = 6A−5I3.

On peut alors dire que P = X2 − 6X + 5 est un polyn�me annulateur de la matrie A. On peut

déduire plusieurs hoses à partir de e polyn�me annulateur :

• la matrie est inversible dès lors que le polyn�me annulateur a un oe�ient onstant non nul

(méthode déjà vue, on isole I3 dans l'égalité puis on fatorise l'autre membre par A. Ii, on

obtiendrait −1

5
A2 +

6

5
A = I3, don A est inversible et A−1 = −1

5
A+

6

5
I3.

• on peut aluler An
pour tout entier naturel n en utilisant la méthode des suites réurrentes

ou le alul plus rapide suivant : le polyn�me annulateur X2 − 6X + 5 se fatorise sous la

forme (X − 1)(X +5) (1 en est une raine évidente). La division eulidienne du mon�me Xn

par X2 − 6X +5 peut s'érire sous la forme Xn = Q(X2 − 6X+5)+ anX + bn (le reste étant

de degré stritement plus petit que elui de P , il est ii de degré inférieur ou égal à 1). On
peut aluler rapidement an et bn en évaluant ette égalité pour les deux raines de P : pour

X = 1, on aura P (1) = 0, don 1 = an+ bn. De même pour X = 5 on aura 5n = 5an+ bn. En

soustrayant es deux équations on trouve 4an = 5n − 1, soit an =
5n − 1

4
. On en déduit que

bn = 1 − an =
5− 5n

4
. Il ne reste plus qu'à évaluer la division eulidienne pour X = A (on

a bien entendu le droit !) pour que le mirale s'opère : An = Q(A)P (A) + anA + bnI3, don

An = anA+ bnI3 (puisque P (A) = 0). Les suites (an) et (bn) ne sont en fait rien d'autre que

elles qu'on aurait obtenues par la méthode � lassique � mais, en maîtrisant bien la division

eulidienne, on les alule plus rapidement.

2.2 Raines et fatorisation.

Dé�nition 8. Soit P ∈ K[X] et a ∈ K. On dit que a est une raine du polyn�me P si P (a) = 0.

Remarque 7. On identi�e ii le polyn�me et la fontion polyn�miale assoiée pour le alul de P (a),
omme e sera le as dans tout e paragraphe. Il y a tout de même une ertaine ambiguïté sur le

terme raine dans le as d'un polyn�me à oe�ients réels, qui peut également être vu omme un as

partiulier de polyn�me à oe�ients omplexes. Les nombres omplexes véri�ant P (a) = 0 seront
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bien quali�és de raines, on préisera les hoses si besoin dans les énonés en parlant des raines

réelles ou des raines omplexes du polyn�me. Par ontre, une matrie véri�ant une relation du type

A2−3A = 0 ne sera pas onsidérée omme une raine du polyn�me P = X2−3X, on dira simplement

que le polyn�me P annule la matrie A.

Proposition 5. Le nombre a est raine du polyn�me P si et seulement si P est divisible

par X − a.

Démonstration. C'est une onséquene de la division eulidienne. Si on e�etue la division de P par

X−a, on sait que le reste sera de degré stritement inférieur à elui de X−a, don sera une onstante.

Autrement dit, ∃k ∈ K, P = Q(X − a) + k. On a don P (a) = 0 ⇔ Q(a)(a − a) + k = 0 ⇔ k = 0.
Autrement dit, a est une raine de P lorsque le reste de la division de P par X − a est nul, don

quand P est divisible par X − a.

Exemple : on a déjà fréquemment utilisé ette propriété pour fatoriser des polyn�mes de degré

3 possédant une réine � évidente �. Soit par exemple P = 2X3 − 3X2 + 5X − 4. On onstate

que 1 est raine évidente de P (P (1) = 2 − 3 + 5 − 4 = 0), don P est fatorisable par X − 1 :

P = (X − 1)(aX2 + bX + c) = aX3 + (b− a)X2 + (c− b)X − c. Par identi�ation, on obtient a = 2,
don a = 2, b − a = −3 don b = −1, et c − b = 5 don c = 4 (e qui est ohérent ave la dernière

ondition), soit P = (X − 1)(2X2 − X + 4). Ce dernier fateur ayant un disriminant négatif, P

n'admet pas d'autre raine réelle que 1.

Corollaire 1. Un polyn�me admet a1, a2, . . ., ak omme raines distintes si et seulement

si il est divisible par

k
∏

i=1

(X − ai).

Démonstration. On peut proéder par réurrene (forte) sur le nombre de raines distintes. L'initia-

lisation orrespond à la propriété préédente. Si on suppose qu'on polyn�me P à k raines distintes

est toujours fatorisable omme dérit, en ajoutant une raine ak+1, on pourra ommener par érire

P =

k
∏

i=1

(X − ai)×Q, et omme P (ai+1) = 0, on a néessairement Q(ai+1) = 0 (en e�et, les fateurs

préédents ai+1 − ai ne peuvent s'annuler puisque les raines sont supposées distintes). En appli-

quant à nouveau notre propriété, on peut don érire Q = (X−ak+1)R, e qui donne la fatorisation
souhaitée pour P , et ahève la réurrene.

Corollaire 2. Un polyn�me de degré n admet au maximum n raines distintes.

Démonstration. En e�et, s'il en avait plus, on pourrait l'érire sous la forme

n+1
∏

k=1

(X − ai) × Q, qui

est de degré au moins n+ 1. Il y a là une ontradition �agrante.
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Corollaire 3. Un polyn�me admettant une in�nité de raines est néessairement le poly-

n�me nul.

Démonstration. En e�et, par ontraposée, un polyn�me non nul a un ertain degré n, et ne peut

don pas avoir plus de n raines.

Corollaire 4. Prinipe d'identi�ation des oe�ients.

Si E ⊂ K est un ensemble in�ni tel que, ∀x ∈ E, P (x) = Q(x), alors les polyn�mes P et

Q sont égaux.

Démonstration. Dans e as, P −Q est un polyn�me admettant un ensemble in�ni de raines, don

P − Q = 0 d'après le orollaire préédent. C'est bien e prinipe qu'on utilise pour identi�er les

oe�ients de deux polyn�mes orrespondant à des expressions polyn�miales égales.

2.3 Multipliité d'une raine.

Dé�nition 9. Soit P un polyn�me et a une raine de P . On dit que a est une raine de multipliité

k ∈ N∗
si P est divisible par (X − a)k, mais pas par (X − a)k+1

.

Remarque 8. Cela revient en gros à dire que la raine � ompte pour k raines � lors de la fatorisation

du polyn�me. En partiulier, on peut failement a�ner un des orollaires du paragraphe préédent

de la façon suivante : un polyn�me P de degré n admet au maximum n raines omptées ave

multipliité. Ainsi, un polyn�me de degré 5 admettant une raine triple ('est-à-dire d'ordre de

multipliité 3), ne peut avoir (au maximum) que deux autres raines, ar la fatorisation de P par

(X − a)3 laissera un deuxième fateur de degré 2.

Dé�nition 10. Soit P =

k=n
∑

k=0

akX
k ∈ K[X]. Le polyn�me dérivé de P est le polyn�me P ′ =

k=n
∑

k=1

kakX
k−1

. On notera également P ′′
le polyn�me de dérivé de P ′

, et P (n)
le polyn�me dérivé n

fois du polyn�me P .

Remarque 9. Cette dérivation, bien que dé�nie de façon formelle, oïnide évidemment ave la dé-

rivation usuelle sur les fontions polyn�miales, et de e fait véri�e toutes les formules de dérivation

usuelles, en partiulier la formule de Leibniz : PQ(n) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

P (k)Q(n−k)
. Cette formule, que nous

reverrons dans le prohain hapitre onsaré à la dérivation, se démontre exatement via la même

réurrene que la formule du bin�me de Newton ave laquelle la similarité formelle est frappante.

Proposition 6. Une raine a est de multipliité k pour P si et seulement si P (a) =
P ′(a) = · · · = P (k−1)(a) = 0 et P (k)(a) 6= 0.
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Démonstration. Une façon de prouver e résultat est de prouver le lemme suivant : si a est raine

d'ordre k de P alors a est raine d'ordre k−1 de P ′
. En e�et, si P = (X−a)kQ, ave Q(a) 6= 0 alors

P ′ = k(X−a)k−1Q+(X−a)kQ′ = (X−a)k−1(kQ+(X−a)Q′), ave kQ(a)+(a−a)Q′(a) = kQ(a) 6= 0.
Par une réurrene faile, une raine d'ordre k sera don raine de tous les polyn�mes dérivés jusqu'au

k − 1-ème, mais pas du k-ème.

Exemple : Considérons le polyn�me P = X4−2X3−19X2+68X−60 et onstatons ensemble que 2
est une raine double de P . En e�et, on a P (2) = 16−2×8−19×4+68×2−60 = 16−16−76+136−60 =
0 et P ′ = 4X3 − 6X2 − 38X +68, don P ′(2) = 4× 8− 6× 4− 38× 2 + 68 = 32− 24− 76 + 68 = 0.
On peut en déduire, via la proposition préédente, que P est fatorisable par (X − 2)2. E�etuons
une petite division eulidienne pour obtenir ette fatorisation :

X4 − 2X3 − 19X2 + 68X − 60 X2 − 4X + 4

− (X4 − 4X3 + 4X2) X2 + 2X − 15
2X3 − 23X2 + 68X − 60

− (2X3 − 8X2 + 8X)
− 15X2 + 60X − 60
− (−15X2 + 60X − 60)

0

On a don P (X) = (X−2)2(X2+2X−15). Le deuxième fateur a pour disriminant ∆ = 4+60 = 64,

et admet deux raines réelles x1 =
−2− 8

2
= −5 et x2 =

−2 + 8

2
= 3. On peut don fatoriser P

sous la forme P (X) = (X − 2)2(X − 3)(X +5). On ne risque pas de fatoriser plus puisqu'il ne reste

que des fateurs de degré 1.

Dé�nition 11. Un polyn�me P est sindé s'il peut s'érire omme produit de polyn�mes de degré

1 (autrement dit s'il a un nombre de raines, omptées ave multipliité, égal à son degré). Il est

sindé à raines simples si de plus toutes ses raines sont distintes.

Théorème 2. Théorème de d'Alembert-Gauss.

Tout polyn�me dans C[X] est sindé.

Démonstration. Ce résultat fondamental a déjà été roisé dans le hapitre sur les nombres omplexes

sous une forme légèrement di�érente. Nous n'avons toujours pas les moyens de le démontrer mainte-

nant, mais il su�t pour le prouver de montrer qu'un polyn�me de degré au moins 1 appartenant à

C[X] admet toujours une raine (on applique ensuite e résultat réursivement après avoir ommené

à fatoriser le polyn�me, jusqu'à retomber sur des fateurs qui sont tous de degré 1).

Exemple : Le polyn�me X4 − 1 se fatorise dans C[X] sous la forme X4− 1 = (X − 1)(X +1)(X −
i)(X + i).
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2.4 Relations oe�ients-raines.

Proposition 7. Soit P =

n
∑

k=0

akX
k ∈ K[X], et α1, α2, . . ., αn ses raines (éventuellement

répétées plusieurs fois en as de raines multiples). On a alors les relations suivantes entre

les oe�ients et les raines de P :

•
n
∑

i=1

αi = −an−1

an

•
∑

16i<j6n

αiαj =
an−2

an
• . . .

•
∑

16i1<i2<···<ik6n

αi1αi2 . . . αik = (−1)k
an−k

an
• . . .

•
n
∏

i=1

αi = (−1)n
a0

an

Démonstration. Il su�t d'identi�er la forme développée du polyn�me et sa forme fatorisée pour

obtenir es relations. On part de la forme fatorisée P = an(X − α1)(X − α2) . . . (X − αn) (on

onnait toutes les raines), et on développe brutalement e produit, le terme dominant sera alors

anX
n
(e qui ne donne évidemment auune information), le terme de degré n − 1 est obtenu en

additionnant n termes provenant du produit d'une des raines (ave un petit signe −) par n − 1
fateurs X piohés dans les autres parenthèses, il vaut don an(−α1X

n−1−α2X
n−1−· · ·−αnX

n−1),
qu'on identi�e à an−1X

n−1
pour obtenir la première formule annonée. Les autres sont obtenues de la

même façon, on ne détaillera pas rigoureusement ette démonstration hors-programme. La dernière

relation orrespond au terme onstant, obtenu en multipliant les opposés des raines présentes dans

haque parenthèse, don égal à an × (−1)n
n
∏

k=1

αi.

Dé�nition 12. En notant σk =
∑

16i1<i2<···<ik6n

αi1αi2 . . . αik , la k-ème relation oe�ient-raines

s'érit simplement σk = (−1)k
an−k

an
. Les nombres σk sont appelés fontions symétriques des

raines du polyn�me.

Exemple : Pour un polyn�me de degré 4 ayant pour raines a, b, c et d, les formules deviennent :

• a+ b+ c+ d = −a3

a4

• ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd =
a2

a4

• abc+ abd+ acd+ bcd = −a1

a4

• abcd =
a0

a4

Exemple : On herhe à fatoriser le polyn�me 4X3 − 4X2 − 15X + 18, sahant qu'un ami nous a

glissé un indie : deux de ses raines ont une somme égale à 3.

On utilise les relations oe�ients-raines. En notant a et b les raines dont la somme est égale à 3
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et c la troisième raine de P , on aura le système















3 + c = 1

ab+ ac+ bc = −15

4

abc = −9

2

. La première équation

nous donne immédiatement c = −2, on peut alors remplaer dans la dernière équation pour trouver

ab =
9

4
. On onnait la somme et le produit des deux raines restantes, qui sont don solutions de

l'équation x2 − 3x +
9

4
= 0. Cette équation a pour disriminant ∆ = 9 − 9 = 0 et admet don

pour raine double x =
3

2
. On en déduit la fatorisation souhaitée, en n'oubliant pas le oe�ient

dominant : P = 4

(

X − 3

2

)2

(X + 2).

Variation sur le même thème : on reprend le même polyn�me, mais ette fois, l'indie qui nous a été

glissé est la présene d'une raine double.

Puisqu'il y a une raine double, elle-i est également raine de P ′
. Or, P ′ = 12X2 − 8X − 15 =

4

(

3X2 − 2X − 15

4

)

. Ce trin�me a pour disriminant ∆ = 4 + 3 × 15 = 49, et admet pour raines

X1 =
2 + 7

6
=

3

2
et X2 =

2− 7

6
= −5

6
. Véri�ons si X1 est raine de P : 4× 27

8
− 4× 9

4
− 45

2
+ 18 =

27

2
− 45

2
+9 = 0, don

3

2
est la raine double reherhée. Inutile de véri�er si

5

6
est aussi raine double,

un polyn�me de degré 3 ne peut pas avoir deux raines doubles. Pour déterminer la dernière raine,

on peut e�etuer une division eulidienne ou plus simplement utiliser le fait que le produit des trois

raines sera égal à −18

4
. Comme e produit vaut, en notant α la dernière raine,

(

3

2

)2

× α =
9

4
α,

on en déduit que α = −2, et P = 4

(

X − 3

2

)2

(X + 2).

3 Arithmétique dans K[X].

3.1 Polyn�mes irrédutibles.

Dé�nition 13. Un polyn�me P est irrédutible s'il ne peut pas se déomposer omme produit de

deux polyn�mes de degré stritement inférieur au sien.

Remarque 10. Par onvention, on dérète don que les polyn�mes onstants ne sont pas irrédutibles.

Remarque 11. Attention, la notion de polyn�me irrédutible dépend fortement du orps de base

hoisi. Ainsi, le polyn�me X2 + 4 est irrédutible dans R[X] (si on pouvait le fatoriser, e serait

omme produit de deux polyn�mes de degré 1, e qui supposerait qu'il ait deux raines réelles. Or

e n'est pas le as). Par ontre, il n'est pas du tout irrédutible dans C[X] puisqu'on peut l'érire

sous la forme (X + 2i)(X − 2i).

Théorème 3. Les polyn�mes irrédutibles de C[X] sont les polyn�mes de degré 1.

Les polyn�mes irrédutibles de R[X] sont les polyn�mes de degré 1 et les polyn�mes de

degré 2 à disriminant stritement négatif.
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Démonstration. Le premier énoné est une onséquene direte du théorème de d'Alembert-Gauss :

tout polyn�me de degré supérieur ou égal à 2 dans C[X] admet une raine et ne peut don pas être

irrédutible. Pour le as des oe�ients réels, ela déoulera de la démonstration du théorème de

déomposition énoné plus bas.

3.2 PGCD et PPCM dans K[X ].

Dé�nition 14. Si P et Q sont deux polyn�mes non nuls, on appelle PGCD de P et Q tout polyn�me

de degré maximal divisant simultanément P et Q. De même, on appelle PPCM de P et Q tout

polyn�me de degré minimal qui est à la fois multiple de P et de Q.

Remarque 12. Tous les PGCD de deux polyn�mes P et Q sont assoiés. On appellera don � le

PGCD de P et Q � l'unique PGCD unitaire de P et Q. On le notera usuellement P ∧Q. On notera

de même P ∨Q le PPCM de P et Q, 'est-à-dire l'unique PPCM unitaire des deux polyn�mes.

Théorème 4. Algorithme d'Eulide du alul de P ∧Q.

Comme dans le as des entiers naturels, on peut aluler P ∧ Q à l'aide de la proédure

algorithmique suivante : on pose R0 = P , R1 = Q puis, pour tout n > 2, Rn est le reste de

la division eulidienne de Rn−2 par Rn−1. On obtiendra toujours Rn = 0 après un nombre

�ni d'étapes, et Rn−1 sera alors égal à P ∧Q.

On peut même, exatement omme pour les entiers, aluler les oe�ients d'une relation de Bézout

reliant les polyn�mes P et Q (f plus bas) via l'algorithme d'Eulide étendu, en posant U0 = 1,
U1 = 0, R0 = 0, R1 = 1 et en leur appliquant les relations de réurrene Un+1 = Un−1 − QnUn et

Vn+1 = Vn−1−QnVn. Par exemple, si on pose P = 6X4+8X3−7X2−5X−2 etQ = 6X3−4X2−X−1 :

• on e�etue la division de P par Q, et on obtient 6X4+8X3−7X2−5X−2 = (X+2)(6X3−
4X2−X−1)+2X2−2X. On pose don Q2 = X+2, R2 = 2X2−2X, et U2 = 1, V2 = −X−2.

• on e�etue la division eulidienne de Q par R2, qui donne 6X3 − 4X2 − X − 1 = (3X +
1)(2X2 − 2X) + X − 1. On pose don Q3 = 3X + 1, R3 = X − 1, et U3 = −3X − 1,
V3 = 1 + (X + 2)(3X + 1) = 3x2 + 7X + 3.

• on onstate que R2 = 2XR3, le reste de la prohaine division eulidienne sera nul. On onlut

que P ∧Q = X − 1, et que (3X2 + 7X + 3)Q− (3X + 1)P = X − 1.

Dé�nition 15. Comme pour les entiers, on étend la dé�nition du PGCD et du PPCM à toute

famille �nie de polyn�mes.

Dé�nition 16. Deux polyn�mes P et Q sont premiers entre eux si P ∧Q = 1.

Les polyn�mes P1, P2, . . ., Pk sont premiers entre eux dans leur ensemble si PGCD(A1, A2, . . . , Ak) =
1.

Remarque 13. Comme dans le as des entiers, des polyn�mes premiers entre eux dans leur ensemble

ne sont pas forément premiers entre eux deux à deux.

Théorème 5. Théorème de Bézout.

Deux polyn�mes P et Q sont premiers entre eux si et seulement s'il existe un ouple de

polyn�mes (A,B) tels que AP +BQ = 1. Plus généralement, il existe toujours un ouple

de polyn�mes tels que AP +BQ = P ∧Q.
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Théorème 6. Théorème de Gauss.

Si P et Q sont deux polyn�mes premiers entre eux, et P | QR, alors P | R.

3.3 Déomposition en produit de polyn�mes irrédutibles.

Théorème 7. Tout polyn�me unitaire P ∈ R[X] peut se fatoriser sous la forme P =
p
∏

i=1

(X − ai)
αi

q
∏

j=1

(X2 + bjX + cj)
βj
. Dans ette ériture :

• a1, a2, . . . , an sont les raines réelles du polyn�me P

• αi représente la multipliité de la raine ai
• les polyn�mes du seond degré X2 + bjX + cj sont des polyn�mes à disriminant

stritement négatif

• βj représente la multipliité des raines (omplexes) du polyn�me X2 + bjX + cj

Cette déomposition est unique à l'ordre des fateurs près.

Exemple : On souhaite fatoriser le plus possible le polyn�me P = X6 − 1. Que le alul s'ef-

fetue dans R[X] ou dans C[X], il faut de toute façon ommener par trouver toutes les raines

omplexes du polyn�me. C'est ii immédiat puisqu'il s'agit des raines sixièmes de l'unité om-

plexe, don z1 = 1, z2 = ei
π
3
, z3 = ei

2π
3
, z4 = −1, z5 = ei

4π
3

et z6 = ei
5π
3
. La déomposi-

tion de P dans C[X] en déoule immédiatement, en érivant es raines sous forme algébrique

(et en plaçant les raines réelles en premier, e qui n'est pas du tout une obligation) : P =

(X − 1)(X + 1)

(

X − 1

2
− i

√
3

2

)(

X +
1

2
− i

√
3

2

)(

X +
1

2
+ i

√
3

2

)(

X − 1

2
+ i

√
3

2

)

.

Pour passer dans R[X], il faut réussir à regrouper ertains fateurs à oe�ients omplexes et à

e�etuer leur produit de façon à e que le résultat ait des oe�ients réels. Le théorème énoné i-

dessus stipule qu'on peut toujours y arriver à l'aide de produits de deux polyn�mes (pas de fateurs

de dégré plus grand que 2 à la �n), e qui est en pratique très simple en regroupant les fateurs

dont les raines sont onjuguées. Ii, par exemple, (X − e
iπ
3 )(X − ei

5π
3 ) = X2 −X + 1. On obtient

la déomposition suivante pour P dans R[X] : P = (X − 1)(X + 1)(X2 −X + 1)(X2 +X + 1).

Démonstration. Généralisons simplement les onstatations faites sur l'exemple que nous venons de

développer. Si on trouve parmi les raines omplexes d'un polyn�me P une raine a et son onjugué

a, alors (X − a)(X − a) = X2 − (a + a)X + aa = X2 − 2Re (a)X + |a|2 est bien un polyn�me

de degré 2 à oe�ients réels (et à disriminant néessairement négatif puisque ses raines sont

omplexes). Or, lorsque a est raine omplexe d'un polyn�me à oe�ients réels, a l'est aussi :

P (a) =
n
∑

k=1

aka
k =

n
∑

k=1

akak = P (a) = 0. De plus, la multipliité de a sera toujours la même que

elle de a puisque le raisonnement préédent peut s'appliquer à l'identique aux polyn�mes dérivés

suessifs de P (qui garderont évidemment des oe�ient réels). On peut don toujours e�etuer la

proédure détaillée dans l'exemple (fatorisation dans C[X], regroupement des fateurs orrespondant

à des raines onjuguées) pour obtenir la forme annonée dans l'énoné du théorème.
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Théorème 8. Tout polyn�me P ∈ K[X] peut s'érire omme produit de fateurs irrédu-

tibles.

Démonstration. Ce dernier théorème n'est qu'une façon légèrement di�érente d'énoner la fatorisa-

tion des polyn�mes vue un peu plus haut.

Remarque 14. Ces théorèmes de fatorisation sont l'équivalent dans K[X] du théorème de déom-

position en produit de fateurs premiers dans N. Les polyn�mes irrédutibles jouent le même r�le

que les fateurs premiers (éléments impossibles à déomposer sous forme de produit), et toute la

démonstration déoule de façon naturelle de l'existene d'un théorème de division eulienne dans les

deux ensembles.

4 Compléments.

Les deux ompléments présentés dans ette dernière partie, qui sont totalement indépendants

l'un de l'autre, reposent toutefois sur un même prinipe, qui est fortement lié à la notion d'espae

vetoriel que nous ne tarderons pas à étudier : pour dérire un polyn�me de degré n, on a besoin

de n + 1 informations indépendantes (ette valeur n + 1 orrespond tehniquement à la dimension

de l'espae vetoriel Kn[X]). La façon la plus simple de le faire est de donner les n + 1 oe�ients

du polyn�me, mais ette information n'est par exemple pas immédiatement exploitable pour obtenir

des informations sur la représentation graphique de la fontion polyn�miale orrespondante (pour

un polyn�me à oe�ients réels). Savoir par exemple qu'un polyn�me de degré 5 a un oe�ient

de degré 3 égal à 1 ne donne auune information onrète (point de la ourbe, tangente, et). Nous

allons étudier deux autres façons de dérire un polyn�me à l'aide de n + 1 informations, qui sont

nettement plus diretement exploitables graphiquement :

• donner les valeurs du polyn�me en n + 1 réels distints. Nous allons détailler plus bas ette

méthode qui donne une information très onrète mais éparpillée à n + 1 endroits di�érents

(on onnait n+ 1 points de la ourbe).

• la dernière méthode que nous verrons onentre au ontraire toute l'information au même

endroit, puisque la formule de Taylor reonstitue le polyn�me à partir des valeurs de ses

di�érentes dérivées en un même réel a.

4.1 Polyn�mes interpolateurs de Lagrange.

Théorème 9. Soit (a0, . . . , an) une liste de réels deux à deux distints, et (b0, . . . , bn) une
deuxième liste de réels (pas néessairement distints). Alors il existe un unique polyn�me

P ∈ Rn[X] de degré au plus n tel que ∀k ∈ {0, . . . , n}, P (ai) = bi. Ce polyn�me est appelé

polyn�me interpolateur de Lagrange.

Démonstration. La démonstration de l'existene est très simple puisqu'on onstruit expliitement le

polyn�me prenant les n+1 valeurs demandées. Pour ela, on ommene par dé�nir n+1 polyn�mes

de degré n suivants (e sont tehniquement eux qu'on appelle polyn�mes de Lagrange) : Li =
∏

j 6=i

(X − aj)

∏

j 6=i

(ai − aj)
. Le numérateur est simplement le polyn�me de degré n unitaire ayant pour raines
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tous les nombres aj sauf ai (l'entier i étant préalablement �xé), et on le divise ensuite par une

onstante (non nulle puisque les aj sont par dé�nition di�érents de ai) de façon à avoir Li(ai) = 1.
Par onstrution, on a par ailleurs Li(aj) = 0 si j 6= i puisque aj est une raine du numérateur.

Le polyn�me Li est don une solution du problème d'interpolation partiulier où une des valeurs

imposées est égale à 1 et toutes les autres à 0. Il su�t maintenant de poser P =

n
∑

i=0

biLi pour

obtenir un polyn�me qui prend omme valeur bi en ai (dans le alul de L(ai), tous les termes de la

somme sont nuls sauf elui d'indie i qui vaut bi × 1). Ce polyn�me est de degré au plus n puisqu'il

est une somme de polyn�mes de degré n, il répond don au problème posé.

Reste à prouver l'uniité : supposons don que deux polyn�mes P et Q onviennent. Puisque es

deux polyn�mes prennant la même valeur en n+1 réels distints, leur di�érene P −Q admet don

(au moins) n + 1 raines. Or, P − Q est par hypothèse une di�érene de deux polyn�mes dont le

degré ne dépasse pas n, don lui-même de degré inférieur ou égal à n. Il est alors néessairement nul,

e qui prouve que P = Q.

Exemple : On souhaite déterminer un polyn�me de degré 2 véri�ant P (1) = 3, P (2) = 2 et P (3) =
−1. On va numéroter les valeurs 1, 2 et 3 plut�t que 0, 1 et 2 pour ne pas réer de onfusion inutile,

et on dé�nit don L1 =
(X − 2)(X − 3)

(1− 2)(1 − 3)
=

1

2
X2 − 5

2
X + 3, L2 =

(X − 1)(X − 3)

(2− 1)(2 − 3)
= −X2 + 4X − 3

et L3 =
(X − 1)(X − 2)

(3− 1)(3− 2)
=

1

2
X2 − 3

2
X + 1 (notez au passage que es polyn�mes ne dépendent pas

du tout du hoix des valeurs bi). On alule ensuite P = 3L1 + 2L2 − L3 = −X2 + 2X + 2. On
véri�e aisément que le polyn�me est bien solution du problème. Bien entendu, les plus ourageux

peuvent résoudre e genre de problème en résovant un système de n+1 équations à n+1 inonnues

en reherhant les oe�ients du polyn�me à partir des onditions sur les valeurs prises.

0 1 2 3 4 5−1−2

0

1

2

3

4

−1

−2

−3

Remarque 15. Plus généralement, tous les polyn�mes véri�ant P (ai) = bi (sans imposer un degré

égal à n) sont de la forme P0 +Q

n
∏

i=0

(X − ai), où P0 est l'unique solution de degré au plus n dérite

i-dessus. C'est même assez évident : un tel polyn�me onvient (le produit de droite s'annule pour
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tous les ai don ne hangera pas la valeur du polyn�me en ai), et si P est un polyn�me solution,

alors P − P0 admet tous les nombres ai omme raines, don se fatorise par

n
∏

i=0

(X − ai), e qui

orrespond exatement à la forme donnée.

4.2 Formule de Taylor.

Le prinipe de la formule de Taylor, que nous reverrons sous d'autres formes très bient�t puis-

qu'elle est à la base des développements limités qui onstitueront le oeur du prinipal hapitre

d'analyse du seond semestre, est de généraliser la notion de tangente à une ourbe à des polyn�mes

de degré plus grand que 1. On herhe par exemple, pour une fontion donnée, la parabole (ourbe

d'un polyn�me de degré 2) qui � olle � le plus possible à la ourbe au voisinage d'un point donné. La

formule de Taylor donne diretement l'équation de ette parabole (et des ourbes de degré supérieur

analogues) à partir des valeurs prises par les dérivées d'ordre supérieur de la fontion. Bien sûr, si

on applique la formule à un polyn�me, on est dans un as partiulier puisque la ourbe polyn�miale

la plus prohe de elle de la fontion sera évidemment elle du polyn�me lui-même. La formule est

malgré tout intéressante pare qu'elle donne des oe�ients qu'on retrouvera dans toutes les ver-

sions de la formule de Taylor, et aussi pare qu'elle montre qu'on peut reonstituer intégralement un

polyn�me de degré n à partir des valeurs de ses dérivées en un même point a.

Théorème 10. Formule de Taylor, version polyn�mes.

Soit P ∈ Rn[X] et a ∈ R, alors P (X) =

n
∑

k=0

P (k)(a)

k!
(X − a)k.

Démonstration. On va se ontenter de prouver la formule dans le as partiulier où P (X) = Xn
.

Dans e as, les dérivées du polyn�me sont données par P ′(X) = nXn−1
, P ′′(X) = n(n−1)Xn−2

, . . .,

P (k)(X) = n(n−1) . . . (n−k+1)Xn−k =
n!

(n− k)!
Xn−k

(une réurrene est néessaire pour prouver e

résultat tout à fait rigoureusement, on s'en passera). On en déduit que P (k)(a) =
n!

(n − k)!
an−k

, puis

que

n
∑

k=0

P (k)(a)

k!
(X−a)k =

n
∑

k=0

n!

(n− k)!k!
an−k(X−a)k =

n
∑

k=0

(

n

k

)

(X−a)kan−k = (X−a+a)n = Xn

en reonnaissant la formule du bin�me de Newton.

Exemple : Soit P = 2X3−3X2+X−4, et posons a = 2. On alule sans di�ulté P (2) = 16−12+
2−4 = 2 ; P ′ = 6X2−6X+1 don P ′(2) = 24−12+1 = 13 ; P ′′(2) = 12X−6 don P ′′(2) = 18 et en�n
P ′′′(2) = 12. La formule de Taylor a�rme alors que P = 2+13(X−2)+9(X−2)2+2(X−2)3. Vous
pouvez naturellement tout développer pour véri�er que ça marhe. On remarquera que, présentés

dans et ordre, les di�érents termes de la formule de Taylor sont de plus en plus petits quand on se

rapprohe de 2, ou si on on préfère que les formules obtenues en ne prenant qu'une partie des termes

du membre de droite deviennent des approximations de plus en plus préises de P (X).
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