Feuille d’exercices n°9 : Suites numériques

MPSI Lycée Camille Jullian
14 décembre 2022

Exercice 1 (***)

Montrer que l’ensemble {2% |p€Z,ne N} est un sous-ensemble dense de R.

Exercice 2 (**)

Démontrer a l’aide des définitions (avec des ¢) les limites suivantes :

e lim n?—2n=+4c0
n—-+o0o
1

im =
n—+oo2n + 3

Exercice 3 (* a *¥*)

Déterminer la limite éventuelle de chacune des suites suivantes :

3" —2" n n? —3n+2
® Un = T .un:(_(THQ))e *Un T o2 5n 34
n 4+ 2)! 1
e N F S T cun=ermiln{
71—2
n + sin(n ny/In(14 73)
° u":n—cosin)) e u, = sh(2n) — 2sh(n) e u, = tan -

Exercice 4 (*%*)

Trois réels a, b et ¢ (avec a # 0) vérifient les droles de conditions suivantes :
e a, b et ¢ sont trois termes consécutifs d’une suite géométrique de raison q.
e a, 2b et 3¢ sout trois termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison ¢ (la méme que ci-dessus,
donc).
Déterminer les valeurs possibles de a, b, c et q.

Exercice 5 (*)

Déterminer pour chacune des suites suivantes la valeur de u,, en fonction de n :
l.up=1letVneN, up11 =4u, — 6

2. ug=0,u; =1et Vn € N, upto = 3upt1 — 2u,
3.up=0,u; =1let Vn €N, upyo = 6up+1 — uy,
4

unJrl + Up,

2
ment utilisée : étudier la suite (up41 — uy))

Lupg=1l,u; =2etVneN, uyyo = (méthode alternative a celle que vous avez naturelle-



10
5 ug =2, u = 3 et Vn € N, 3upqo = 4upyr1 — up

6. up =1+114+111+---+11...11

n

1
7. 20=2ietVneN, z,11 = 3(2zn —Z,) (oui, c’est une suite de nombres complexes)

Exercice 6 (**)

On considére la suite (u,,) définie par ug = 2 et Vn € N, 1,41 = 2u, + 2n? — n. Déterminer trois réels
a, b et c tels que la suite (v,) définie par v, = u,, + an? + bn + ¢ soit une suite géométrique. En déduire
la valeur de wu,,.

Exercice 7 (**)

Soient (u,) et (v,) deux suites & valeurs dans [0, 1] telles que lirﬂp upv, = 1. Montrer que les deux
n——+00

suites convergent vers 1.

Exercice 8 (***)

U
Soit (uy,) une suite réelle strictement positive telle que lim "l _leR.
n—+00 Uy

1. Montrer que, si I < 1, la suite (u,) converge nécessairement vers 0.
2. Que peut-on dire dans le casou [ > 17

3. Montrer par des exemples qu’on ne peut rien conclure sur la limite de (u,) quand [ = 1.

Exercice 9 (***)

On s’intéresse & la suite (u, ) définie par u, = /n — [\/n].

1. Que vaut u,2,,. Que peut-on en déduire sur la convergence éventuelle de la suite (u,)?

2. Montrer que, pour tout couple d’entiers naturels a et b, avec b # 0 et a < b, la sous-suite u,2p2 194y
a

converge vers g

3. Prouver rigoureusement que, pour tout réel [ € [0,1], il existe une sous-suite de (u,) convergeant
vers .

Exercice 10 (**)

. . P 1 a . i )
On considére une suite (u,) définie par ug > 0 et Vn € N, w1 = 3 (un + ), ol a est un réel fixé
Uy,
strictement positif.

1. Etudier la nature de la suite (u,,).

2. On pose v,, = déterminer v,11 en fonction de v,, puis v, en fonction de n et de vy.

n—\/a

up ++/a’

3. En déduire une majoration de I’écart entre u,, et la limite de la suite en fonction de ug et de vg.
Pour a = 2, quelle valeur de n suffit-il de choisir pour que u,, soit une valeur approchée de la limite
4 107199 preés (calculatrice autorisée pour Iapplication numérique!).



Exercice 11 (**%*)

n n
1 n!
On pose, pour tout entier naturel n > 1, u,, = Z vy Un = nlu, et wy, = Z k-
k=0 (k) k=0 (k:)
1. Calculer les valeurs prises par ces trois suites pour n =1, n =2 et n = 3.
n
n! nv
2. Expliquer pourquoi w,, = Z(n — k) - . En déduire que w,, = 7”
k=0 (k)
. . . . n-+2
3. Montrer en exploitant le résultat de la question précédente que u,4+1 =1+ mun
n

4. En déduire les valeurs de us, ug et ur.
n

2™y . .
5. On pose enfin t,, = ﬁ Déterminer une relation entre t,11 et t,.

n+1e~ 2k
AL k:0k+1

6. En déduire que u,, =

Exercice 12 (**)

Une suite de Cauchy est une suite réelle (u,) vérifiant la propriété suivante : Ve > 0, Ing € N,
V(p,q) = no, lup —ug| <e.

1. Montrer qu’une suite de Cauchy est nécessairement bornée.

2. Montrer qu’une suite convergente est une suite de Cauchy.

3. Montrer la réciproque : toute suite de Cauchy converge nécessairement.

Exercice 13 (**%*)

. a\"™
Oun considére une suite (u,) définie par u, = (1 + —) ,avec a € Ry.
n

1. Montrer que la suite est croissante (pour cette question, on étudiera les variations de la fonction

fix—xln (1 + 9) en la dérivant deux fois).
x

1+t

t
2. Montrer que, Vo > 0, —— < In(1 +¢) < t.
3. En déduire que, Vn € N*, n

<Ilnu, <a.

n+a
4. Montrer que la suite (u,,) est convergente.

5. Quel résultat obtient-on en prenant a = 17

Exercice 14 (**)

Upt1 = SUp+vp+1
2 —2u,

On considére deux suites (uy,) et (v,) telles que ug =vo =1 et Vn € N, { v
n+1

—

. Montrer que a,, = u,, + v,, définit une suite arithmétique.

. Montrer que b,, = 2u,, + v,, définit une suite arithmético-géométrique.

[\

3. En déduire les expressions de u,, et de v,.

n

. Calculer S,, = Z uy, et déterminer la limite de cette suite.
k=0

N



Exercice 15 (*)

4 2
On considére la suite (u,) définie par up =0 et ¥n € N, w11 = f(un), olt on a posé f(z) = x_i_5 .
x

1. Déterminer les réels x vérifiant f(z) = z. On note a le plus petit d’entre eux, et b le plus grand.

Uy — ) .
n est effectivement bien

2. Expliquer soigneusement pourquoi la suite (v,) définie par v, =
définie.

3. Montrer que la suite (v,,) est géométrique.

n

4. En déduire une expression explicite de wu,,.

Exercice 16 (**)

- 1
Montrer que les deux suites définies par u,, = H (1 + k:><k'> et v, = (1 + > up, sont adja-

n xn!
k=1
centes.
Exercice 17 (*)
k=n 1
On considére deux suites (uy,) et (v,) définies de la fagon suivante : u,, = ;O ik et v, = u, + pava L

Montrer que ces deux suites sont adjacentes (les curieux seront contents d’apprendre que leur limite
commune vaut ). Question subsidiaire (nettement plus difficile) : montrer que la limite commune des ces
deux suites est un nombre irrationnel (qu’on ne peut pas écrire sous la forme d’un quotient d’entiers) en
faisant un raisonnement par ’absurde.

Exercice 18 (**)

Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. On définit deux suites de la fagon suivante : ug = a, vg = b

Uy + V.
et Vn € N, upq1 = Junv, €t vy = %

1. Vérifier que ces deux suites sont bien définies.

2. Montrer que, Vn € N, u,, < v, (pour une fois, pas besoin de récurrence).
3. Déterminer la monotonie de chacune des deux suites.
4

. En déduire que (u,) et (v,) convergent vers la méme limite.

Exercice 19 (**)

Unpl = V3 — vy
Un+1 = \/3+un

1. Montrer que toutes les valeurs de chacune des deux suites appartiennent a l'intervalle [0, 3].

Soient (uy,) et (v,) deux suites définies par ug = vg = 0 et Vn > 0, {

2. En supposant que (u,,) et (v,,) soient deux suites convergentes, quelles seraient les valeurs possibles
de leurs limites ?

3. On pose a,, = u, — 1 et b, = v, — 2, montrer que |a,+1| < |by| et |bpt1] < §|an|.

1 -
4. On pose enfin ¢, = max(|ay|, |bs|), montrer que ¢, 2 < Cn- En déduire rigoureusement la conver-

gence de (c,), puis celles de (uy,) et de (vy).



Exercice 20 (***)

1. Démontrer le théoréme de Cesaro : si une suite (u,) converge vers une limite finie /, alors la suite
1 . .
p Z ug & la méme limite [ (on pourra commencer par traiter le
n
k=0
cas particulier ou [ = 0, et revenir a la définition de la limite).

(vy,) définie par Vn € N, v, =

2. La réciproque de ce résultat est-elle toujours vraie 7

3. Le théoréme de Cesaro fonctionne-t-il encore avec une limite infinie ? La réciproque est-elle vraie
dans ce cas?

4. Si on suppose que (u,) est une suite monotone, montrer que la réciproque du théoréme de Cesaro

devient vraie.
k=n

5. Pour une suite (u,) convergeant vers [, on pose désormais v,, = — Z kuy. Déterminer la limite
n
k=0
de (vy,) en utilisant une technique proche de celle de la premiére question.

Exercice 21 (**)

On considére une suite (u,) vérifiant 0 < ug < ug et Vn € N, uyq0 =

1. Montrer que la suite (u,) est bien définie et que u, > 0.

2. Etudier le signe de (ty42 — Uni1)(Unt2 — Un).

3. Montrer que, Vn € N, ug, < ugpy1-

4. Préciser la monotonie des sous-suites (u2,) et (uz,+1). Conclure sur la convergence de la suite (uy, ).

Exercice 22 (***)

 1a . Lo Zn + |2

On considére une suite complexe définie par zo € C et ¥Yn € N, 2,41 = HTM

1. Etudier la suite dans le cas particulier oi zg € R.

2. On suppose désormais que zo n’est pas réel et on pose zg = e’ avec €] —7,0[U]0, 7[. De méme,
on notera r, et 0, le module et ’argument de z,,. Exprimer r,,;1 et 6,1 en fonction de r, et 6,,.

3. En déduire une expression explicite de r, et de 6,,.

4. Montrer que la suite (z,) converge vers une valeur a préciser.

Exercice 23 (**%¥)

Cet exercice a pour but de démontrer certaines propriétés de la suite de Fibonacci. Rappelons que
cette suite (F,) est définie de la fagon suivante : Fy =0, F; = 1,et Vn € N, F,, 4o = F,,+1 + F,,. On note

1+5
2

1
dans cet exercice p = (c’est le fameux nombre d’or), on pourra noter ¥y = —— 'opposé de son
2

inverse si on le souhaite.

1-5
5

2. En remarquant que (F},) est une suite d’un type bien connu, déterminer explicitement F;, en fonction
de n (on ne sera pas surpris d’avoir des coefficients un peu laids, et on se posera par contre des
questions philosophiques si ¢ n’intervient pas dans la formule).

1. Vérifier que ¢ =

Foi . .
2T° Donner la valeur des cing premiers termes de

3. On note, pour tout entier naturel n > 1, u,, =
n

la suite (uy,).
4. Etudier la monotonie de la suite (u,) (ne vous étonnez pas s’il n’y a pas de conclusion simple).

5. En utilisant le résultat de la question 2, prouver que lim wu, = .
n—-+oo



10.

11.

12.

13.

. Déterminer une fonction simple f telle que u, 1 = f(u,). Etudier la fonction f, puis tracer dans

un méme repére une allure de sa courbe représentative et la droite d’équation y = x. Faire un
schéma permettant de comprendre la monotonie et la limite de la suite (u,) dans ce méme repére.

1
Montrer que, Vn = 1, |¢ — u,| = E
1 1
. En déduire que |p — u,| < 7

. Donner un nombre rationnel approchant ¢ & 10~% prés (on utilisera évidemment la question précé-

dente). Est-ce une approximation par défaut ou par excés ? Donner les valeurs décimales approchées
4 107% prés par défaut et par exceés de .

Montrer que, pour tous les entiers pour lesquels ¢a a un sens, F,, = F,_1F},+F,Fp 1. En déduire
que tous les termes impairs de la suite de Fibonacci sont des nombres entiers pouvant s’écrire comme
somme de deux carrés de nombre entiers.

n
Montrer que, Vn € N, Z Fy,=F,40— 1.
k=0
Montrer que, Vn € N, F,, 1 F,, 1 — F? = (—=1)" est une suite géométrique, et déterminer sa valeur.

F F
En déduire que, Vn € N, arctan < n+2> — arctan ( o ) =T
n+1 n+3 4

Exercice 24 (**%¥)

Soit (ay,) une suite fixée d’entiers naturels. On définit & partir de la suite (a,,) deux nouvelles suites (p,)
et (¢n) par récurrence : po = ag, go = 1, p1 = apa1+1, 1 = ay, puis ensuite, Vn € N, p, 12 = anq2Pnt1+pn

et ¢pt+2 = Gni2Gnt+1 + ¢n- On posera également x, = —

1.

T o W N

n
Qn
Uniquement dans cette question, on suppose que la suite (a,) est définie par ag = 1 et ¥n > 1,
an, = 2. Calculer alors les valeurs de p,, et g, pour tous les entiers n < 4, ainsi que les valeurs de
T, pour ces mémes entiers.

. Montrer que, Vn € N, g, > n.
. Calculer Pn+149n — n+1Pn et Pn+29n — qn42Pn-
. Calculer 41 — z, puis z,42 — =, en fonction des valeurs prises par les suites (a,) et (¢n).

. Montrer que les suites (z2,,) et (z2,+1) sont adjacentes. Que peut-on en déduire sur la suite (z,,) 7

On notera désormais « la limite de la suite (z,,).

. 1 1
. Vérifier que 1 = ag + — et x2 = ap + ——.
ai a; + as
. 1
. Montrer plus généralement que z,, = ag + ————5——.
a1+ a2+ L
KN
. En comparant xg, z1 et o, montrer que ag = |«].
. On note désormais a,, = a, + T (la suite de fractions étant infinie, il s’agit
an—i—l + PRI
ant2+t [

techniquement de la limite de la suite (x,) correspondant a la suite (a,+x)ren). En particulier,
ap — (.
(a) Déterminer une relation entre cv,, @41 €t ay.

(b) Décrire un algorithme permettant de calculer les termes de la suite (a,) a partir de la valeur
de a.

(¢) Lorsque a = /2, calculer ag, a1, as, as, et les valeurs correspondantes de c,.
(d) Que vaudra plus généralement a,, (toujours pour o = v/2)?

(e) Déterminer de méme une écriture de /3 sous forme de « fraction infinie » (on parle de dévelop-
pement en fraction continue).



Probléme 1 : autour de la méthode de Newton (**)

La méthode de Newton sert a déterminer des valeurs approchées de solutions d’équations de la forme
f(z) = 0, ou f est une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I (et ayant des signes
opposés aux extrémités de I, pour assurer que I’équation admet bien une solution sur I). Pour cela, on
construit une suite (x,) de la fagon suivante : o € I, et pour tout entier naturel n, le réel x,.1 est
l’abscisse du point d’intersection de l’axe des abscisses (O;) et de la tangente en z, a la courbe de la
fonction f.

1. Faire un dessin illustrant la construction des premiers termes de la suite (z,) (on prendra une allure
de type parabolique pour la courbe de f).
-~ f(an)
f(zn)
3. Pour la suite de I’exercice, on pose f(x) = 2% —a, ott a > 1; I =)0, +o00[ et z9 = a.
xfl +a
2z,

2. Montrer que z,4+1 = x,

(a) Veérifier que, dans ce cas, Tp,41 =

x2+a

et la fonction h : x — g(x) — x sur l'intervalle I.

(b) Etudier la fonction g : =

(c) En déduire que la suite (x,) est décroissante et minorée, puis qu’elle converge vers /a.
Ty —+/a
Tn +a

4. On pose, pour tout entier naturel n, v,, =

(a) Montrer que v, ;1 = v2.

(b) En déduire que |z, — v/a| < 2z¢(v)?".
5. On suppose désormais a = 2.

(a) Calculer les quatre premiers termes de la suite (z,,).
4
(c) A partir de quelle valeur de n est-on str que x,, est une valeur approchée de v/2 4 107¢ prés?

(b) Montrer que |z, — /2| <

Probléme 2 : autour de la série harmonique (***)

La série harmonique (nous verrons en fin d’année ce que désigne exactement le terme de série, aucune
connaissance a ce sujet n’est évidemment nécessaire pour résoudre cet exercice) est la suite (H,,) dont le

n
1
terme général est défini par H,, = Z % (pour n > 1).
k=1

1. Divergence de la suite (H,,).

(a) Déterminer la monotonie de la suite (H,,).

1
(b) Montrer que, ¥n € N*, on a Hy,, — H,, > 3

(c¢) Conclure quant a la nature de la suite (H,).

2n n
1 1
2. On pose pour cette question u,, = — et v, = .
pose p q n kz_; - et Un ; T

(a) Calculer les trois premiers termes de chaque suite.
(b) Prouver que les deux suites sont adjacentes, et en déduire la convergence de (v,).

3. Equivalent du terme général H,, de la série harmonique.

1 1
(a) Montrer que, Yk > 1, Pencadrement il <In(k+1) —In(k) < z est valable (on pourra ici
s’'intéresser & des histoires d’intégrales, ou plus simplement étudier le signe de fonctions bien
choisies).
Hy

(b) En déduire que In(n + 1) < H, < In(n) + 1, puis montrer que lim =1
n—+ooln(n)




(¢) En posant a,, = H, —In(n) et b, = H, —In(n + 1), montrer que les suites (a,) et (b,) sont
adjacentes, et en déduire que (H,, —In(n)) admet une limite finie (connue par les mathématiciens
sous le nom de constante d’Euler, et habituellement notée «).

(d) Montrer rigoureusement que la suite (v,) introduite & la question 2 a pour limite In(2) (on
pourra commencer par écrire que v, = Ha, — Hy,).

Probléme 3 (**%*)

On s’intéresse dans ce probléme & ’ensemble S constitué de toutes les suites (u,) vérifiant la relation
1
de récurrence unio = = (u? +uZ ), avec ug = 0 et u; > 0. Si (z,y) est un couple de réels positifs, on
notera (u,(x,y)) la suite appartenant & S et vérifiant ug(z,y) = = et ui(x,y) = y. Pour tout réel A\, on
notera E\ = {(z,y) € (RT)? | (u,(z,y)) converge vers A\}. On notera également E., = {(z,y) € (RT)? |
(un(z,y)) diverge vers + oo}.
1. Calculer les cing premiers termes de la suite (u,(1,0)).
2. (a) Déterminer toutes les suites constantes appartenant a S.
(b) Montrer que, si une suite dans S a deux termes consécutifs égaux a 1, alors elle est constante.
(c) Que peut-on dire d’une suite de S ayant un terme nul autre que les deux premiers?
3. On suppose qu’une suite de S admet une limite finie [. En passant a la limite dans la relation de
récurrence, déterminer les valeurs possibles de .

4. Soient a et b deux réels quelconques.

a? + b2

(a) Montrer que, si 0 < a <b < ,alorsb>1oua=05b=0.

2 2
b
o+t < a<b,alors b < 1.

(b) Montrer que, si

5. Comparer le signe de u,+3 — un42 et celui de u, 42 — u, pour une suite appartenant a S.
6. On suppose dans cette question que la suite (u,) (appartenant & S) vérifie la condition suivante :
pour un certain entier n, on a u, < Up+t2 €t Up41 < Upya.
(a) Montrer que u,4+1 < Upt2 < Upts.
(b) Montrer que (u,,) est croissante & partir du rang n + 1, puis strictement croissante ou constante
a partir de ce rang.
(c) Montrer que w42 > 1.
(d) En déduire que la suite diverge vers +oo (ou est constante).
7. On suppose cette fois que upt2 < Uy €t Upyo < Upg1. Montrer en procédant comme dans la
question précédente que la suite (u,) converge vers 0 (si elle n’est pas constante).
8. Quelles sont les limites des suites (u,(v/2,0)) et (u,(2,0))?
9. On suppose qu’une suite (u,) appartenant & S n’a pas pour limite 0, ni +o00, et et qu’elle n’est pas
constante.
(a) Montrer que uy # ug.
(b) Montrer que w2 est toujours strictement compris entre w,, et tu,41.
(c) On suppose uy < uj, montrer que la sous-suite (us,) est strictement croissante et la sous-suite
(u2n+41) strictement décroissante. Prouver ensuite que (u,) converge vers 1.
(d) On obtient la méme conclusion si up > uy. Déduire des questions précédentes que tout couple
de réels positifs (z,y) appartient & I'un des trois ensembles Ey, F1 et E.
10. Déterminer et représenter graphiquement 1’ensemble Cs = {(z,y) € (RT)? | uz(z,y) = 1}.
11. Déterminer une fonction h telle que us(z,y) = 1 < = = h(y). Etudier la fonction h et représenter
graphiquement I'ensemble C3 = {(z,y) € (RT)? | uz(z,y) = 1}.
12. Etudier la position relative des ensembles Cy et Cs.

13. On admet les résultats suivants concernant les suites de S :
e (u,) diverge vers +oo si et seulement s’il existe un entier n pour lequel u,, > 1 et u,11 > 1.
e (u,) converge vers 0 si et seulement s’il existe un entier n tel que u, <1 et u,4+1 < 1.
Déterminer deux sous-ensembles de (RT)? les plus grands possibles inclus respectivement dans Ej

et dans F.



