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Exer
i
e 1 (*)

1. Si on tient vraiment à utiliser les outils du 
ours, il y en a

(

4

1

)

×
(

3

1

)

×
(

5

1

)

= 60.

2. On va supposer qu'il prend deux entrées di�érentes, 
e qui laisse

(

4

2

)

× 3 = 18 possibilités.

3. On a désormais

(

4

2

)

×
(

3

2

)

×
(

5

2

)

= 6× 3× 10 = 180 possibilités.

Exer
i
e 2 (**)

Commençons par remarquer qu'il y a au total 134 = 28 561 tirages possibles (
e sont des listes,

on supose toutes les boules distin
tes sinon le 
al
ul n'est pas faisable ave
 les outils du 
ours).

• Au moins une boule blan
he : on passe par le 
omplémentaire, il y a 84 tirages ne 
omportant

que des boules noires, don
 134 − 84 = 24 465 tirages ave
 au moins une boule blan
he.

• Au plus une boule noire : on sépare en deux 
as. Il y a soit zéro boule noire (54 
as) soit une

boule noire (53 × 8 ×
(4
1

)

, le 
oe�
ient binomial étant là pour le 
hoix de la position de la

boule noire), don
 54 + 53 × 8×
(4
1

)

= 4 625 tirages au total.

• Trois boules noires puis une blan
he : 83 × 5 = 2 560 tirages (pas de 
hoix pour l'ordre i
i).

• Deux noires et deux blan
hes : 82 × 52 ×
(4
2

)

= 9 600 tirages possibles (en
ore une fois, le


oe�
ient binomial 
orrespond au nombre de 
hoix pour les deux boules blan
hes sur les

quatre tirages).

Exer
i
e 3 (**)

Il y a au total

(

21

5

)

tirages possibles.

• Il y a 17 atouts qui ne sont pas multiples de 5, don


(

17

5

)

tirages qui ne 
ontiennent au
un

multiple de 5. Par passage au 
omplémentaire, il reste don


(

21

5

)

−
(

17

5

)

tirages ave
 au

moins un multiple de 5.
• Un multiple de 
inq et un de trois : il faut distinguer le 
as où on tire le 15 (qui est le seul

multiple de 
inq et de trois à la fois) et 
elui où les deux multiples sont di�érents. Sa
hant qu'il

y a onze atouts qui ne sont multiples ni de 
inq ni de trois, on a

(

11

4

)

+

(

6

1

)

×
(

3

1

)

×
(

11

3

)

tirages possibles.

• Le 1 ni le 21 (on suppose i
i qu'il s'agit d'un ou in
lusif, et qu'on a don
 le droit de tirer à la

fois le 1 et le 21) : par passage au 
omplémentaire,

(

21

5

)

−
(

19

5

)

tirages.
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Exer
i
e 4 (*)

1. Il y en a n+ 1, on 
hoisit une valeur de a entre 0 et n, et ensuite la valeur de b = n − a est

imposée.

2. Cela revient à 
hoisir deux nombres di�érents dans un ensemble en 
ontenant n+1 (les entiers

de 0 à n), ave
 un ordre qui ne 
ompte pas, on a don


(

n+ 1

2

)

=
n(n+ 1)

2
possibilités.

3. Le plus simple est de séparer deux possibilités : si b ≤ n, on a les possibilités déjà 
omptées à

la question pré
édente. Si b > n (don
 n 
hoix possibles pour b), on peut prendre n'importe

quelle valeur parmi les n+1 possibles pour a, 
e qui fait don
 n(n+1) 
hoix supplémentaires.

Au total, on a don


3n(n + 1)

2
possibilités.

4. On se demande bien pourquoi a et b se sont transformés en x et y, mais peu importe. Si

l'ordre n'était pas important, on devrait juste 
hoisir deux entiers 
onsé
utifs, 
e qui revient

en fait à 
hoisir le plus grand des deux, qui doit être 
ompris entre 1 et n. Il y aurait don
 n


ouples possibles. En ajoutant l'ordre, on a simplement 2n 
hoix possibles.

Exer
i
e 5 (*)

1. On a assez simplement |A\B| = |A| − |A ∩B| = 112− 67 = 45.

2. Il su�t de faire une somme : |C| = |A∩C|+ |(B ∩C)\A|+ |C\(A∪B)| = 32 + 5+ 56 = 93.

3. Ceux qui ont voté pour au moins l'un des trois sont au nombre de |A∪B∪C| = |A|+ |B\A|+
|C\(A ∪B)| = 112 + 22 + 56 = 190. Il en reste don
 10 qui n'ont voté pour au
un des trois.

4. A\(B ∪ C) = |A| − |A ∩B| − |A ∩ C|+ |A ∩B ∩C| = 112 − 67− 32 + 12 = 25.

Exer
i
e 6 (** à ***)

• Au
une 
ondition :

(

32

5

)

= 201 376 tirages.

• Deux Rois :

(

4

2

)

×
(

28

3

)

= 19 656 (on 
hoisit deux 
artes parmi les quatre Rois et trois

parmi les 28 
artes ne sont pas des Rois).

• Au moins un pique : par passage au 
omplémentaire,

(

32

5

)

−
(

24

5

)

= 158 872

• Un As et deux 
arreaux : il faut distinguer le 
as de l'As de 
arreau, 
e qui fait

(

7

1

)

×
(

21

3

)

(l'As de 
arreau ; un autre 
arreau parmi les sept restants ; et trois 
artes parmi les 21 qui ne

sont ni des 
arreaux ni des As) +

(

3

1

)

×
(

7

2

)

×
(

21

2

)

(un As qui n'est pas un 
arreau, deux


arreaux qui ne sont pas des As, et trois autres 
artes qui ne sont ni des 
arreaux ni des As),

soit 22 540 tirages.

• Pas de 
arte en-dessous du 9 :

(

24

5

)

= 42 504 tirages (il y a 24 
artes au-dessus du 9).

• Deux paires : il faut 
hoisir les hauteurs des deux paires (parmi huit possibles), puis les 
ouleurs

des deux 
artes pour 
haque paire, et en�n la dernière 
arte, soit

(

8

2

)

×
(

4

2

)

×
(

4

2

)

×
(

24

1

)

=

24 192 tirages.

• Cinq 
artes de la même 
ouleur : 4 
hoix pour la 
ouleur, puis 5 
artes à 
hoisir parmi les 8

de la 
ouleur, soit 4×
(

8

5

)

= 224 tirages possibles.

• Quinte �ush : 16 tirages (là, on peut 
ompter à la main).
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Exer
i
e 7 (**)

Si on a n points disposés sur notre 
er
le, on pourra tra
er

(

n

2

)

=
n(n− 1)

2

ordes di�érentes

reliant deux de 
es points. Cha
une de 
es 
ordes ajoute un nombre de régions dans le disque égal à

p+ 1, où p est le nombre d'autres 
ordes 
oupées par la nouvelle 
orde ajoutée : si la nouvelle 
orde

n'en 
oupe au
une autre, elle 
oupe simplement une région en deux et ajoute don
 une nouvelle

région, si elle 
oupe exa
tement une autre 
orde, elle 
oupera deux an
iennes zones en deux (une

avant le point d'interse
tion ave
 la 
orde qu'elle interse
te, une autre après) et ajoutera don
 deux

nouvelles zones et
. Reste don
 à répondre à la question suivante : en plaçant n points autour de

notre 
er
le, et en traçant toutes les 
ordes possibles, 
ombien aura-t-on de points d'interse
tions

entre 
es 
ordes ? Si on note 
e nombre de points d'interse
tion in, on aura au total 1+
n(n− 1)

2
+ in

zones dé
oupées par nos 
ordes (une zone avant d'avoir installé la moindre 
ordre, une nouvelle

zone ajoutée par 
ha
une des

n(n− 1)

2

ordes sans tenir 
ompte des interse
tions, plus une nouvelle

zone pour 
haque interse
tion, 
hose qu'on ne doit évidemment 
ompter qu'une seule fois par point

d'interse
tion). Un exemple 
i-dessous ave
 six points pla
és autour du 
er
le : on a don
 n = 6, et
(

6

2

)

= 15 
ordes tra
ées, qui 
réent exa
tement 15 points d'interse
tion (non, les deux valeurs ne

seront pas toujours égales, 
f plus bas), et au total 1 + 15 + 15 = 31 zones.

1
2

3
4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15
16

17
18

19
20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

Bon, mais alors, 
ombien y a-t-il de points d'interse
tions entre 
ordes ? Il y a manifestement

des paires de 
ordes qui ne vont pas se 
ouper, par exemple [A1A2] et [A3A4] n'ont pas de point

d'interse
tion si on numérote les points par ordre d'apparition quand on fait le tour du 
er
le. Bien

sûr, deux 
ordes se 
oupant en un point situé sur le 
er
le, par exemple [A1A3] et [A1A4], ne doivent
pas être 
omptées. En fait, à l'aide des points A1, A2, A3 et A4, il n'y a qu'une seule paire de 
ordes
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donnant une interse
tion : [A1A3] et [A2A4] qui sont les diagonales du quadrilatère A1A2A3A4 (les


�tés de 
e même quadrilatère ne peuvent pas se 
ouper à l'intérieur du disque). Ce sera le 
as pour

n'importe quel quadruplet de points 
hoisis parmi les points A1, A2, . . ., An. Il y a don
 autant

de points d'interse
tions de 
ordes à l'intérieur du disque que de quadruplets possibles de points,


'est-à-dire

(

n

4

)

(
'est bien le 
as dans l'exemple donné 
i-dessus). Au total, le nombre de zones

re
her
hé vaut don
 1 +

(

n

2

)

+

(

n

4

)

= 1+
n(n− 1)

2
+

(

n(n− 1)(n − 2)(n − 3)

24

)

. On aura ainsi 99

zones pour n = 8 par exemple (je vous laisse faire le dessin). Assez 
urieusement, le nombre de zones

donne les valeurs 1, 2, 4, 8 et 16 pour n ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, 
e qui pourrait laisser 
onje
turer la valeur

2n−1
, mais en fait pas du tout.

Exer
i
e 8 (***)

1. Il y a

(

6

2

)

parties à 2 éléments dans E (
'est la dé�nition d'un 
oe�
ient binomial !). Soit A

l'une d'entre elles, par exemple A = {1; 2}. Une partie B véri�ant A ∪ B = E doit né
essai-

rement 
ontenir 3, 4, 5 et 6 (puisqu'ils ne sont pas dans A, et un sous-ensemble quel
onque

de {1; 2}. Il y a don
 22 telles parties B (pour 
haque A possible).

2. De la même façon, si A est une partie à k éléments, B doit né
essairement 
ontenir les éléments

qui ne sont pas dans A, et un quel
onque sous-ensemble des k éléments de E, 
e qui laisse

2k possibilités pour B (on a, pour 
haque élément de A, 2 possibilités : soit on le prend, soit

on ne le prend pas). Pour k = 0, 
'est-à-dire si A = ∅, on a bien une seule possibilité pour

B (E tout entier), pour k = 1, il y en a 2 (soit B 
ontient l'unique élement de A, soit non),

et
, jusqu'au 
as où k = 6, 
'est-à-dire A = E, où on peut prendre pour B n'importe quel

sous-ensemble de E, 
e qui laisse 26 possibilités.

3. Au total, il y a

(

6

0

)

× 20 +

(

6

1

)

× 21 + · · · +
(

6

6

)

× 26 possibilités, soit

6
∑

k=0

(

6

k

)

2k =

6
∑

k=0

(

6

k

)

2k1n−k
. On re
onnait une formule du bin�me, qui vaut (2 + 1)6 = 36 = 729.

4. Exa
tement de la même façon, on obtiendra

n
∑

k=0

(

n

k

)

2k possibilités, soit 3n. Une autre façon de

trouver 
e résultat est de 
onstater que, pour 
ha
un des n éléments, on a trois possibilités :

soit il appartient seulement à A, soit seulement à B, soit à A ∩ B (il n'a pas le droit de

n'appartenir ni à A ni à B si on veut avoir A ∪B = E).

Exer
i
e 9 (*)

Appli
ation dire
te de l'exemple vu en 
ours : il y a

10!

4!× 4!
= 6 300 anagrammes pour MIS-

SISSIPI,

11!

5!× 2!× 2!
= 83 160 pour ABRACADABRA, et

14!

3!× 2!× 2!
= 3 632 428 800 pour LIP-

SCHITZIENNE.

Exer
i
e 10 (**)

Pas vraiment de méthode générale, on va dénombrer au 
as par 
as :

• s'il n'y a pas d'ex æquo, 4! = 24 
lassements.

• s'il y a quatre ex æquo, 1 
lassement.
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• s'il y a trois ex æquo,

(

3

4

)

× 2 = 8 
lassements (il faut 
hoisir les trois ex æquo, et leur


lassement).

• s'il y a deux ex æquo,

(

2

4

)

× 3! = 36 
lassements.

• en�n, s'il y a deux fois deux ex æquo,

(

4

2

)

= 6 
lassements (il su�t de 
hoisir les deux ex

æquo de tête).

Il y a don
 au total 75 
lassements possibles.

Exer
i
e 11 (**)

1. Manifestement, L1 = 1 (le seul sous-ensemble possible, {1}, est bien la
unaire). Ensuite,

L2 = 2, on peut 
hoisir {1} ou {2} mais pas mettre les deux éléments ensemble. Ave
 trois

éléments dans l'ensemble, les trois sous-ensembles 
ontenant un seul élément sont la
unaires,

et il faut leur ajouter un seul sous-ensemble à deux éléments : {1, 3}. On a don
 L3 = 4.
En�n, ave
 quatre éléments, on garde les quatre sous-ensembles à un seul éléments, mais on

peut en ajouter trois à deux éléments : {1, 3}, {1, 4} et {2, 4} (les trois autres sous-ensembles

à deux éléments sont 
onstitués d'éléments 
onsé
utifs). Autrement dit, L4 = 7.

2. Considérons un sous-ensemble la
unaire dans {1, 2, . . . , n+2}. Si 
et ensemble 
ontient l'élé-
ment n+ 2, il ne peut pas 
ontenir l'élément n + 1, mais peut être 
omplété ave
 n'importe

quel sous-ensemble la
unaire de {1, . . . , n}, auxquels il ne faut pas oublier d'ajouter le sous-
ensemble vide, qui n'est pas la
unaire dans {1, 2, . . . , n}mais le devient si on y ajoute l'élément

n+2. Il y a don
 1+Ln sous-ensembles la
unaire 
ontenant n+2. Pour 
eux qui ne 
ontiennent
pas n+ 2, 
'est plus simple, 
e sont exa
tement les mêmes que les sous-ensembles la
unaires

de {1, 2, . . . , n + 1}, il y en a don
 Ln+1. On ne risque pas d'avoir 
ompté deux fois le même

ensemble, on a don
 bien Ln+2 = Ln+1 + Ln + 1.

3. Comme il ne s'agit pas exa
tement d'une suite ré
urrente linéaire d'ordre 2, on a re
ours

à une astu
e diabolique : on pose un = Ln + 1 pour 
onstater que un+2 = Ln+2 + 1 =
Ln+1 + Ln + 1 + 1 = un+1 + un. La suite (un) est don
 ré
urrente linéaire d'ordre 2, ave


onditions initiales u0 = 1 et u1 = 2 (on peut poser L0 = 0, la relation de ré
urren
e reste

alors véri�ée puisque L2 = 1 + 0 + 1). On a alors le 
hoix entre refaire des 
al
uls pénibles,

ou re
onnaitre une suite de Fibona

i légèrement dé
alée : un = Fn+2, don
 Ln = Fn+2− 1 =

1√
5





(

1 +
√
5

2

)n+2

−
(

1−
√
5

2

)n+2


− 1.

4. Considérons don
 un sous-ensemble la
unaire à p éléments (a1, a2, . . . , ap), on peut lui asso
ier

le sous-ensemble (a1, a2−1, . . . , ap−(p−1)) qui sera né
essairement in
lus dans {1, 2, . . . , n−
p+1} et formé d'éléments en ordre stri
tement 
roissant (on ne peut pas avoir deux éléments


onsé
utifs égaux sinon l'ensemble de départ ne serait pas la
unaire). Ré
iproquement, tout

sous-ensemble de p éléments stri
tement 
roissants de {1, 2, . . . , n+1− p} peut être asso
ié à

un sous-ensemble la
unaire en e�e
tuant la transformation inverse (on ajoute 1 au deuxième

élément, 2 au troisième et
). Il y a don
 autant de sous-ensembles la
unaires à p éléments que

de sous-ensembles à p éléments dans {1, 2, . . . , n+ 1− p}, 
'est-à-dire
(

n+ 1− p

p

)

.

Exer
i
e 12 (**)

1. On a k 
ases à noir
ir sur un total de np, don


(

np

k

)

grilles possibles.

2. Il reste k−4 
ases à noir
ir parmi np−4, don


(

np− 4

k − 4

)

(naturellement, on doit avoir k ≥ 4).

5



3. Il faut 
hoisir les deux 
oins, puis noir
ir k − 2 
ases parmi les np − 4 qui ne sont pas des


oins, don


(

4

2

)

×
(

np− 4

k − 2

)

possibilités.

4. Cela suppose que k ≤ n. Il faut alors 
hoisir les k lignes 
ontenant une 
ase parmi les n

possibles, puis il reste pour 
ha
une de 
es lignes p 
hoix pour la 
ase à noir
ir, don


(

n

k

)

×pk

grilles possibles.

5. La grille a don
 n lignes et n 
olonnes, et on 
her
he à noir
ir une 
ase par ligne, sans en

mettre deux dans la même 
olonne. Il y a n 
hoix possibles pour la 
ase à noir
ir sur la

première ligne, n − 1 
hoix pour la 
ase de la deuxième ligne (il ne faut pas la mettre dans

la même 
olonne que la première), n− 2 pour la troisième et
. Quand on arrive à la dernière

ligne, on n'a plus le 
hoix pour la dernière 
ase à noir
ir (il ne reste qu'une seule 
olonne

vierge). On a don
 n× (n− 1)× · · · × 1 = n! grilles possibles.

6. On aurait 9! 
hoix s'il n'y avait pas la 
ondition supplémentaire sur les petits 
arrés. Le mieux

est de re
ommen
er une raisonnement similaire à 
elui de la question pré
édente :

• il y a 9 possibilités pour le 1 de la première ligne.

• il y a seulement 6 possibilités ensuite pour le 1 de la deuxième ligne (trois 
ases à éviter

qui sont dans le même petit 
arré que le premier 1).
• plus que 3 possibilités pour la troisième ligne (un seul petit 
arré vierge en haut de la

grille).

• à nouveau 6 possibilités pour la quatrième ligne (plus de problème de petit 
arré, mais

tout de même trois 
olonnes à éviter).

• 4 pour la 
inquième ligne (deux 
olonnes libres dans deux petits 
arrés).

• 2 pour la sixième (deux 
olonnes dans le dernier petit 
arré médian).

• 3 sur la septième ligne (plus que trois 
olonnes libres).

• 2 et 1 pour les deux dernières.

Soit 9× 6× 3× 6× 4× 2× 3× 2× 1 = 46 656 façons de pla
er les 1.

7. Au total, il y a

(

81

9

)

façons de pla
er neuf 1 dans une grille de 81 
ases, soit 260 887 834 350

possibilités. La proportion de pla
ements � Sudoku-
ompatibles � est don
 extrêmement faible !

Exer
i
e 13 (**)

1. • Pour n = 1, le seul mot terne est a.

• Pour n = 2, un mot terne devrait 
ommen
er et �nir par a, tout en ayant ses deux lettres

(qui sont adja
entes) distin
tes, 
'est impossible. Il n'y a don
 pas de mot terne de longueur

2.
• Pour n = 3, le mot doit 
ommen
er et �nir par a, et la lettre médiane ne doit pas être un

a, 
e qui laisse les deux possibilités aba et aca.

• Pour n = 4, les deux lettres médianes ne peuvent à nouveau être des a (elles 
otoient soit

le a initial soit le a �nal), et doivent en plus être distin
tes, 
e qui ne laisse que les deux

possiblités abca et acba.

• Pour n = 5, on peut 
hoisir de mettre un a en lieu de mot, auquel 
as les deuxième et

quatrième lettre peuvent être un b ou un c indépendamment l'une de l'autre ; mettre un b

au milieu, 
e qui impose de l'en
adrer par deux c (puisque 
es lettres 
otoient à la fois un

a et un b) ; ou en�n un c médian en
adré par deux b. Cela fait un total de 6 possibilités :

ababa, abaca, acaba, acaca, acbca et abcba.

• Pour n = 6, soit on met un a en troisième, on a deux possibilités pour la deuxième lettre

(
f le 
as n = 2), et deux pour les lettres 4 et 5 (
f le 
as n = 3) ; soit on met un a en

quatrième, 
e qui donne quatre autres possibilités ; soit on ne met pas du tout de a en-

dehors des extrêmités, et on a deux possibilités (on alterne des b et des c en 
ommençant
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par l'un ou l'autre). Soit un total de 10 mots ternes de longueur 6 : ababca, abacba, acabca,
acacba, abcaba, acbaba, abcaca, acbaca, abcbca et acbcba.

2. Considérons don
 l'ensemble des mots termes de longueur n, pour un 
ertain entier n ≥ 3, et
séparons-les en deux 
atégories selon la nature de la lettre pla
ée en position n − 2 dans le

mot.

• s'il s'agit d'un a, le mot obtenu en supprimant les deux dernières lettres de notre mot

était déjà terne (il 
ommençait et �nissait par a, et ne pouvait 
ertainement pas avoir

deux lettres 
onsé
utives identiques si on veut que notre mot à nous soit terne). Par

ailleurs, les deux dernières lettres de notre mot sont soit ba, soit ca. Ré
iproquement, à

tout mot terne de longueur n − 2, on peut bien asso
ier deux mots ternes de longueur n

en ajoutant soit ba soit ca à la �n du mot. Cette 
onstru
tion nous donne déjà 2 × tn−2

mots ternes de longueur n.

• si au 
ontraire notre lettre numéro n−2 n'est pas un a, mais par exemple un b, alors notre

mot s'a
hève né
essairement par bca (s'il s'agit d'un c il s'a
hève par cba et le raisonnement

est le même). Considérons alors le mot obtenu en supprimant l'avant-dernière lettre de

notre mot (i
i le c), on retombe alors sur un mot terne (de longueur n − 1) 
ar on n'a

sûrement pas fait apparaitre de lettres adja
entes identiques. Ré
iproquement, à partir

de n'importe quel mot terne de longueur n − 1, on peut en 
onstruire un (et un seul) en

insérant la bonne lettre en avant-dernière position : si le mot de longueur n − 1 �nit par

ba, on introduit un c entre le b et le a ; s'il �nit par ca, on introduit un b. On obtient ainsi

exa
tement tn−1 nouveaux mots ternes de longueur n, qui sont évidemment distin
ts des

pré
édents (puisque la lettre numéro n− 2 n'est pas la même).

Globalement, on a bien trouvé 2tn−2+ tn−1 mots ternes de longueur n, soit tn = 2tn−2+ tn−1.

3. On re
onnait une suite ré
urrente linéaire d'ordre 2. Son équation 
ara
téristique est x2−x−
2 = 0, elle a pour dis
riminant ∆ = 1 + 8 = 9, et admet don
 deux ra
ines r =

1 + 3

2
= 2,

et s =
1− 3

2
= −1. On peut don
 é
rire tn sous la forme tn = α2n + β(−1)n, où α et β sont

deux 
onstantes déterminées par les deux premiers termes de la suite. I
i, t1 = 2α − β = 1,

et t2 = 4α + β = 0. En additionnant les deux équations, on obtient 6α = 1, soit α =
1

6
; puis

β = 2α− 1 = −2

3
. Finalement, tn =

1

6
× 2n − 2

3
× (−1)n =

2n−1 − 2(−1)n

3
.

Exer
i
e 14 (***)

1. Prenons par exemple l'appli
ation f suivante : f(1) = 3, f(2) = 5, f(3) = 1, f(4) = 4 et

f(5) = 2, il s'agit d'une involution (on véri�e aisément que f ◦ f = id), ave
 un point �xe.

On ne peut pas trouver d'involution sans point �xe de E : par dé�nition, on devrait avoir

f(1) = k 6= 1, et pour que f soit une involution, on doit avoir f(k) = 1. Autrement dit, f

é
hange les entiers 1 et k. De même, elle é
hange 2 (si k 6= 2, sinon on passe à 3) ave
 un

autre entier k′. Il reste alors le 
inquième entier qui ne peut être envoyé que sur lui-même. En

fait, plus généralement, on aura toujours Sn = 0 lorsque n est un entier impair.

2. Si E 
ontient un seul élément, il existe une seule involution (ave
 un point �xe), l'identité

elle-même. Lorsque E 
ontient deux éléments, il y en a deux (soit on ne bouge rien, soit

on é
hange les deux éléments), dont une a un point �xe. Ave
 trois éléments, il y a quatre

involutions qui ont toutes un point �xe : l'identité, l'appli
ation é
hangeant 1 et 2 (en laissant

3 �xe), 
elle é
hangeant 1 et 3, et en�n 
elle é
hangeant 2 et 3. Finalement, T1 = 1, T2 = 2
et T3 = 4 ; S1 = S3 = 0 et S2 = 1.

3. L'inégalité Sn ≤ Tn est triviale puisqu'une involution sans point �xe est un 
as parti
ulier

d'involution. La deuxième l'est à peine moins puisque toute involution est né
essairement

bije
tive (par dé�nition, une involution est sa propre ré
iproque) et qu'il y a au total n!
bije
tions sur l'ensemble {1, 2, . . . , n}.
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4. (a) Si on impose f(1) = k (ave
 bien sûr k 6= 1), on doit avoir f(k) = 1. Il ne reste plus

qu'à 
hoisir les images des n éléments restants de E de façon à 
e que la restri
tion de

f à 
es n éléments soit une involution sans point �xe, 
e qui par dé�nition peut de faire

de Sn façons. Reste à 
ompter le nombre de valeurs de k possibles : il y en a n + 1, d'où
Sn+2 = (n + 1)Sn.

(b) C'est presque le même raisonnement qu'à la question pré
édente : pour 
onstruire une

involution (ave
 points �xes autorisés), soit on 
hoisit f(1) = k 6= 1 (
e qui impose

f(k) = 1), et on 
hoisit une involution (ave
 points �xes) des n entiers restants, 
e qui

laisse don
 (n + 1)Tn possibilités ; soit on 
hoisit f(1) = 1, et il ne reste qu'à 
hoisir une

involution des n+ 1 entiers restants, 
e qui fait Tn+1 possibilités. On en déduit don
 que

Tn+2 = Tn+1 + (n+ 1)Tn.

5. On sait déjà que S2n+1 = 0 pour tout entier naturel n. De plus, la relation S2n = (2n−1)S2n−2


ombinée à la 
ondition initiale S2 = 1 implique que S2n =
n
∏

k=1

(2k − 1) (on peut faire une

ré
urren
e si on tient vraiment à être rigoureux). On peut é
rire ça plus joliment : S2n =
(2n)× (2n − 1)× (2n− 2)× · · · × 2

(2n)× (2n − 2)× · · · × 2
=

(2n)!

2× n× 2× (n− 1)× · · · × 2× 1
=

(2n)!

2n × n!
.

6. L'égalité des deux sommes est une 
onséquen
e immédiate de la symétrie des 
oe�
ients

binomiaux (on rempla
e k par n− k pour passer d'une somme à l'autre). Comme on ne voit

vraiment pas d'où peut sortir 
ette formule, on va pro
éder par ré
urren
e double : pour

n = 1, T1 = 1 et

1
∑

k=0

(

1

k

)

Sk = S0 + S1 = 1 (si vous n'êtes pas 
onvain
u par le fait que

S0 = 1, ré�é
hissez-y mieux : il y a une involution de l'ensemble vide vers lui-même, qui


onsiste à ne rien faire, et 
ette involution n'a pas de point �xe puisqu'il n'y a pas d'éléments

dans l'ensemble ! Sinon, on peut se 
ontenter de 
onstater que la formule obtenue pour S2n

est 
ohérente ave
 la valeur S0 = 1). La formule est don
 vraie au rang 1. Véri�ons-là aussi

au rang 2 :

2
∑

k=0

(

2

k

)

Sk = S0 + 2S1 + S2 = 2 = T2, 
e qui est à nouveau véri�é. Passons à

l'hérédité : Tn+2 = Tn+1+(n+1)Tn =
n+1
∑

k=0

(

n+ 1

k

)

Sk+(n+1)
n
∑

k=0

(

n

k

)

Sk. On utilise le fait que

(n+1)

(

n

k

)

= (k+1)

(

n+ 1

k + 1

)

(une version un peu inhabituelle de la formule sans nom) pour

obtenir Tn+2 =

n+1
∑

k=0

(

n+ 1

k

)

Sk +

n
∑

k=0

(k+1)

(

n+ 1

k + 1

)

Sk =

n+1
∑

k=0

(

n+ 1

k

)

Sk +

n
∑

k=0

(

n+ 1

k + 1

)

Sk+2

en exploitant la formule de ré
urren
e obtenue sur la suite (Sn) à la question 4.a. On regroupe

le tout : Tn+2 =

n+1
∑

k=0

(

n+ 1

k

)

Sk +

n+2
∑

k=2

(

n+ 1

k − 1

)

Sk. Le terme numéro 1 de la somme de gau
he

est nul, on peut le supprimer et é
rire Tn+2 = S0 +

n+1
∑

k=1

((

n+ 1

k

)

+

(

n+ 1

k − 1

))

Sk + Sn+2 =

n+2
∑

k=0

(

n+ 2

k

)

Sk (on applique la relation de Pas
al et on réintègre les termes extrêmes dans la

somme), 
e qui prouve la propriété au rang n+ 2 et a
hève notre ré
urren
e double.

En reprenant la formule trouvée pour S2n, on peut don
 é
rire T2n =

n
∑

k=0

(

2n

2k

)

× (2k)!

2kk!
=

n
∑

k=0

(2n)!

2kk!(2n − 2k)!
. De même on aura pour les entiers impairs T2n+1 =

n
∑

k=0

(2n + 1)!

2kk!(2n + 1− 2k)!
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(formule qu'on ne peut pas vraiment simpli�er). Appli
ation numérique : T10 =
10!

10!
+

10!

2× 8!
+

10!

4× 2× 6!
+

10!

8× 6× 4!
+

10!

16× 24× 2
+

10!

32× 120
= 9 496. Si on 
ompare 
e nombre à 10! =

3 628 800, on 
onstate que seule une petite partie des bije
tions sont des involutions sans

point �xe (un peu moins de 0.3%).

Problème 1 (***)

1. Il n'y a qu'une seule partition de E1. Pour E2, on a deux possibilités : soit regrouper les deux

éléments (un seul sous-ensemble dans la partition), soit les séparer (deux sous-ensembles).

En�n, pour E3, on peut regrouper les trois éléments (un seul sous-ensemble), les séparer

tous les trois, ou faire une partition en deux sous-ensembles dont l'un 
ontient un élément

et l'autre les deux qui restent (trois possibilités selon le 
hoix de l'élément isolé). Il y a don



inq partitions di�érentes de E3.

2. S'il y a n sous-ensembles non vides et disjoints, 
ha
un doit 
omporter exa
tement 1 élément,

et il n'y a don
 qu'une seule partition possible. S'il y a n− 1 sous-ensembles, ils 
ontiennent

tous un élément, sauf un qui en 
ontient deux. Il faut don
 
hoisir quels sont les deux éléments

qui sont regroupés, 
e qui laisse

(

n

2

)

=
n(n− 1)

2
partitions.

3. Il y a deux types de partitions : 
elles qui ont 7 sous-ensembles réduits à un élément et le

huitième qui en 
ontient 3 (au nombre de

(

10

3

)

, de manière similaire à la question pré
é-

dente) ; et 
elles qui ont 6 sous-ensembles réduits à deux éléments et les deux derniers qui en


ontiennent 2. Ces dernières sont au nombre de

1

2

(

10

2

)(

8

2

)

(il faut 
hoisir les deux éléments

du premier ensemble, les deux du deuxième parmi 
eux qui restent, et diviser par deux 
ar

l'ordre n'est pas important). Au total don
,

(

10

3

)

+
1

2

(

10

2

)(

8

2

)

partitions.

4. Le même raisonnement 
onduit à

(

n

3

)

+
1

2

(

n

2

)(

n− 2

2

)

.

5. (a) Il faut tout simplement 
hoisir l'élément isolé, et il y a n possibilités pour 
ela, ou si l'on

préfère

(

n

1

)

possibilités.

(b) De la même façon, il faut 
hoisir les deux éléments du premier ensemble, soit

(

n

2

)

parti-

tions possibles.

(
) En général, on aura

(

n

k

)

partitions en deux sous-ensembles dont l'un 
ontient k éléments.

Attention tout de même, k est 
ompris entre 1 (le premier ensemble n'a pas le droit d'être

vide) et n−1 (le deuxième ne doit pas être vide non plus !). Autre piège, si on fait la somme

pour k variant entre 1 et n − 1, on 
ompte en fait deux fois 
haque partition (en e�et,

on obtient la même partition en é
hangeant le r�le du premier et du deuxième ensemble :

par exemple, les partitions obtenues pour k = 1 sont les mêmes que 
elles obtenues pour

k = n− 1). Il y a don
 au total

1

2

∑

k=1

k = n− 1

(

n

k

)

=
1

2
(2n − 2) = 2n−1 − 1 partitions en

deux sous-ensembles.

6. (a) Si E est 
onstitué de 2× 1 = 2 éléments, il n'y a qu'une façon de le partitionner en sous-

ensembles à deux éléments, don
 a1 = 1. Si E a quatre éléments, on peut le partitionner

de trois façons en deux paires (il faut 
hoisir qui on 
ase ave
 le premier élément, l'autre

paire est alors imposée), don
 a2 = 3. En�n, si E 
ontient 6 éléments, on a 
inq 
hoix

9



pour l'élémént à 
aser ave
 1, et enuite trois possibilités à 
haque fois pour apparier les

quatre éléments restants, don
 a3 = 5× 3 = 15.

(b) On fait 
omme 
i-dessus : si E 
ontient n = 2p éléments, on 
ommen
e par 
hoisir l'élément

qu'on va apparier ave
 1, 
e pour quoi on a n − 1 = 2p − 1 
hoix. Une fois 
e 
hoix fait,

il reste à partitionner les n − 2 = 2p − 2 = 2(p − 1) éléments restants en paires, 
e pour

quoi on a par dé�nition ap−1 possibilités. Cela laisse bien (2p − 1)ap−1 possibilités pour

séparer E en paires, don
 ap = (2p − 1)ap−1.

(
) D'après la question pré
édente, on a ap = (2p − 1) × ap−1 = (2p − 1) × (2p − 3)ap−2 =
(2p−1)×(2p−3)×· · ·×5×3 (
e qui est 
ohérent ave
 les 
al
uls de a2 et a3). Autrement dit

ap =
(2p)× (2p− 1)× · · · × 5× 4× 3× 2

(2p)× (2p − 2)× · · · × 4× 2
=

(2p)!

2× p× 2× (p− 1)× · · · × 2× 2× 2× 1
=

(2p)!

2pp!
.

(d) Le nombre demandé est exa
tement a10 =
20!

210 × 10!
= 19×17×· · ·×5×3 = 654 729 075.

Si on ne 
onsidère que des 
ouples hétéro ave
 10 �lles et 10 garçons, la première �lle

(soyons galants) a 10 
hoix pour son 
ompagnon, la deuxième n'en a plus que 9 et
, et la

dernière �lle n'a plus le 
hoix (
e
i n'est pas 
ensé modéliser 
e qui se passe dans la vraie

vie), soit 10! = 3 628 800 possibilités. Autrement dit, si on apparie aléatoirement 10 �lles

et 10 garçons, on à peine plus d'une 
han
e sur 200 d'obtenir dix 
ouples hétérosexuels.

Problème 2 (***)

Première partie : Exemples et généralités

1. Soit f une appli
ation surje
tive de {1, 2, 3} dans {1, 2}. Les triplets possibles pour (f(1), f(2), f(3))
sont (1, 1, 2), (1, 2, 1), (1, 2, 2), (2, 1, 1), (2, 1, 2) et (2, 2, 1), 
e qui nous donne S3,2 = 6.

De même, si g est une appli
ation surje
tive de {1, 2, 3, 4} dans {1, 2}, les quadruplets pos-
sibles pour (g(1), g(2), g(3), g(4)) sont (1, 1, 1, 2), (1, 1, 2, 1), (1, 1, 2, 2), (1, 2, 1, 1), (1, 2, 1, 2),
(1, 2, 2, 1), (1, 2, 2, 2), (2, 1, 1, 1), (2, 1, 1, 2), (2, 1, 2, 1), (2, 1, 2, 2), (2, 2, 1, 1), (2, 2, 1, 2) et (2, 2, 2, 1),
d'où S4,2 = 14.

2. Une appli
ation ayant pour ensemble de départ {1, 2, . . . , n} ne peut prendre qu'au plus n

valeurs di�érentes, don
 ne pourra pas être surje
tive dans {1, 2, . . . , p} si n < p. Autrement

dit, Sn,p = 0 dans 
e 
as.

3. La seule appli
ation ayant pour ensemble d'arrivée l'ensemble réduit à un seul élément {1}
est l'appli
ation 
onstante égale à 1 (quel que soit l'ensemble de départ). Elle est par ailleurs

surje
tive dès que n ≥ 1, don
 Sn,1 = 1 pour n ≥ 1.

4. Une appli
ation surje
tive de {1, 2, . . . , n} dans lui-même n'est autre qu'une permutation de

l'ensemble {1, 2, . . . , n}, qui sont au nombre de n!, don
 Sn,n = n!.

Deuxième partie : Détermination de Sn,2

1. On a vu plus haut que S2,2 = 2! = 2.

2. Considérons une appli
ation surje
tive f de {1, 2, . . . , n + 1} dans {1, 2}, et supposons que
f(n + 1) = 1. Pour que f soit surje
tive, il su�t alors que la restri
tion de f à {1, 2, . . . , n}
soit déjà surje
tive (un possibilités) ou que f(1) = f(2) = · · · = f(n) = 2. Il y a de même

un + 1 appli
ations surje
tives pour lesquelles f(n+ 1) = 2, 
e qui nous donne bien au total

un+1 = 2(un + 1).

3. La suite (un) est une suite arithméti
o-géométrique. Son équation de point �xe, x = 2x+ 2,
a pour solution x = −2. Posons don
 vn = un + 2, on a alors vn+1 = un+1 + 2 = 2un + 2 +
2 = 2(un + 2) = 2vn. La suite (vn) est don
 une suite géométrique de raison 2 et véri�ant

v2 = u2 + 2 = 4. On en déduit que ∀n ≥ 2, vn = 4× 2n−2 = 2n, puis un = vn − 2 = 2n − 2.
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4. Il y a au total 2n appli
ations de {1, 2, . . . , n} dans {1, 2}. Parmi 
elles-
i, les seules qui ne

sont pas surje
tives sont les deux appli
ations 
onstantes respe
tivement égales à 1 et à 2. Le
nombre d'appli
ations surje
tives est don
 2n − 2.

Troisième partie : Détermination de Sn,3

1. Toujours en revenant à la dernière question de la première partie, v3 = S3,3 = 3! = 6.

2. Soit g une appli
ation surje
tive de {1, 2, . . . , n+1} dans {1, 2, 3} telle que g(n+1) = 3. Il y
a alors deux possibilités pour la restri
tion de g à {1, 2, . . . , n} : soit elle est surje
tive dans

{1, 2, 3}, soit elle est surje
tive dans {1, 2} (sans prendre la valeur 3). Ces deux possibilités ne

pouvant se produire simultanément, il y a vn+un appli
ations g 
onvenables. Un raisonnement

identique dans le 
as où g(n + 1) = 1 et g(n + 1) = 2 nous permet d'obtenir au total

vn+1 = 3(vn + un). Comme un = 2n − 2, on a don
 vn+1 = 3vn + 3× 2n − 6.

3. D'après le résultat de la question 2, wn+1 = vn+1−3 = 3vn+3×2n−6−3 = 3(vn−3+2n) =
3(wn +2n). Cal
ulons tn+1 = wn+1 +3× 2n+1 = 3(wn +2n +2n+1) = 3(wn +2n + 2× 2n) =
3(wn + 3 × 2n) = 3tn. La suite (tn) est don
 bien géométrique de raison 3. Il ne reste plus

qu'à remonter : t3 = w3 + 3 × 23 = w3 + 24 = v3 − 3 + 24 = v3 + 21 = 6 + 21 = 27. On en

déduit que tn = 27× 3n−3 = 3n, puis wn = 3n − 3× 2n et en�n vn = 3n − 3× 2n + 3.

4. Les appli
ations de {1, 2, . . . , n + 1} dans {1, 2, 3} peuvent être 
lassées selon le nombre de

valeurs di�érentes qu'elles prennent : soit elle prennent les trois valeurs possibles, et il y a par

dé�nition vn telles appli
ations, soit elles en prennent exa
tement deux, qu'on peut 
hoisir

de

(

3

2

)

= 3 façons di�érentes, et il y a à 
haque fois un telles appli
ations, don
 3un au

total, soit elles sont 
onstantes, 
e pour quoi on a 3 possibilités. Comme il y a un total de

3n appli
ations de {1, 2, . . . , n} dans {1, 2, 3}, on obtient la relation 3n = vn + 3un + 3, don

vn = 3n − 3un − 3 = 3n − 3(2n − 2)− 3 = 3n − 3× 2n + 3.

Quatrième partie : Détermination de Sn+1,n

1. L'appli
ation f étant surje
tive, tout élément de {1, 2, . . . , n} admet (au moins) un anté
édent

par f . Choisissons don
 un anté
édent pour 
haque élément de l'ensemble d'arrivée, 
ela nous

donne n éléments de {1, 2, . . . , n + 1} ayant des images distin
tes par f . Le dernier élément

de {1, 2, . . . , n + 1} a une image identique à l'un des autres éléments de {1, 2, . . . , n + 1}
(puisqu'on a déjà épuisé tous les éléments de l'ensemble d'arrivée), et 
ette image est bien

l'unique élément de notre ensemble d'arrivée ayant exa
tement deux anté
édents.

2. Il faut 
hoisir deux éléments dans un ensemble en 
ontenant n + 1, il y a don


(

n+ 1

2

)

=

n(n+ 1)

2
possibilités.

3. Une fois 
hoisis l'élément de l'ensemble d'arrivée ayant deux anté
édents (n possibilités) et

les deux anté
édents en question, les n−1 éléments restants dans 
haque ensemble sont reliés

de façon bije
tive par f , 
e qui laisse (n−1)! possibilités. On a don
 Sn+1,n = n× n(n+ 1)

2
×

(n − 1)! =
n(n+ 1)!

2
.

Cinquième partie : Cas général

1. Considérons une appli
ation surje
tive f de {1, 2, . . . , n} dans {1, 2, . . . , p}. On a p 
hoix

possibles pour l'image de n par 
ette appli
ation, et la restri
tion de f à {1, 2, . . . , n− 1} est

soit surje
tive vers {1, 2, . . . , p} (il y a pour 
ela Sn−1,p possibilités), soit elle prend toutes les

valeurs sauf f(n) (il y a pour 
ela Sn−1,p−1 possibilités). Cela nous donne bien la relation de

ré
urren
e Sn,p = p(Sn−1,p + Sn−1,p−1).
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2.

Sn,p p = 0 p = 1 p = 2 p = 3 p = 4 p = 5

n = 0 0 0 0 0 0 0

n = 1 0 1 0 0 0 0

n = 2 0 1 2 0 0 0

n = 3 0 1 6 6 0 0

n = 4 0 1 14 36 24 0

n = 5 0 1 30 150 240 120

3. Cal
ulons séparément les membres de gau
he et de droite :

(

p

k

)(

k

j

)

=
p!

k!(p − k)!

k!

j!(k − j)!
=

p!

(p − k)!(k − j)!j!
. De l'autre 
�té,

(

p

j

)(

p− j

k − j

)

=
p!

j!(p − j)!

(p − j)!

(k − j)!(p − k)!
=

p!

j!(k − j)!(p − k)!
.

Les deux membres sont bien égaux.

4. On a, en utilisant l'égalité pré
édente,

k=p
∑

k=q

(−1)k
(

p

k

)(

k

q

)

=

k=p
∑

k=q

(−1)k
(

p

q

)(

p− q

k − q

)

. Le pre-

mier 
oe�
ient binomial ne dépendant pas de k, on peut le sortir de la somme. On va par

ailleurs e�e
tuer le 
hangement d'indi
e j = k−q pour se ramener à

(

p

q

) j=p−q
∑

j=0

(−1)j+q

(

p− q

j

)

=

(

p

q

) j=p−q
∑

j=0

(

p− q

j

)

1j(−1)j+q
. Comme (−1)j+q = (−1)j+q−2j = (−1)q−j

, on peut re
onnaitre

dans la somme une formule du binome de Newton égale à (1 − 1)p−q = 0, d'où la nullité de

la somme initiale.

5. Il faut 
hoisir les j valeurs qui seront prises par notre appli
ation (il y a pour 
ela

(

p

j

)


hoix),

et il reste ensuite à 
hoisir une appli
ation surje
tive d'un ensemble à n éléments vers un

ensemble à j éléments, 
e pour quoi on a par dé�nition Sn,j possibilités. Les appli
ations

prenant exa
tement j valeurs sont don
 au nombre de

(

p

j

)

Sn,j .

6. Il y a au total pn appli
ations de {1, 2, . . . , n} vers {1, 2, . . . , p}, et 
ha
une d'elle prend un

nombre de valeurs 
ompris entre 1 et p. En sommant les expressions obtenues à la question

pré
édente pour j variant de 1 à p, on obtiendra don
 pn (on ne 
ompte manifestement pas

deux fois une même appli
ation).

7. Tentons don
 de 
al
uler la somme de droite, en inversant la somme double qui apparait dès

que possible :

(−1)p
k=p
∑

k=0

(−1)k
(

p

k

)

kn = (−1)p
k=p
∑

k=0

(−1)k
(

p

k

) j=k
∑

j=1

(

k

j

)

Sn,j = (−1)p
j=p
∑

j=1

Sn,j

k=p
∑

k=j

(−1)k
(

p

k

)(

k

j

)

La somme de droite est justement 
elle dont on a montré qu'elle était nulle pour toutes les va-

leurs de j inférieures ou égales à p−1. Le seul terme restant est don
 (−1)pSn,p

k=p
∑

k=p

(−1)k
(

p

k

)(

k

p

)

=

(−1)2pSn,p = Sn,p. L'égalité demandée est don
 prouvée.

Problème 3 (****)

I. Triangulations de polyg�nes.

1. Il n'y a qu'une seule façon de trianguler un triangle, 
'est de ne rien faire ! On en déduit que

t1 = 1. Pour un 
arré, deux possibilités, on peut le dé
ouper suivant l'une ou l'autre des deux
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diagonales, 
e qui donne t2 = 2. Pour les pentagones, autant faire une jolie petite liste de

dessins, il doit y en avoir 
inq :

2. Eh bien voila, en tentant de trier dans un ordre plus ou moins logique :

3. Une fois le triangle A1AiAn+3 imposé, il reste à dé
ouper en triangles les deux polygones

qui sont de part et d'autre de 
e triangle. Le premier a pour sommets A1, A2, . . ., Ai, soit i

sommets, don
 peut être triangulé de ti−2 façons. Le deuxième a pour sommets Ai, Ai+1, . . .,

An+3, soit (n+3)− i+1 = n− i+4 sommets, don
 peut être triangulé de tn+2−i façons. Les

deux triangulations se faisant indépendamment l'une de l'autre, il y a au total ti−2tn−(i−2)

triangulations de notre polygone initial 
ontenant le triangle A1AiAn+3.

4. Il y a par dé�nition tn+1 triangulations pour le polygone 
onsidéré à n+3 sommets. Cha
une de


es triangulations 
ontient exa
tement un triangle du type A1AiAn+3, ave
 i ∈ 2, . . . , n+ 2
don
 il su�t pour obtenir le nombre total de triangulations du polygone d'additionner les

nombres obtenus à la question pré
édente pour toutes les valeurs possibles de i. Autrement

dit, tn+1 =
i=n+2
∑

i=2

ci−2cn−(i−2). Un petit dé
alage d'indi
e ramène à la formule nettement plus

lisible tn+1 =
n
∑

i=0

titn−i.

5. On 
al
ule su

essivement t1 = t0 = 1, puis t2 = t0t1+ t1t0 = 1+1 = 2 ; t3 = t0t2+ t21+ t2t0 =
2× 2 + 1 = 5 ; t4 = 2t0t3 + 2t1t2 = 2× 5 + 2× 2 = 14. Jusque là on retrouve bien les valeurs


onstatées. Continuons don
 : t5 = 2t0t4 + 2t1t3 + t22 = 2 × 14 + 2 × 5 + 22 = 42 ; et
t6 = 2t0t5 + 2t1t4 + 2t2t3 = 2× 42 + 2× 14 + 2× 5× 2 = 132.

II. Une formule expli
ite.

1. Cal
ulons don
 : c0 =
1

1
×
(

0

0

)

= 1 ; c1 =
1

2
×
(

2

1

)

= 1 ; c2 =
1

3
×
(

4

2

)

= 2 ; et c3 =

1

4
×
(

6

3

)

=
1

4
× 6× 5× 4

6
= 5.
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2. C'est un simple 
al
ul :

cn+1

cn
=

n+ 1

n+ 2

(2n+2
n+1

)

(2n
n

) =
n+ 1

n+ 2
× (2n + 2)!

(n+ 1)!2
× n!2

(2n)!
=

n+ 1

n+ 2
×

(2n + 2)!

(2n)!
× n!2

(n+ 1)!2
=

n+ 1

n+ 2
× (2n+ 2)(2n + 1)

(n + 1)2
=

2(2n + 1)

n+ 2
=

4n + 2

n+ 2
.

3. En
ore du 
al
ul sans grand intérêt :

1

n

(

2n

n+ 1

)

=
(2n)!

n(n+ 1)!(n − 1)!
=

(2n)!

n!(n+ 1)!
= cn ;

(

2n

n

)

−
(

2n

n+ 1

)

=
(2n)!

n!n!
− (2n)!

(n+ 1)!(n − 1)!
=

(2n)!(n + 1)− (2n)!n

(n+ 1)!n!
=

(2n)!

n!(n+ 1)!
= cn ; et

en�n

2

n+ 1

(

2n − 1

n

)

=
2(2n − 1)!

(n+ 1)n!(n − 1)!
=

2n(2n − 1)!

(n+ 1)!n(n − 1)!
=

(2n)!

(n+ 1)!n!
= cn.

4. C'est 
omplètement évident au vu de la deuxième formule obtenue à la question pré
édente

(une di�éren
e de deux 
oe�
ients bin�miaux est 
ertainement un nombre entier).

5. (a) Commençons par l'inégalité de gau
he : en élevant le tout au 
arré et en utilisant le


al
ul de la question 3, il faut don
 prouver que

16n3

(n+ 1)3
≤ 4(2n + 1)2

(n+ 2)2
, soit en
ore

4n3(n + 2)2 ≤ (2n + 1)2(n + 1)3. On passe tout à droite et on fait la di�éren
e : (4n2 +
4n+1)(n3+3n2+3n+1)−4n3(n2+4n+4) = 4n5+16n4+25n3+19n2+7n+1−4n5−
16n4 − 16n3 = 9n3 + 19n2 + 7n + 1 qui est 
lairement positif, 
e qui prouve l'inégalité

de gau
he. Passons à 
elle de droite, qui se ramène plus simplement à

4(2n + 1)2

(n+ 2)2
≤

16(n + 1)3

(n+ 2)3
, soit (2n + 1)2(n + 2) ≤ 4(n + 1)3. On met une fois de plus tout à droite :

4(n+1)3−(4n2+4n+1)(n+2) = 4n3+12n2+12n+4−4n3−12n2−9n−2 = 3n+2 > 0,

e qui prouve la deuxième partie de l'en
adrement.

(b) Tous les nombres présents dans l'en
adrement pré
édent sont positifs, on peut les mul-

tiplier entre eux sans di�
ulté, faisons-le lorsque k varie entre 1 et n − 1 pour obtenir

n−1
∏

k=1

4

(

n

n+ 1

)
3

2

≤
n−1
∏

k=1

ck+1

ck
≤

n−1
∏

k=1

4

(

k + 1

k + 2

)
3

2

. Le terme du milieu se téles
ope pour don-

ner

cn−1+1

c1
= cn. Dans 
elui de gau
he, les fa
teurs 4 donnent un 4n−1

puisqu'il y a n− 1

termes dans le produit, et les puissan
es

3

2
se teles
opent pour laisser

1
3

2

n
3

2

=
1

n
√
n
, 
e qui

prouve exa
tement l'inégalité de gau
he. À droite, on aura également un 4n−1
, et les puis-

san
es donnent

2
3

2

(n+ 1)
3

2

. Or, (n+1)
3

2 ≥ n
√
n, et 2

3

2 = 2
√
2 ≤ 3, don


2
3

2

(n+ 1)
3

2

≤ 3

n
√
n
,


e qui permet de 
on
lure à l'en
adrement souhaité.

6. (a) Utilisons don
 l'indi
e généreusement donné par l'énon
é : en posant i = n−k, on obtient

Tn =

k=n
∑

k=0

kckcn−k =

i=n
∑

i=0

(n − i)cn−ici =

i=n
∑

i=0

ncicn−i −
i=n
∑

i=0

icicn−i = nSn − Tn. On a don


Tn = nSn − Tn, soit 2Tn = Sn et don
 Tn =
n

2
Sn.

(b) Partons plut�t du membre de droite, et utilisons le résultat de la question 3 en l'é
rivant

sous la forme (4k + 2)ck = (k + 2)ck+1 : 4Tn + 3Sn = 4

k=n
∑

k=0

kckcn−k + 3

k=n
∑

k=0

ckcn−k =

k=n
∑

k=0

(4k + 3)ckcn−k =

k=n
∑

k=0

(4k + 2)ckcn−k +

k=n
∑

k=0

ckcn−k =

k=n
∑

k=0

(k + 2)ck+1cn−k + Sn. Faisons

maintenant un petit 
hangement d'indi
e en posant i = k + 1 dans la première somme,

et on a 4Tn + 3Sn =

i=n+1
∑

i=1

(i + 1)cicn+1−i + Sn =

i=n+1
∑

i=0

(i + 1)cicn+1−i − c0cn+1 + Sn.
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Or, c0 = 1, don
 c0cn+1 = cn+1 qui, par hypothèse est égal à Sn. Il nous reste don


4Tn + 3Sn =

i=n+1
∑

i=0

(i+ 1)cicn+1−i =

i=n+1
∑

i=0

icicn+1−i +

i=n+1
∑

i=0

cicn+1−i = Tn+1 + Sn+1, et la

formule est démontrée.

(
) Au rang 0, le résultat est vrai : S0 = 1 = c1. Supposant maintenant le résultat vrai au

rang n, et 
ombinons les résultats des questions a et b pour trouver
n+ 1

2
Sn+1 + Sn+1 =

4× n

2
Sn+3Sn, soit (en multipliant tout par 2) (n+3)Sn+1 = (4n+6)Sn. Autrement dit,

en utilisant notre hypothèse de ré
urren
e, Sn+1 =
4n+ 6

n+ 3
cn+1. Or, on sait en appliquant

le résultat de la question 3 pour k = n + 1 que

cn+2

cn+1
=

4(n+ 1) + 2

n+ 1 + 2
=

4n+ 6

n+ 3
. On en

déduit que Sn+1 = cn+2, 
e qui prouve P(n+ 1) et a
hève la ré
urren
e.

(d) On peut en
ore une fois pro
éder par ré
urren
e, mais il faut faire une ré
urren
e forte.

Au rang 0, on sait que t0 = c0 = 1. Supposons don
 les égalités véri�ées jusqu'à un 
ertain

entier n. On a alors

k=n
∑

k=0

ckcn−k =

k=n
∑

k=0

tktn−k, puisque les termes apparaissant dans les

deux sommes sont les mêmes par hypothèse de ré
urren
e. On en déduit que tn+1 = cn+1,


e qui a
hève la ré
urren
e.

III. Le retour du dénombrement.

1. (a) Assez 
lairement, δn,0 = 1 puisqu'on ne peut se rendre en un point situé sur l'axe des

abs
isses qu'en se déplaçant toujours vers la droite. Et δn,m = 0 si n > m puisque le point

est situé au-dessus de ∆.

(b) Pour atteindre le point (n, n), le dernier dépla
ement e�e
tué sera né
essairement un

dépla
ement vers le haut (sinon, on viendrait d'un point qui n'est pas en-dessous de

∆), 
'est-à-dire un dépla
ement venant 
ompléter un début de 
hemin menant au point

(n, n − 1). Ré
iproquement, tout 
hemin menant à (n, n − 1) se 
omplète en un 
hemin

menant à (n, n) en lui ajoutant un dépla
ement vers le haut. Il y a don
 autant de 
hemins

menant à (n, n − 1) que de 
hemins menant à (n, n), et δn,n = δn,n−1. Le prin
ipe est

exa
tement le même pour la deuxième formule, mais en distinguant 
ette fois deux types

de 
hemins : 
eux pour lequel le dernier dépla
ement s'est e�e
tué vers la droite (venant

don
 du point (n − 1,m)) et 
eux ayant un dernier dépla
ement vers le haut (venant de

(n,m − 1)). Les deux 
atégories de 
hemins formant des ensembles disjoints, l'égalité en

dé
oule (on 
onsidérera évidemment que δn,m−1 = 0 si m = 0).

(
) D'après la question pré
édente, δn,1 = δn−1,1 + δn,0 = δn−1,1 + 1. Autrement dit, la

suite (δn,1) est arithmétique de raison 1, et 
omme δ1,1 = 1 (un seul 
hemin possible :

un pas vers la droite puis un vers le haut), on trouve δn,1 = n. On pro
ède de même

pour le deuxième 
al
ul : δn,2 = δn−1,2 + δn,1 = δn−1,2 + n. Là en
ore, il nous faut une

initialisation : δ2,2 = δ2,1 = 2 en utilisant la première relation du b. On en déduit que

δn,2 = 2 +

n
∑

k=3

k = 2 +
n(n+ 1)

2
− 1− 2 =

n(n+ 1)

2
− 1 =

n2 + n− 2

2
=

(n+ 2)(n − 1)

2
.

(d) Tout se 
al
ule sans di�
ulté à l'aide des relations de la question b :
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m = 0 m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 6

n = 0 1

n = 1 1 1

n = 2 1 2 2

n = 3 1 3 5 5

n = 4 1 4 9 14 14

n = 5 1 5 14 28 42 42

n = 6 1 6 20 48 90 132 132

On remarque que les valeurs diagonales ressemblent vraiment étrangement aux premiers

termes de la suite (cn).

2. (a) Il faut quand même réussir à faire varier n et m simultanément. Au rang n = 0, la seule

valeur possible de m est 0, et
n− 0 + 1

n+ 1

(

n+ 0

n

)

= 1 = δ0,0 don
 ça va. Supposons les

formules vraies pour un 
ertain entier n, pour toutes les valeurs de m inférieures ou égales

à n, et tentons de les prouver au rang n + 1. Pour 
ela, on va pro
éder par ré
urren
e

sur m, pour m variant entre 0 et n + 1. Pour m = 0, on a

n+ 1− 0 + 1

n+ 1 + 1

(

n+ 1 + 0

n+ 1

)

=

1 = δn+1,0, la formule est 
orre
te. Supposons maintenant la formule véri�ée pour δn+1,m,

alors δn+1,m+1 = δn,m+1 + δn+1,m. On utilise simultanément les hypothèses de ré
urren
e

de la � grande � ré
urren
e et de la � petite � ré
urren
e pour rempla
er :

δn+1,m+1 =
n−m

n+ 1

(

n+ 1 +m

n

)

+
n+ 2−m

n+ 2

(

n+ 1 +m

n+ 1

)

=
(n−m)(n +m+ 1)!

(n+ 1)n!(m+ 1)!
+

(n + 2−m)(n+m+ 1)!

(n+ 2)(n + 1)!m!

=
(n+m+ 1)!

(n+ 1)!(m + 1)!

(

n−m+
(n+ 2−m)(m+ 1)

n+ 2

)

=
(n+m+ 1)!

(n+ 1)!(m + 1)!
× n2 + 2n− nm− 2m+ nm+ n+ 2m+ 2−m2 −m

n+ 2

=
(n+m+ 1)!

(n+ 1)!(m+ 1)!
× n2 + 3n−m2 −m+ 2

n+ 2
. On devrait obtenir pour a
hever la ré
ur-

ren
e

n−m+ 1

n+ 2

(n+m+ 2)!

(n+ 1)!(m+ 1)!
=

(n+m+ 1)!

(n+ 1)!(m + 1)!
× (n−m+ 1)(n +m+ 2)

n+ 2
. Le nu-

mérateur de la deuxième fra
tion vaut n2 + nm + 2n − mn − m2 − 2m + n + m + 2 =
n2 + 3n −m2 −m+ 2. Oh, mira
le, ça mar
he !

(b) Remplaçons don
 m par n dans la formule obtenue :

δn,n =
n− n+ 1

n+ 1

(

2n

n

)

=
1

n+ 1

(

2n

n

)

= cn.

3. (a) Un tel 
hemin 
ommen
e for
ément par un pas vers la droite et a
hève par un pas vers le

haut. Entre deux, on e�e
tue un dépla
ement du point (1, 0) au point (n, n − 1), le tout
sans passer au-dessus de la droite d'équation y = x − 1 puisqu'on ne veut pas 
roiser ∆.

Quitte à dé
aler notre repère d'une unité vers la gau
he, 
es 
hemins sont les même que


eux menant de l'origine au point (n− 1, n− 1) sans passer au-dessus de ∆, qui sont par

dé�nition en nombre égal à δn−1,n−1 = cn−1.

(b) Un tel 
hemin est 
omposé de deux mor
eaux : un premier mor
eau menant de (0, 0)
à (k, k) sans retou
her la diagonale (on vient de voir qu'il y en a ck−1) puis un se
ond

menant de (k, k) vers (n, n) en restant simplement en-dessous de ∆ mais en pouvant la


roiser, 
e qui est exa
tement équivalent à partir de l'origine et aller jusqu'à (n− k, n− k)
en restant en-dessous de ∆ (on dé
ale 
ette fois de k unités sur la diagonale). Il y a don


cn−k 
hemins possibles pour la se
onde moitié du par
ours. Les 
hoix des deux moitiés

étant 
omplètement indépendants, on a au total ck−1cn−k possibilités.
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(
) On peut partitionner l'ensemble des 
hemins selon leur premier point de ren
ontre ave
 ∆
(en faisant une 
atégorie supplémentaire pour 
eux qui ne re
roisent pas ∆). On obtient

bien tous les 
hemins ainsi, et 
omptés une seule fois 
ha
un (puisque le premier point

de 
onta
t ave
 ∆ est 
ertainement unique). La somme des nombres de 
hemins 
orres-

pondants donnera alors δn,n. Autrement dit, δn,n =

n−1
∑

k=1

ck−1cn−k + cn−1. Comme c0 = 1,

on peut é
rire le terme isolé sous la forme c0cn−1 et l'intégrer à la somme pour obtenir

exa
tement la formule souhaitée.
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