
Feuille d'exer
i
es n

o

10 : 
orrigé

MPSI Ly
ée Camille Jullian

11 janvier 2023

Exer
i
e 1 (*)

Commençons par é
rire la dé
omposition du nombre 150 en fa
teurs premiers : 150 = 2 × 75 =
2 × 3 × 52. Si on veut é
rire 150 
omme produit de deux entiers premiers entre eux, il faut don


séparer les fa
teurs 2, 3, 5 et 5 en deux ensembles, ave
 la 
ondition que les deux fa
teurs 5 doivent

être dans le même ensemble (pour avoir des nombres premiers entre eux). Quatre 
hoix possibles :

52 = 25 d'un 
�té, 2×3 = 6 de l'autre ; 52×3 = 75 d'un 
�té, 2 de l'autre ; 52×2 = 50 d'un 
�té et 3
de l'autre ; et en�n la solution triviale 150 et 1. Si on a

epte les entiers relatifs, on a huit solutions au

lieu de quatre : S = {(150, 1), (75, 2), (50, 3), (25, 6), (−150,−1), (−75,−2), (−50,−3), (−25,−6)}.

Exer
i
e 2 (*)

Il su�t d'é
rire n4−20n2+4 = (n4−4n2+4)−16n2 = (n2−2)2−(4n)2 = (n2−4n+2)(n2+4n+2).
Les deux fa
teurs n2 − 4n + 2 et n2 + 4n + 2 sont évidemment entiers tous les deux, et ne peuvent

pas être égaux tous les deux à ±1 puisque leur é
art est égal à 8n. Le seul 
as qui pourrait poser

problème est n = 0 pour lequel n4 − 20n + 4 = 4 n'est pas un nombre premier. On a don
 bien

prouvé que 
ette expression ne donnait jamais un nombre premier.

Exer
i
e 3 (*)

Supposons don
 n = 3p × 5q , alors les diviseurs de n (on se restreint i
i aux diviseurs positifs,

les énon
és sont malheureusement souvent un peu ambigus à 
e sujet) sont tous les entiers de la

forme 3i × 5j , ave
 0 6 i 6 p et 0 6 j 6 q. Leur produit peut don
 s'é
rire sous la forme z =
p
∏

i=0

q
∏

j=0

3i5j = 3(q+1)
∑p

i=0 i×5(p+1)
∑q

j=0 j = 3
(q+1)p(p+1)

2 ×5(p+1)
q(q+1)

2
(il ne faut pas oublier que quand

on � sort � un terme 
onstant d'un produit, il est élevé à une puissan
e égale au nombre de termes

du produit). Or, 4542 = (32 × 5)42 = 384542, don
 on doit avoir (q + 1)p(p + 1) = 168 = 2 × 84 et

(p + 1)q(q + 1) = 84, 
e qui impose évidemment p = 2q, puis q(q + 1)(2q + 1) = 84. On n'a besoin

que de trouver une solution évidente, q = 3 
onvient puisque 3× 4× 7 = 84. Bien sûr, on aura alors

p = 6, don
 n = 36 × 53 = 729 × 125 = 91 125.

Exer
i
e 4 (**)

Modulo 9, on 
al
ule fa
ilement 94 ≡ 4[9]. Par ailleurs, les régles de 
al
ul sur les 
ongruen
es

assurent qu'en posant a, b et c les restes modulo 9 des nombres entiers x, y et z, on aura toujours

x3+y3+z3 ≡ a3+b3+c3[9]. Cal
ulons don
 tous les restes possibles de 
ubes modulo 9 : 03 ≡ 0[9], 13 ≡
1[9], 23 ≡ −1[9], 33 ≡ 0[9], 43 ≡ 1[9], 53 ≡ −1[9], 63 ≡ 0[9], 73 ≡ 1[9] et 83 ≡ −1[9] (on peut éviter

de faire 
ertains 
al
uls entièrement, par exemple 73 ≡ (−2)3[9] ≡ −8[9] ≡ 1[9]). En additionnant

des 0, des 1 et des −1, on n'obtiendra jamais 4 (du moins pas ave
 trois nombres au départ), don


l'équation n'a pas de solution. En fait, on démontre de même que l'équation x3+y3+z3 = a ne peut

pas avoir de solutions dans Z pour un gros paquet de valeurs possibles de a (toutes 
elles 
ongrues

à 4 ou 5 modulo 9.
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Exer
i
e 5 (*)

Rappelons que 
e 
ritère revient à dire qu'un nombre est divisible par 9 si et seulement si la

somme de ses 
hi�res est elle-même divisible par 9. On peut en fait démontrer mieux : un nombre

entier n a toujours le même reste modulo 9 que la somme de ses 
hi�res. En e�et, si on note a0,

a1, . . ., ak les 
hi�res de l'é
riture dé
imale de n (en sens inverse : a0 est le 
hi�re des unités, a1


elui des dizaines et
), alors n =

k
∑

i=0

ak10
k
, don
 n ≡

k
∑

i=0

ak10
k[9]. Or, 10 ≡ 1[9] don
 ∀k ∈ N,

10k ≡ 1k[9] ≡ 1[9]. On en déduit immédiatement que n ≡
k
∑

i=0

ak[9], 
e qui est exa
tement 
e qu'on

voulait démontrer. La même démonstration fon
tionne bien entendu pour le 
ritère de divisibilité

par 3 puisque 10 ≡ 1[3].

Exer
i
e 6 (*)

Le plus simple est de faire le raisonnement modulo 7 : on note a et b les restes modulo 7 des deux
entiers n et p, et on suppose don
 que a2+ b2 ≡ 0[7] (
e qui revient exa
tement à dire que n2+p2 est

divisible par 7. Or, a2 ∈ 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, don
 a2 ≡ 0, 1, 2, 4[7] (notation pas vraiment autorisée

mais vous aurez tous 
ompris), et de même bien sûr pour b2. Si on veut avoir a2 + b2 ≡ 0[7], la seule

possibilité est a2 = b2 = 0[7], 
e qui à son tour implique a = b = 0. Les deux entiers n et p sont don


bien divisibles tous les deux par 7.

Exer
i
e 7 (**)

1. Allons-y pour une ré
urren
e brutale : u0 = 32 + 5 = 14 est divisible par 14. Supposons
désormais un divisible par 14, alors un+1 = 34n+6 + 52n+3 = 34 × (un − 52n+1) + 52n+3 =
81un + 52n+1 × (25− 81) = 81un − 56× 52n+1

. Comme un est divisible par 14 (hypothèse de

ré
urren
e) et 56 est lui-même un multiple de 14, on a manifestement un+1 divisible par 14,

e qui a
hève la ré
urren
e.

2. Puisque un = 9× (34)n + 5× (52)n, les ra
ines de l'équation 
ara
téristique 
orrespondantes

devraient être 34 et 52, et l'équation 
ara
téristique elle-même est don
 x2 − (81 + 25)x +
81 × 25 = 0, soit x2 − 106x + 2 025. Les entiers a et b demandés par l'énon
é sont don


respe
tivement égaux à 106 et −2 025 (non, je ne ferai pas la véri�
ation, 
'est inutile).

3. Ave
 la relation de ré
urren
e un+2 = 106un+1 − 2 025, l'hérédité de la ré
urren
e double

devient triviale : si un et un+1 sont deux multiples de 14, un+2 est la somme de deux multiples

de 14, don
 aussi un multiple de 14. Par 
ontre, il nous faut une initialisation double, don


on doit 
al
uler u1 = 36 − 53 = 729 + 125 = 854 = 14× 61, qui est bien lui aussi un multiple

de 14.

Exer
i
e 8 (**)

1. En notant a le reste de la division de n par 8, on aura n2 ≡ a2[8]. On 
al
ule don
 simplement

les restes modulo 8 de 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36 et 49, qui donnent respe
tivement 0, 1, 4, 1, 4, 1,
4, 1.

2. Si n s'é
rivait sous la forme n = a2 + b2 + c2, on aurait enparti
ulier a2 + b2 + c2 ≡ 7[8]. Or,
il est impossible d'obtenir un reste égal à 7 en additionnant des 0, des 1 et des 4 (on peut

obtenir 0, 1, 2, 3, 4, 5 et 6 assez fa
ilement par 
ontre).

Exer
i
e 9 (**)

1. En é
rivant n3+5 = n(n2+7)+5−7n, on 
onstate que, si n2+7 | n3+5, alors n2+7 | 7n−5.
Cela suppose en parti
ulier que n2 + 7 6 |7n − 5| 6 7|n| + 5. En notant x = |n|, on doit
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don
 avoir x2 − 7x+ 2 6 0. Ce trin�me a pour dis
riminant ∆ = 49− 8 = 41 et admet pour

ra
ines x1 =
7−

√
41

2
et x2 =

7 +
√
41

2
. Comme 6 <

√
41 < 7, on a x1 > 0 et x2 < 7. Le

trin�me étudié est négatif entre ses ra
ines, 
e qui impose que |n| ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Il ne reste
plus qu'à tester brutalement les douze valeurs de n possibles (oui, parfois, l'arithmétique 
e

n'est pas très subtil). Pour n = 1, n2 + 7 = 8 et 7n − 5 = 2, ça ne mar
he pas. Pour n = 2,
n2 + 7 = 11 et 7n− 5 = 9, toujours pas. Pour n = 3, n2 + 7 = 16 et 7n− 5 = 16, mira
le, on

a trouvé une solution. Pour n = 4, n2 + 7 = 23 et 7n− 5 = 23, une deuxième solution ! Pour

n = 5, n2+7 = 32 et 7n−5 = 30, ça ne mar
he pas. Et pour n = 6, n2+7 = 43 et 7n−5 = 37,
ça ne mar
he pas non plus (oui, la majoration de la valeur absolue par l'inégalité triangulaire

en 
ours de 
al
ul n'était pas optimale, on aurait pu éviter quelques véri�
ations ultérieures.

Au
une valeur négative ne fon
tionne (les valeurs de n2+7 sont les mêmes que 
elles 
al
ulées

pour les entiers positifs, et 7× (−1)− 5 = −12 n'est pas multiple de 8 ; −14− 5 = −19 n'est

pas multiple de 11 ; −21 − 5 = −26 pas multiple de 16 ; −28 − 5 = −33 pas multiple de 23 ;
−35 − 5 = −40 pas multiple de 30 et en�n −42 − 5 = −47 par multiple de 43). Finalement,

S = {3, 4}.

2. Si

√

11n− 5

n+ 4
est un entier, son 
arré

11n− 5

n+ 4
aussi, 
e qui implique que n+4 divise 11n− 5.

Or, 11n − 5 = 11(n + 4)− 49, don
 on aura dans 
a 
as également 49 qui est un multiple de

n+4. Comme 49 n'a pas des tonnes de diviseurs, n+4 doit don
 appartenir à l'ensemble �ni

{−49,−7,−1, 1, 7, 49}, soit n ∈ {−53,−11,−5,−3, 3, 45}. Devinez quoi ? On va tester toutes


es possibilités une par une. Si n = −53,
11n− 5

n+ 4
=

−588

−49
= 12, qui n'est pas vraiment un


arré parfait. Si n = −11,
11n − 5

n+ 4
=

−126

−7
= 18, toujours pas un 
arré parfait. Si n = −5,

11n − 5

n+ 4
=

−60

−1
, toujours pas de 
arré parfait à l'horizon. Si n = −3, 
'est en
ore pire

puisque le quotien est alors négatif. Si n = 3,
11n − 5

n+ 4
=

28

7
= 4, ça mar
he ! Et si n = 45,

11n − 5

n+ 4
=

490

49
= 10 qui n'est pas un 
arré, don
 S = {3}.

Exer
i
e 10 (**)

Comme n est supposé non premier, on peut é
rire n sous la forme a × b. Si a 6= b, les deux

diviseurs sont 
ertainement plus petits que

n

2
, don
 que n − 2 (pour un entier plus grand que 4,

n

2
< n− 2), don
 ils apparaissent tous les deux 
omme fa
teurs de (n− 2)!, qui par 
onséquent est

divisible par n. C'est un peu plus dur dans le 
as où n est un 
arré parfait, et don
 a = b =
√
n.

Dans 
e 
as, il faut faire apparaitre deux fa
teurs a dans (n− 2)!, 
e qui sera le 
as si 2a 6 n− 2. Or
2a 6 n−2 ⇔ a2−2a−2 > 0 puisque par hypothèse n = a2. Ce sera don
 le 
as si (a−1)2 > 3, don

si (a − 1) > 2 (tous 
es nombres sont des entiers naturels), soit a > 3. Comme on a supposé n > 6,

'est bien le 
as, 
e qui prouve que a et 2a seront fa
teurs de (n − 2)!, et don
 que 
ette dernière

valeur est divisible par a2 = n.

Exer
i
e 11 (**)

Faisons tous les 
as possibles un par un selon le nombre k d'entiers 
onsé
utifs à ajouter :

• pour k = 1 on est dans le 
as trivial, on se 
ontente de prendre 1 050.
• pour k = 2, on devrait avoir 1 050 = p+(p+1) = 2p+1, 
e qui parait di�
ile dans le mesure

où 1 050 est un entier pair.

• pour k = 3, on devrait avoir 1 050 = p + (p + 1) + (p + 2) = 3p + 3, don
 en parti
ulier

1 050 ≡ 0[3], 
e qui est le 
as. Il ne reste qu'à 
al
uler
1 050− 3

3
= 349 pour savoir où partir :
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1 050 = 349 + 350 + 351.

• de façon plus générale, si 1 050 = p + (p + 1) + (p + 2) + · · · + (p + k − 1) = kp +
k−1
∑

i=1

i =

kp+
k(k − 1)

2
, alors 1 050 est né
essairement divisible par

k

2
. É
rivons alors la dé
omposition

en fa
teurs premiers de 1 050 pour gagner un peu de temps et isoler les 
andidats potentiels :

1 050 = 2 × 525 = 2 × 3 × 175 = 2 × 3 × 52 × 7, don
 les diviseurs naturels de 1 050 sont

1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14, 15, 21, 25, 30, 35, 42, 50, 75, 105, 150, 175, 210, 350, 525 et 1 050, auxquels il
faudra rajouter les doubles 4, 12, 14, 20, 28, 60, 70, 84, 100, 150, 210, 300, 350, 420, 700 et 2 100.

• pour k = 4, on devrait avoir 1 050 = 4p + 6, don
 p =
1 044

4
= 261. En e�et, 1 050 =

261 + 262 + 263 + 264.

• pour k = 5, on devrait avoir 1 050 = 5p + 10, don
 p =
1 040

5
= 208. En e�et, 1 050 =

208 + 209 + 210 + 211 + 212.

• pour k = 6, on devrait avoir 1 050 = 6p + 15, don
 p =
1 035

6
qui n'est pas entier (
'est en

fait normal, seuls les multiples de 4 pourront fon
tionner parmi les doubles).

• pour k = 7, on devrait avoir 1 050 = 7p + 21, don
 p =
1 029

7
= 147. En e�et, 1 050 =

147 + 148 + 149 + 150 + 151 + 152 + 153.

• pour k = 10, on devrait avoir 1 050 = 10p + 45, don
 p =
1 005

10
qui n'est pas entier, 
omme

prévu.

• pour k = 12, on devrait avoir 1 050 = 12p + 78, don
 p =
978

12
, qui n'est pas non plus entier.

• pour k = 14, on devrait avoir 1 050 = 14p+ 91, don
 p =
959

14
qui n'est pas entier.

• pour k = 15, on devrait avoir 1 050 = 15p + 105, don
 p =
945

15
= 63. En e�et, 1 050 =

63 + 64 + 65 + 66 + 67 + 68 + 69 + 70 + 71 + 72 + 73 + 74 + 75 + 76 + 77.

• pour k = 20, on devrait avoir 1 050 = 20p + 190, don
 p =
860

20
= 43. En e�et, 1 050 =

43+44+45+46+47+48+49+50+51+52+53+54+55+56+57+58+59+60+61+62.

• pour k = 21, on devrait avoir 1 050 = 21p + 210, don
 p =
840

21
= 40. Bon, je ne vais pas

é
rire toutes les dé
ompositions, 
ar ça deviendrait lassant, mais ça fon
tionne : 1 050 =
40 + 41 + 42 + · · ·+ 59 + 60.

• pour k = 25, on devrait avoir 1 050 = 25p + 300, don
 p =
750

25
= 30, don
 1 050 =

30 + 31 + · · · + 53 + 54 (belle somme 
entrée sur la magni�que valeur 42).

• pour k = 28, on devrait avoir 1 050 = 28p + 378, don
 p =
672

28
= 24, don
 1 050 =

24 + 25 + · · · + 50 + 51.

• pour k = 30, on devrait avoir 1 050 = 30p+ 435, don
 p =
615

30
, qui n'est pas trop entier.

• pour k = 35, on devrait avoir 1 050 = 35p + 595, don
 p =
455

35
= 13, don
 1 050 =

13 + 14 + · · · + 46 + 47.

• pour k = 42, on devrait avoir 1 050 = 42p+861, don
 p =
189

42
, qui n'est hélas pas entier (ça

ne mar
he pas pour 42, 
'est s
andaleux).

• pour k = 50, on devrait avoir 1 050 = 50p+1225, don
 p = −175

25
, qui en plus de ne pas être

entier est négatif, on oublie.

• pour k = 60, on devrait avoir 1 050 = 60p + 1 770, don
 p = −720

60
= −12, don
 1 050 =

(−12) + (−11) + · · ·+ (−1) + 0 + 1 + · · ·+ 12 + 13 + 14 + · · ·+ 46 + 47, 
e qui est en fait la

même somme que pour k = 35 si on simpli�e les valeurs négatives ave
 les premiers entiers

positifs.
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• pour k = 75, on devrait avoir 1 050 = 75p + 2 775, don
 p = −−1 725

75
= −23. Cette

solution n'est pas valable puisque l'énon
é parlait d'entiers naturels, mais on a bel et bien

1 050 = (−23)+(−22)+ · · ·+(−1)+0+1+ · · ·+50+51 = 24+25+ · · ·+50+51, 
'est-à-dire
une solution déjà obtenue pour k = 28.

• les valeurs suivantes donneront toujours des points de départ négatifs, et don
 des 
as déjà

traités dans les 
as où ça fon
tionne.

On a obtenu au total pas moins de 10 dé
ompositions di�érentes. Je vous laisse maintenant le

soin de faire le même travail pour 105 050 (en fait, on peut arriver à 
ompter les 
as sans les é
rire

tous, mais ça né
essite un peu de soin).

Exer
i
e 12 (**)

Supposons don
 que x =
p

q
soit solution de l'équation, ave
 tant qu'à faire p ∧ q = 1. On aurait

don


p3

q3
+
p2

q2
+
2p

q
+1 = 0, et a fortiori p3+qp2+2pq2+q3 = 0. Ce
i implique que q3 = −p3−qp2−2pq2

divise p, 
e qui n'est possible que si q3 = 1 puisque p et q (et don
 p et q3) sont supposés premiers

entre eux. On a don
 q = 1, 
e qui revient à dire que x est en fait un nombre entier. Or, x3+x2+2x+1
est toujours un entier impair lorsque x est entier, et ne peut don
 jamais être égal à 0.

Exer
i
e 13 (**)

1. Puisque b = cq + r, on peut é
rire ab = acq+r = pcq+r − 1 = pr × (pcq − 1) + pr − 1 =

pr(pcq − 1) + ar. Or, on peut é
rire pcq − 1 = (pc)q − 1 = (pc − 1)

q−1
∑

i=0

(pc)i, qui est un multiple

de ac. On peut don
 é
rire ab sous la forme kac + ar. Un diviseur 
ommun de ab et de ac
divisera don
 aussi ab−kac = ar, et ré
iproquement, tout diviseur 
ommun de ar et de ac sera

un diviseur de ab. Le pg
d des deux 
ouples (ab, ac) et (ac, ar) est don
 également le même.

2. Il su�t d'appliquer l'algorithme d'Eu
lide à partir de b et de c. En notant ri les restes su

esifs,

la question pré
édente assure que ab ∧ ac = ari ∧ ari+1 pour tout entier i. Au moment où

l'agorithme s'a
hèvera, on aura ab ∧ ac = ab∧c ∧ a0, et 
omme a0 = 0, 
e dernier pg
d est

simplement égal à ab∧c, 
e qui a
hève la preuve.

Exer
i
e 14 (***)

1. On 
al
ule don
 F0 = 22
0
+ 1 = 2 + 1 = 3 qui est premier, F1 = 22 + 1 = 5 qui est

aussi premier, F2 = 24 + 1 = 17 qui est en
ore premier (ça vous rappelle des histoires de

dé
oupage de gâteau ? C'est tout à fait normal). C'est moins évident pour F3 = 28+1 = 257,
mais il est bien premier (pas divisible par 3 ni 5 par 
ritères usuels, puis 257 = 7 × 36 + 5,
257 = 11 × 23 + 4 et 257 = 13 × 19 + 10, pas la peine d'aller plus loin puisque 17 >

√
257).

En�n, F4 = 216+1 = 65 537. Pour véri�er la primalité, on é
rit un programme Python bateau

du genre :

def premier(n) :

for i in range(2,int(n**0.5)+1) :

if n%i==0 : return False

return True

Pas de mauvaise suprise, 65 537 est bien premier.

2. On é
rit simplement Fn+1 − 2 = 22
n+1

+1 = (22
n

)2 − 1 = (22
n − 1)(22

n

+1) = (Fn − 2)Fn via

une 
lassique identité remarquable.
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3. On 
onje
ture fa
ilement à partir de la formule pré
édente que Fn = 2 +

n−1
∏

i=0

Fi, 
e qu'on

prouve par une ré
urren
e simple : au rang 1, F1 = 5 = 2+ F0, puis en supposant la formule

vraie au rang n, on aura d'après la question pré
édente Fn+1 = 2 +
n−1
∏

i=0

Fi(Fn) = 2 +
n
∏

i=0

Fi.

4. En e�et un diviseur 
ommun de Fn et de Fp (en supposant par exemple que n est le plus

grand des deux entiers), diviserait Fn et

n−1
∏

i=0

Fi, don
 d'après la question pré
édente diviserait

2. C'est évidemment peu 
rédible (les nombres Fn sont tous impairs), la seule possibilité est

que 
e diviseur soit égal à 1, 
e qui prouve que le pg
d re
her
hé est lui-même égal à 1.

Exer
i
e 15 (**)

Pour 
ompter le nombre de diviseurs, le plus simple est de 
ommen
er par é
rire la dé
omposition

en fa
teurs premiers du nombre : 10! = 2×3×22×5×2×3×7×23×32×2×5 = 28×34×52×7. Un
diviseur de 10! sera né
essairement de la forme 2a×3b×5c×7d, ave
 a ∈ {0, 1, . . . , 8}, b ∈ {0, 1, 2, 3, 4},
c ∈ {0, 1, 2} et d ∈ {0, 1} (
ela dé
oule des propriétés de la valuation p-adique vues en 
ours). Chaque

quadruplet d'entiers (a, b, c, d) donne un diviseur di�érent (par uni
ité de la dé
omposition en fa
teurs

premiers), 
e qui fait 9× 5× 3× 2 = 270 diviseurs au total. Si on 
ompte aussi les diviseurs négatifs,

il y en a deux fois plus, soit 540. Par exemple, pour a = 5, b = 1, c = 2 et d = 0, on trouve le diviseur

32 × 3× 25 = 2 400.

Exer
i
e 16 (***)

1. Une astu
e est d'é
rire xy − 2x − 3y = 0, soit (x − 3)(y − 2) = 6. Comme il n'existe pas

trente-six mille façons d'é
rire 6 
omme produit de deux entiers, on peut faire une liste des

possibilités pour x− 3 et y − 2. Soit x− 3 = 6 et y − 2 = 1, 
e qui donne la solution (9, 3) ;
soit x − 3 = 3 et y − 2 = 2, 
e qui donne (6, 4) ; soit x − 3 = 2 et y − 2 = 3, 
e qui donne

(5, 5) ; soit x − 3 = 1 et y − 2 = 6, 
e qui donne (4, 8). Et n'oublions pas, bien entendu, les

diviseurs négatifs : x− 3 = −6 et y− 2 = −1 donne (−3, 1) ; x− 3 = −3 et y− 2 = −2 donne

(0, 0) ; x − 3 = −2 et y − 2 = −3 donne (1,−1) ; et en�n x − 3 = −1 et x − 2 = −6 donne

(2,−4). Finalement, S = {(−3; 1), (0, 0), (1,−1), (2,−4), (4, 8), (5, 5), (6, 4), (9, 3)}.
2. Il s'agit i
i de mettre sous forme 
anonique : (x − 1)2 − 1 + (y + 2)2 − 4 − 5 = 0, soit

(x − 1)2 + (y + 2)2 = 10. Pour é
rire 10 
omme somme de deux 
arrées, il faut né
es-

sairement é
rire 10 = (±1)2 + (±3)2 (si on dépasse 3 on sera largement au-dessus de 10,
et pour 2 rien ne mar
he). Cela laisse en
ore une fois huit possibilités : par exemple si

x − 1 = 1 et y + 2 = 3, on trouve la solution (2, 1). Je vous passe les détails, on obtient

S = {(4,−1), (4,−3), (2, 1), (2,−5), (0, 1), (0,−5), (−2,−1), (−2,−3)}. Bien sûr, vous aurez

re
onnu dans le membre de gau
he une équation de 
er
le : (x − 1)2 + (y + 2)2 = 10, 
er
le
de 
entre A(1,−2) et de rayon

√
10. On a don
 prouvé que 
e 
erl
e passait par exa
tement

huit points du plan dont les deux 
oordonnées sont entières (voir illustration 
i-dessous) :
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0 1 2 3 4 5−1−2−3

0

1

2

−1

−2

−3

−4

−5

−6

A

3. Même te
hnique que 
i-dessus, x2 −
(

3y − 39

6

)2

+
169

4
= 40, soit en fa
torisant

(

x− 3y +
13

2

)(

x+ 3y − 13

2

)

= −9

4
. Quitte à tout multiplier par 4, on trouve don
 l'équa-

tion (6y − 2x − 13)(2x + 6y − 13) = 9. Il y a six possibilités pour é
rire 9 
omme un

produit de deux entiers, qui vont donner à 
haque fois un système à résoudre. D'abord

{

6y − 2x − 13 = 9
2x + 6y − 13 = 1

. En additionnant les deux équations, 12y−26 = 10, soit 12y =

36 et y = 3, 
e qui donne 2x = 14 − 6y = −4, don
 x = −2. Passons au deuxième système :

{

6y − 2x − 13 = 3
2x + 6y − 13 = 3

. La somme des deux équations donne 12y − 26 = 6, soit y =

32

12
=

8

3
, solution qui ne nous intéresse pas. Troisioème système :

{

6y − 2x − 13 = 1
2x + 6y − 13 = 9

.

On somme 
omme d'habitude : 12y − 26 = 10, on retrouve y = 3, mais 
ette fois-
i 2x =

22 − 6y = 4, don
 x = 2. Quatrième système :

{

6y − 2x − 13 = −9
2x + 6y − 13 = −1

. On ad-

ditionne : 12y − 26 = −10, soit y =
4

3
, solution à éliminer i
i. On trouvera la même

valeur pour y ave
 −1 et −9 au lieu de −9 et −1. Reste don
 le 
inquième système :

{

6y − 2x − 13 = −3
2x + 6y − 13 = −3

. On trouve 12y − 26 = −6, soit y =
5

3
. Là en
ore, pas de

solution entière en vue. Finalement, il n'y que deux 
ouples solutions : S = {(2, 3), (−2, 3)}
(notons que 
ette fois on a 
her
hé les point à 
oordonnées entières sur une hyperbole).

4. Pas vraiment de méthode très subtile i
i, il su�t de trouver toutes les possibilités en faisant

augmenter la valeur de x puis 
elle de y. Si x = 1, on a déjà
1

x
= 1, don
 on ne peut pas trouver

de valeurs de y et de z 
onvenables (en supposant les entiers naturels). Si x = 2, on doit avoir

1

y
+

1

z
=

1

2
. Il faut don
 avoir au moins y = 3 pour que l'égalité puisse être véri�ée. Si y = 3,

z = 6 
onvient puisque

1

3
+

1

6
=

1

2
. Si y = 4, on peut prendre z = 4. Si y > 4, on va trouver

des valeurs éventuelles de z plus petites que y, don
 des 
ouples déjà obtenus (à l'ordre près).

Passons don
 à x = 3, si on ne veut pas retomber sur des solutions déjà trouvées, il faudra

prendre y > 3 et z > 3, mais alors la seule possibilité est x = y = z = 3. Finalement, les seuls

triplets possibles sont (2, 3, 6), (2, 4, 4) et (3, 3, 3) ainsi que leurs permutations. Si on a

epte

les entiers relatifs dans les solutions, on trouve plus de possibilité puisque tous les triplets
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(1, n,−n) seront solution (et leurs permutations, bien entendu). Par ailleurs,

∣

∣

∣

∣

1

n
+

1

p

∣

∣

∣

∣

<
1

2
si n et p sont de signe opposés et (en valeur absolue) supérieurs ou égaux à 2. Il est don

impossible de trouver des solutions en entiers relatifs ave
 trois entiers tous di�érents de 1.

5. On a bien sûr très envie de fa
toriser 
ette équation sous la forme (3x+y)(3x−y) = 32. Comme

32 = 25, 
ela ne laisse que 
inq possibilités pour le dé
omposer 
omme produit de deux entiers :

soit 3x+ y = 1 et 3x− y = 32, 
e qui en sommant implique 6x = 33, on ne va pas obtenir une

valeur très entière pour x, on oublie ; soit 3x+ y = 2 et 3x− y = 16, 
e qui donnera 
ette fois

6x = 18, don
 x = 3, puis y = −7 ; soit 3x + y = 4 et 3x − y = 8, 
e qui implique 6x = 12,
don
 x = 2, puis y = −2. Les autres possibilités 
hangeront simplement le signe de y ou 
elui

de x (si on 
onsidère les dé
ompositions 
omme produit de fa
teurs négatifs), on a don
 huit

solutions au total : S = {(3,−7), (3, 7), (−3,−7), (−3, 7), (2,−2), (2, 2), (−2,−2), (−2, 2)}.
6. J'ai une soudaine envie de regarder 
ette équation modulo 3 : les règles de 
al
ul sur les


ongruen
es impliquent que 2y2 ≡ 0[3], don
 que 2y2 est divisible par 3. Comme 2 est premier

ave
 3, y2 doit don
 être divisible par 3, et y également. Autrement dit, y = 3k, ave
 k ∈ Z.

On peut alors réé
rire l'équation sous la forme 15x2 − 7 × 9k2 = 9, soit 5x2 − 21k2 = 3. Le
même raisonnement modulo 3 que 
i-dessus donne alors x2 divisible par 3, don
 x = 3 × j,

ave
 j ∈ Z, puis on se ramène à 15j2−7k2 = 1. Devinez quoi ? On va en
ore raisonner modulo

3. On doit désormais avoir 2k2 ≡ 1[3]. Ce ne sera pas le 
as si k est un multiple de 3, ni si
k ≡ 1[3] (dans 
e 
as 2k2 ≡ 2[3]), ni si k ≡ 2[3] puisque 2× 22 ≡ 2[3]. Ce ne sera don
 en fait

jamais le 
as, l'équation ne peut pas avoir de solution : S = ∅.
7. On devrait don
 avoir y3 = x(x + 1). Or les entiers x et x + 1 sont premiers entre eux (un

diviseur 
ommun de x et de x+1 étant aussi diviseur de x+1−x = 1). Tout fa
teur premier

apparaissant ave
 une puissan
e non nulle dans la dé
omposition en fa
teurs premiers de x

devra don
 avoir une puissan
e multiple de 3 (il n'apparaitra pas dans 
elle de x+1, et toutes
les valuations p-adiques de y3 sont né
essairement multiples de 3). Cela revient exa
tement

à dire que x est un 
ube parfait (
ube d'un entier relatif). On peut faire exa
tement le

même raisonnement pour x+1 qui doit lui aussi être un 
ube parfait. Or, deux 
ubes parfaits


onsé
utifs dans Z, 
'est très rare : soit x = 0 et x+1 = 1 (don
 y = 0), soit x = −1 et x+1 = 0
(et toujours y = 0). Notre équation a don
 exa
tement deux solutions : S = {(0, 0), (−1, 0)}.

Exer
i
e 17 (**)

1. Via la propriété d'additivité des valuations p-adiques, vp(n!) =

n
∑

k=1

vp(k). Or, le nombre d'en-

tiers inférieurs ou égaux à n qui sont multiples de pk (pour un 
ertain entier k) est égal à

⌊

n

pk

⌋

.

Il y a don
 entre 1 et n un nombre d'entiers dont la valuation p-adique vaut exa
tement k

qui est égal à

⌊

n

pk

⌋

−
⌊

n

pk+1

⌋

. On en déduit que vp(n!) =

q
∑

i=1

i

(⌊

n

pi

⌋

−
⌊

n

pi+1

⌋)

, la somme

allant jusqu'au premier entier q pour lequel

⌊

n

pq

⌋

= 0 (
et entier existe, il vaut d'ailleurs

⌈logp(n)⌉). Cette somme est � partiellement téles
opique, il ne reste après simpli�
ation que

q
∑

i=1

⌊

n

pi

⌋

, qui est bien la même expression que la somme in�nie de l'énon
é, dont tous les

termes deviennent nuls à partir de k = q.

2. Pour qu'un entier n ait une é
riture dé
imale se terminant par au moins k zéros, il doit

être divisible par 10k, don
 à la fois par 2k et par 5k. Plus pré
isément, le nombre de zéros

terminant l'é
riture dé
imale de n vaut exa
tement min(v2(n), v5(n)). Il su�t don
 de 
al
uler
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v5(100!) =

+∞
∑

k=1

⌊

100

5k

⌋

= 20+4 = 24, et v2(100!) =

+∞
∑

k=1

⌊

100

2k

⌋

= 50+25+12+6+3+1 = 97.

Notre nombre se �nit don
 par 24 zéros.

Exer
i
e 18 (***)

1. Un ré
urren
e simple su�t i
i : F2F0 − F 2
1 = 0 − 1 = −1 = (−1)1, don
 P1 est vraie.

Supposons Pn vraie, alors Fn+2Fn −F 2
n+1 = (Fn+1 +Fn)Fn −F 2

n+1 = Fn+1Fn +F 2
n −F 2

n+1 =
Fn+1(Fn − Fn+1) + F 2

n . Or, Fn+1 = Fn + Fn−1, don
 Fn − Fn+1 = −Fn−1, don
 l'expression

devient F 2
n − Fn+1 − Fn−1 = −(−1)n = (−1)n+1

en exploitant l'hypothèse de ré
urren
e. On

a bien prouvé la propriété au rang n+ 1.

2. Dans le 
as où n est pair, l'égalité pré
édente est une identité de Bezout aFn+1 + bFn = 1,
ave
 a = Fn−1 et b = −Fn qui sont des 
oe�
ients entiers, don
 Fn et Fn+1 sont premiers

entre eux. Si n est impair, il su�t de 
hanger les signes pour aboutir à la même 
on
lusion.

3. On va 
ette fois-
i e�e
tuer une ré
urren
e double sur l'entier p, n étant �xé. Pour p = 1,
FnF0 + Fn+1F1 = Fn+1, don
 la propriété est vraie au rang 1. Si p = 2, FnF1 + Fn+1F2 =
Fn+Fn+1 = Fn+2, don
 la propriété est également vraie au rang 2. Supposons l'égalité valable
aux rangs p et p+1, alors Fn+p+2 = Fn+p+1+Fn+p = FnFp+Fn+1Fp+1+FnFp−1+Fn+1Fp =
Fn(Fp + Fp−1) + Fn+1(Fp+1 + Fp) = FnFp+1 + Fn+1Fp+1, 
e qui prouve la propriété au rang

p+ 2 et a
hève la ré
urren
e.

Un diviseur 
ommun à Fn et Fp sera don
 diviseur de Fn+p, et par 
onséquent diviseur


ommun à Fn et Fn+p. De façon similaire, un diviseur 
ommun à Fn et Fn+p sera diviseur

de Fn+1Fp, et Fn et Fn+1 étant premiers entre eux, le diviseur de Fn divisera né
essairement

Fp, et sera par 
onséquent diviseur 
ommun de Fn et Fp. Les diviseurs 
ommuns des deux


ouples sont don
 identiques.

4. D'après la question pré
édentes, Fn ∧ Fm = Fn ∧ Fn−m = Fn ∧ Fn−km pour tout entier k

(quitte à appliquer plusieurs fois de suite la relation). En appliquant su

essivement toutes

les étapes de l'algorithme d'Eu
lide de re
her
he du pg
d aux entiers n et m, les 
ouples (a, b)
obtenus à toutes les étapes véri�eront don
 Fn ∧ Fm = Fa ∧ Fb. Puisque le dernier 
ouple

obtenu sera (n ∧m, 1), on a don
 Fn ∧ Fm = Fn∧m ∧ F1 = Fn∧m.

5. En e�et, par 
ontraposée, si n n'est pas premier, on peut 
hoisir un diviseur m de n non

trivial, et on a alors Fn ∧ Fm = Fn∧m = Fm. En parti
ulier, Fn est divisible par Fm et 
'est


ertainement un diviseur distin
t de 1 et de Fn. La ré
iproque est 
omplètement fausse :

F3 = 2 est premier, F4 = 3, F5 = 5 est premier, F6 = 8, F7 = 13 est premier, F8 = 21,
F9 = 34, F10 = 55, F11 = 89 est premier, F12 = 144, F13 = 233 est premier, F14 = 377,
F15 = 610, F16 = 987, F17 = 1 597 qui est premier, F18 = 2 584, F19 = 4181. Et là, hop, au
moment où plus personne n'y 
roit, 4 181 = 37 × 113 alors que 19 est premier !

6. On vient de 
al
uler les premiers termes, la véri�
ation est don
 fa
ile, et en e�et F8 = 3× 7
est le premier nombre de la suite divisible par 7. Si on 
al
ule plus pré
isément les restes de

la division par 7 des termes de la suite, on obtient pour les huit premiers termes 1, 1, 2, 3,
5, 1, 6, 0, puis on obtiendra ensuite (via la relation de ré
urren
e dé�nissant la suite) 6, 6,
5, 4, 2, 6, 1, 0, puis 1, 1, et on 
onstate que la suite des restes est périodique de période 16,
et don
 qu'elle reprendra les valeurs 0 quand n ≡ 0[16] ou n ≡ 8[16], 
'est-à-dire exa
tement

quand n est divisible par 8.

Exer
i
e 19 (**)

1. Les diviseurs de 32 sont 1, 2, 4, 8, 16 et 32 lui-même, don
 S(32) = 1+2+4+8+16+32 = 63
(une belle somme de suite géométrique). Pour 28, on a 
omme diviseurs 1, 2, 4, 7, 14 et 28, don

S(28) = 1+2+4+7+14+28 = 56. En�n, 60 admet beau
oup de diviseurs : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10,
12, 15, 20, 30 et 60, 
e qui donne S(60) = 1+2+3+4+5+6+10+12+15+20+30+60 = 168.

9



2. Un nombre premier n'admet 
omme diviseurs que 1 et lui-même. Dans 
e 
as, on a don


S(n) = n+ 1.

3. Les seuls diviseurs de pk sont les puissan
es inférieures de p : 1, p, p2, . . ., pk. On a don
 une

somme géométrique à 
al
uler, 
omme pour S(32) plus haut : S(pk) =

k
∑

i=0

pi =
pk+1 − 1

p− 1
.

4. Le plus simple est de rédiger une ré
urren
e sur l'entier k. Le 
as om k = 1 est exa
tement


elui traité à la question pré
édente, la formule obtenue 
orrespond bien à 
elle de l'énon
é.

Supposons don
, en posant m =
k−1
∏

i=1

pαi

i , que S(m) =
k−1
∏

i=1

p
αi+1
i − 1

pi − 1
. Tout diviseur de n peut

alors s'é
rire sous la forme d×p
j
k, ave
 d un diviseur quel
onque de m (on notera D l'ensemble

de 
es diviseurs) et j ∈ {0, . . . , αk}. On a don
 S(n) =
∑

d∈D

k
∑

j=0

dp
j
k =

(

∑

d∈D

d

)

× pk+1
k − 1

pk − 1
. Il

ne reste plus qu'a appliquer l'hypothèse de ré
urren
e pour 
on
lure.

5. C'est assez évident : n =

k
∏

i=1

p
αi

i et m =

k′
∏

j=1

q
βj

j , ave
 des pi et qj qui sont tous distin
ts deux

à deux puisque les entiers n et m sont premiers entre eux. On a don
 nm =

k
∏

i=1

p
αi

i

k′
∏

j=1

q
βj

j puis

en appliquant la formule de la question pré
édente S(nm) =

k
∏

i=1

p
αi+1
i − 1

pi − 1
×

k′
∏

j=1

q
βj+1
j − 1

qj − 1
=

S(n)× S(m).

Exer
i
e 20 (***)

1. Cela revient simplement à dire que 2 est le seul nombre premier pair, 
e qui est e�e
tivement

vrai.

2. Faisons don
 
e qu'on nous dit : notons p1, p2, . . ., pk les seuls nombres premiers 
ongrus à 3

modulo 4 (en supposant par l'absurde qu'il y en a un nombe �ni) et posons m = 4
k
∏

i=1

pi − 1.

L'entier m est évidemment impair, et ne peut avoir au
un des pi 
omme fa
teur premier par


onstru
tion (
ar 
ahque pi est un diviseur de m+1). Tous ses fa
teurs premiers sont don
 des

entiers impairs 
ongrus à 1 modulo 4. Or, le produit de deux tels entiers est lui-même 
ongru

à 1× 1 = 1 modulo 4, don
 m devrait être 
ongru à 1 modulo 4. Mais la 
onstru
tion même

de l'entier m montre que m ≡ −1[4], 
e qui est évidemment 
ontradi
toire. Con
lusion : on a

bien une in�nité de nombres premiers de la forme 4k + 3.

3. Commençons par 
onstanter que, hormis 2 et 3, tous les nombres premiers sont né
essairement


ongrus à 1 ou 5 modulo 6 (si leur 
ongruen
e était paire, ils seraient eux-mêmes pairs, et

tout nombre 
ongru à 3 modulo 6 est divisible par 3). On fait ensuite exa
tement le même

raisonnement par l'absurde : supposons que la liste �nie des entiers premiers 
ongrus à 5

modulo 6 soit p1, p2, . . ., pk, et posons m = 6

k
∏

i=1

pi − 1. Le nombre m est impair (pas de

fa
teur 2 dans sa dé
omposition en fa
teurs premiers), pas divisible par 3 (puisque 
ongru

par 
onstru
tion à −1 modulo 3), et ne peut avoir au
un des pi 
omme fa
teur premier. Tous

ses fa
teurs premiers sont don
 
ongrus à 1 modulo 6, 
e qui implique que m ≡ 1[6], 
e qui

est manifestement faux. On a don
 une in�nité de nombres premiers 
ongrus à 5 modulo 6.

Si vous avez quelques heures (jours ?) devant vous, vous pouvez maintenant vous attaquer au très

intéressant mais fort di�
ile théorème de Diri
hlet : pour tout entier n non nul et tout entier
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k premier ave
 n, il existe une in�nité de nombres premiers 
ongrus à k modulo n (autrement dit,

une suite arithmétique 
omporte toujours une in�nité de nombres premiers si son premier terme est

premier ave
 sa raison.

Exer
i
e 21 (**)

1. En notant d et m le pg
d et le pp
m de a et de b, on a a = da′ et b = db′, ave
 a′ ∧ b′ = 1. On
en déduit que a+ b = d(a′ + b′). De plus, m = da′b′ puisque d×m = ab. Comme m et a+ b

sont divisibles par d, il su�t don
 de prouver que a′ + b′ et a′b′ sont premiers entre eux pour

prouver qu'il s'agit de leur pg
d. Or, si a′ + b′ et a′b′ avaient un diviseur 
ommun (autre que

1), on pourrait le 
hoisir premier. Dans 
e 
as, il diviserait soit a′, soit b′ (puisqu'il divise leur

produit). S'il divise par exemple a′, il divisera aussi (a′ + b′)− a′ = b′, et don
 aussi a′b′, 
e

qui 
ontredit notre dé�nition. Les nombres a′ + b′ et a′b′ sont don
 bien premiers entre eux,

et (a+ b) ∧ (a ∨ b) = a ∧ b.

2. En gardant les notations de la réponse pré
édente, on aurait d = a∧b = (a+b)∧m = 144∧420.
Or, 144 = 122 = 24×32, et 420 = 4×105 = 22×3×5×7, don
 on obtient d = 12. Les entiers

a′ et b′ ont don
 une somme égale à 12 et un produit égal à

420

12
= 35. Ils sont alors solution

de l'équation du se
ond degré x2−12x+35 = 0, qui a pour dis
riminant ∆ = 144−140 = 4 et

pour ra
ines x1 =
12− 2

2
= 5 et x2 =

12 + 2

2
= 7. On peut don
 avoir a′ = 5 et b′ = 7, 
e qui

donne a = 60 et b = 84, ou le 
ontraire. Il y a don
 deux solutions : S = {(60, 84), (84, 60)}.

Exer
i
e 22 (***)

1. En e�et, les diviseurs de 6 sont 1, 2, 3 et 6 dont la somme est bien égale à 12 = 2 × 6. De
même, 28 a pour diviseurs 1, 2, 4, 7, 14 et 28 dont la somme vaut 56 = 2× 28.

2. Raisonnons par 
ontraposée. Si p n'est pas premier, alors on peut é
rire p = a×b, ave
 a, b tous

les deux supérieurs ou égaux à 2. On peut alors é
rire 2p − 1 = (2a)b − 1 = (2a − 1)

b−1
∑

k=0

(2a)k.

On a é
rit 2n − 1 
omme produit de deux fa
teurs supérieurs ou égaux à 2, don
 il n'est pas
premier, 
e qui prouve la propriété demandée.

3. Comme 2p−1 est un entier premier, la dé
omposition en fa
teurs premiers de n est donnée par

n = 2p−1(2p−1). Tous les diviseurs de n sont alors de la forme 2k, ave
 k ∈ {0, 1, . . . , p−1}, ou

2k(2p−1), pour les mêmes valeurs de k. On 
al
ule alors aisément S(n) = (1+2p−1)

p−1
∑

k=0

2k =

2p × 2p − 1

2− 1
= 2p(2p − 1) = 2n, don
 n est un nombre parfait.

4. La valeur n = 6 
orrespond à p = 2, n = 28 = 4 × (8 − 1) 
orrespond à n = 3. On ne peut

pas tester p = 4 qui n'est pas vraiment un nombre premier, passons don
 à p = 5, qui donne
n = 16 × 31 = 496, qui est don
 un entier parfait. Pour information, le suivant vaut 8 128
pour p = 7.

5. (a) Je vous laisse (re)lire la 
orre
tion de l'exer
i
e 19 qui prouve que, si n et m sont premier

entre eux, alors S(mn) = S(m)S(n). I
i, on obtient don
 S(n) = S(2a)S(b) et il ne reste

plus qu'à 
al
uler S(2a) = 1 + 2 + · · · + 2a =
2a+1 − 1

2− 1
= 2a − 1, 
e qui donne bien la

formule annon
ée. Mais on doit aussi avoir, puisque n est un entier parfait, S(n) = 2n,
don
 (2a − 1)S(b) = 2n = 2a+1b, don
 2a+1b = (2a+1 − 1)S(b). La dé
omposition en

fa
teurs premiers de S(b) 
ontient don
 le fa
teur 2a+1
(puisque 2a+1 − 1 est impair, il ne

peut 
ontenir au
un fa
teur 2), 
e qui revient bien à dire que S(b) = 2a+1 × c.

(b) D'après la question pré
édente, S(b) = 2a+1c et 2a+1b = (2a+1 − 1)S(b), don
 b = (2a+1 −
1)c, puis S(b) = b+ c. Or, b et c sont des diviseurs distin
ts de b, il est don
 indispensable
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d'avoir c = 1, 
e qui implique que S(b) = b+ 1, don
 que b n'a pas d'autre diviseur que 1
et lui-même, et que b est don
 un nombre premier.

(
) Comme b = 2a+1 − 1, on a n = 2a × (2a+1 − 1), ave
 2a+1 − 1 premier. C'est exa
tement


e qu'on voulait prouver.

Pour les 
urieux : on 
onnait don
 (au moins théoriquement, 
ar déterminer si 2p − 1 est un nombre

premier n'est pas évident, les nombres 
orrespondants sont d'ailleurs appelés nombres de Mersenne)

tous les nombres parfaits pairs. Qu'en est-il des nombres parfaits impairs ? On 
onje
ture qu'il n'en

existe au
un, mais personne n'a en
ore réussi à le prouver.

Problème (***)

1. Tout est assez évident, l'ensemble 
ontient les deux éléments neutres 0 et 1, il est manifes-

tement stable par somme et par produit (si a, b, c, d sont quatre entiers relatifs, ad + bc et

ac− bd sont aussi entiers, don
 (a+ bi)(c + di) ∈ G), ainsi que par passage à l'opposé. C'est

bien un sous-anneau de C.

2. Si G admettait des diviseurs de 0, ils le seraient également dans C qui est intègre, don
 G

l'est aussi.

3. Pour x et y entiers de Gauss (ave
 y non nul), on note a et b les parties réelle et imaginaire

de

x

y
.

(a) Cal
ulons expli
itement

c+ id

e+ if
=

(c+ id)(e − if)

e2 + f2
=

ce+ df

e2 + f2
+

de− cf

e2 + f2
i. Les nombres

a =
ce+ df

e2 + f2
et b =

de− cf

e2 + f2
sont 
ertainement rationnels.

(b) L'existen
e ne pose au
un problème (luni
ité par 
ontre serait fausse pour 
ette � division

eu
lidienne �), elle serait même vraie pour tout nombre réel. Si on pose n = ⌊a⌋, on aura

n 6 a < n + 1, ave
 (n + 1 − a) + (a − n) = 1. On a don
 une somme de deux nombres

positifs qui est égale à 1, au moins l'un des deux est inférieur ou égal à

1

2
, 
e qui prouve

que 0 6 a − n 6
1

2
ou 0 6 n + 1 − a 6

1

2
et donne une valeur de p 
onvenable. C'est

exa
tement pareil pour q.

(
) Ave
 les notations de la question pré
édente, on peut é
rire |(a + ib) − (p + iq)| =
√

(a− p)2 + (b− q)2 6

√

1

4
+

1

4
6

1√
2

< 1. En notant z = p + iq, z est don
 un en-

tier de Gauss véri�ant

∣

∣

∣

∣

x

y
− z

∣

∣

∣

∣

< 1. Il su�t de multiplier 
ette majoration par |y| et
d'appliquer les règles de 
al
ul usuelles sur les modules pour en déduire |x− yz| < |y|.

(d) Prenons par exemple x = 1 et y = 1 − i. On a don
 |y| =
√
2. On peut poser z = 0 :

|x−0y| = |x| = 1 < |y|, mais on peut aussi poser z = i par exemple : |x−iy| = |1−i−1| =
1 < |y|. Il y en fait i
i quatre valeurs de z 
onvenables : 0, 1, i et i+ 1.

4. (a) Les propriétés de multipli
ativité des modules impliquent que, dans 
e 
as, |y|2 = |xz|2 =
|x|2|z|2. Le module de z étant un entier naturel (
omme pour tout entier de Gauss, il est

de la forme a2 + b2 ave
 (a, b) ∈ Z
2
, |x|2 est bien un diviseur de |y|2.

(b) D'après la question pré
édente, la norme des diviseurs potentiels de y sera majorée par

|y|. en parti
ulier, si x = a+ ib divise y, alors |a| 6 |y| et |b| 6 |y|. On a don
 un nombre

�ni de valeurs possibles pour a et b, et par 
onséquent un nombre �ni de 
ouples (a, b)
pouvant 
orrespondre à un entier de Gauss divisant y.

(
) Il su�t tout simplement d'appliquer tel quel l'algorithme d'Eu
lide (si on a des 
hoix à faire

lors de 
ertaines divisions eu
lidiennes qui n'ont pas un 
ouple quotient/reste unique, on


hoisit n'importe quel 
ouple 
onvenable). Par 
onstru
tion, si on part de deux entiers de
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Gauss x et y, et qu'on 
onstruit une suite rn telle que r0 = x, r1 = y et rn−1 = qrn+rn+1,

les entiers de Gauss divisant rn et rn+1 seront les mêmes que 
eux divisant rn et rn+1(don


leur diviseur 
ommun de plus grand module aura le même module), don
 l'avant dernier

reste obtenu avant d'avoir rn = 0 sera un diviseur 
ommun de plus grand module possible

pour a et b. On est bien sûr 
ertain d'avoir rn = 0 au bout d'un nombre �ni d'étapes,

puisque la division eu
lidienne assure la stri
te dé
roissan
e des 
arrés des modules des

entiers de Gauss rn, qui forment don
 une suite stri
tement dé
roissante d'entiers positifs,

qui �nira par atteindre 0.

(d) On pose don
 r0 = 7 + 11i et r1 = 1 + 8i. Pour e�e
tuer leur division eu
lidienne, on


al
ule tout simplement leur quotient puis on 
her
he l'entier de Gauss le plus pro
he du

résultat, qui servira de quotient :

7 + 11i

1 + 8i
=

(7 + 11i)(1 − 8i)

1 + 64
=

95− 45i

65
=

19

13
− 9

13
i.

On va don
 prendre 
omme quotient q = 1− i, et 
al
uler r2 = r0 − qr1 = 7 + 11i− (1−
i)(1 + 8i) = 7 + 11i − 1− 8i+ i− 8 = −2 + 4i (qui a bien un 
arré de module largement

inférieur à 65). On 
ontinue :

1 + 8i

−2 + 4i
=

(1 + 8i)(−2 − 4i)

4 + 16
=

30− 20i

20
=

3

2
− i. On peut

par exemple prendre q = 1 − i (l'autre 
hoix possible étant q = 2 − i), 
e qui donnera

r3 = 1+8i− (1− i)(−2−4i) = 1+8i+2+4i−2i−4 = −1+2i. Pas besoin de se fatiguer

beau
oup pour se rendre 
ompte que r2 = 2r3, don
 le pro
hain reste sera nul, et notre

diviseur de plus grand module est r3 = −1+2i, qui a pour module

√
5. On peut véri�er que


'est bien un diviseur 
ommun : 7+11i = (−1+2i)(3−5i) et (1+8i) = (−1+2i)(3−2i).

5. Si un entier de Gauss divise 1, d'après la question 4.a, le 
arré de son module divise |1|2 = 1,
don
 son mudole est égal à 1. Il n'y a que quatre entiers de Gauss de module 1 : 1, −1, i et
−i. Les quatre sont des diviseurs de 1 puisque (−1)× (−1) = i× (−i) = 1. Il y a don
 quatre

unités dans G.

6. C'est assez évident, il 
ontient 1, est stable par produit (puisque le module du produit de

deux entiers de Gauss de module 1 sera né
essairement un entier de Gauss de module 1) et
par passage à l'inverse, 
'est bien un sous-groupe multipli
atif de C

∗
.

7. Soit don
 d un diviseur de plus grand module de x et de y, alors les nombres −d, id et −id

sont aussi des entiers de Gauss divisant x et y et ont le même module que d, 
e qui nous fait

(au moins) quatre diviseurs de plus grand module possible pour x et y. Ré
iproquement, si d′

est un diviseur de plus grand module de x et y autre que d, on a né
essairement d qui divise

d′ (et ré
iproquement), don
 d′ = zd, ave
 z un entier de Gauss qui par 
onstru
tion devra

être de module 1 puisque |d| = |d′|. Il s'agit don
 né
essairement d'une unité de G, 
e qui

prouve que d′ est l'un des quatre nombres d, −d, id ou −id.

8. (a) Attention, un nombre premier au sens 
lassique du terme ne sera pas toujours un entier

de Gauss élémentaire. Par exemple, 2 est un nombre premier mais 2 = (1 + i)(1− i) n'est
pas un entier de Gauss élémentaire. Par 
ontre, 1 + i et 1 − i sont élémentaires (ils ont

un 
arré de module égal à 2, don
 leurs diviseurs doident avoir un 
arré de module égal à

1 ou 2, autrement dit 
e sont soit des unités, soit des multiples de 1 + i ou 1 − i par des

unités).

(b) On peut faire exa
tement la même démonstration que pour les nombres premiers : si la liste

est �nie, notons p1, p2, . . ., pn tous les entiers de Gauss élémentaires, et posons n =
n
∏

i=1

pi+i

(histoire de faire intervenir un peu plus les 
omplexes), alors n n'est divisible par au
un

des nombres pi (si pi divisait n, 
omme il divise n−i, il diviserait également i et serait don


une unité de G). Soit n lui-même est un entier de Gauss élémentaire (et notre hypothèse

était fausse), soit il admet des diviseurs élémentaires (tout entier de Gauss admet des

diviseurs élémentaires, s'il n'est pas lui-même élémentaire, on l'é
rit sous la forme yz, et

si ni y ni z ne sont élémentaires, on re
ommen
e, le 
arré du module diminue stri
tement

à 
haque étape don
 on tombera né
essairement sur un entier de Gauss élémentaire au
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bout d'un moment) qui n'appartiennent pas non plus à la liste des pi, et on aboutit à la

même 
ontradi
tion.

9. (a) C'est exa
tement la même démonstration que pour le théorème de Bézout sur les entiers.

(b) C'est exa
tement la même démonstration que pour le théorème de Gauss sur les entiers.
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