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Si je suis malheureux, je fais des maths pour devenir heureux.

Si je suis heureux, je fais des maths pour le rester.

Alfred Rényi

Qu'est-
e qu'un Kinder surprise sans jouet à l'intérieur ?

Un Kinder inje
tif (son noyau est réduit à zéro).

Ce 
hapitre a pour but de mettre en pla
e un outil de 
al
ul parti
ulièrement puissant d'algèbre

linéaire, le déterminant, qui a également des liens ave
 la géométrie puisqu'il s'agit en fait de dé�nir

une notion de volume dans un espa
e ve
toriel de dimension �nie. Mais pour introduire 
e détermi-

nant, il nous faudra d'abord passer par l'étude des groupes de permutations, qui nous feront faire un

retour en arrière vers de l'algèbre plus générale. Les 
al
uls de déterminant ne sont pas réellement

indispensables en première année mais le deviendront en deuxième année via la notion de polyn�me


ara
téristique (que nous nous 
ontenterons de dé�nir sans l'étudier dans 
e 
hapitre) qui est un ou-

til fondamental dans le 
adre de la diagonalisation, puisqu'il permet d'obtenir fa
ilement les valeurs

propres d'une matri
e ou d'un endomorphisme.

Obje
tifs du 
hapitre :

• maîtriser les dé�nitions et notations intervenant dans l'étude des groupes de permutations,

et 
onnaître les di�érentes dé
ompositions possibles d'une permutation.

• maîtriser les di�érentes te
hniques de 
al
ul du déterminant d'une matri
e, et les appli
ations


lassiques de 
es 
al
uls.

1 Groupe symétrique.

Les groupes symétriques (aussi appelés groupes de permutations) sont les groupes obtenus en

étudiant les permutations d'un ensemble �ni. Ils ont une importan
e théorique énorme 
ar leur

stru
ture est assez fa
ile à étudier, et que 
ette étude a des appli
ations dans énormément de bran
hes

des mathématiques. Pour donner un simple exemple, la démonstration de Galois du fait qu'on ne

peut pas résoudre par radi
aux les équations polyn�miales de degré supérieur ou égal à 5 est basée

sur l'étude de 
es groupes (étude qui donnera d'ailleurs lieu à la dé�nition de la notion de groupe).
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1.1 Stru
ture du groupe Sn.

Dé�nition 1. Le groupe symétrique Sn est le groupe 
onstitué de l'ensemble des appli
ations

bije
tives (permutations) de {1, 2, . . . , n} dans lui-même, muni de la loi ◦. Un élément σ ∈ Sn sera

souvent noté

(

1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)

.

Remarque 1. Le groupe Sn, aussi appelé groupe des permutations de {1, 2, . . . , n}, est un groupe

�ni de 
ardinal n!. Il est non 
ommutatif dès que n > 3. On notera bien sûr σ−1
la permutation

ré
iproque de σ, qu'on désignera aussi 
omme � l'inverse � de σ. On étendra d'ailleurs 
et abus de

notation en parlant régulièrement de � produit � de permutations pour désigner leur 
omposée.

Exemple : Pour n = 4, la permutation

(

1 2 3 4
4 2 3 1

)

se 
ontente d'é
hanger les deux éléments

1 et 4 en laissant �xes les éléments 2 et 3. Une permutation ne laissant au
un entier �xe est aussi

appelée permutation sans point �xe. La permutation id, qui est l'élément neutre du groupe Sn,

laisse bien sûr tous les éléments �xes.

Dé�nition 2. Une permutation σ ∈ Sn est un 
y
le s'il existe des entiers i1, i2, . . ., ik véri�ant

σ(i1) = i2, σ(i2) = i3, . . ., σ(ik−1) = ik, σ(ik) = i1, et si les entiers n'appartenant pas à la liste

(i1, . . . , ik) sont tous laissés �xes par σ. L'entier k est alors appelé longueur du 
y
le σ, et l'ensemble

{i1, . . . , ik} est le support du 
y
le σ. Un 
y
le sera plus simplement noté σ = (i1 i2 . . . ik).

Remarque 2. Par 
onvention, on a

epte que l'identité soit 
onsidérée 
omme un 
y
le de support

vide et de longueur nulle.

Exemple : pour n = 6, la permutation

(

1 2 3 4 5 6
1 5 3 6 4 2

)

est un 
y
le de longueur 4 (si un


y
le admet k points �xes, sa longueur sera toujours égale à n − k), de support {2, 5, 4, 6}. On la

notera don
 plus simplement (2 5 4 6). Notons en passant que 
ette é
riture abrégée n'est pas

unique puisqu'on pourrait tout aussi bien noter notre 
y
le (4 6 2 5).

Remarque 3. L'inverse d'un 
y
le est toujours un 
y
le. Plus pré
isément, si σ = (i1 i2 . . . ik),
alors σ−1 = (ik ik−1 . . . i1).

Dé�nition 3. Un 
y
le de longueur 2 est appelé transposition.

Autrement dit, une transposition est une permutation se 
ontentant d'é
hanger deux éléments de

l'ensemble.

Théorème 1. Toute permutation σ ∈ Sn peut se dé
omposer 
omme un produit de 
y
les

à supports disjoints. De plus, 
ette dé
omposition est unique à l'ordre des termes près.

Exemple : la permutation

(

1 2 3 4 5 6
3 2 1 6 4 5

)

peut se dé
omposer 
omme produit d'un 
y
le

de longueur 3 et d'une permutation, sous la forme (4 6 5)◦ (1 3). Les seuls éléments n'apparaissant

dans le support d'au
un 
y
le de la dé
omposition sont les points �xes de la permutation.

Démonstration. La démonstration n'est pas o�
iellement au programme, mais son fon
tionnement

intuitif est en fait assez 
lair : en notant σ notre permutation, on par
ourt la liste des entiers, et pour


haque entier i, on 
al
ule σ(i), σ2(i) et ainsi de suite jusqu'à trouver le plus petit entier k pour lequel

σk(i) = i (si i est un point �xe, on aura simplement k = 1). Le 
y
le (i σ(i) σ2(i) . . . σk−1(i)) fera
alors partie de notre dé
omposition. Si on 
ompose tous les 
y
les obtenus, en sautant à 
haque fois

les entiers apparaissant déjà dans un des 
y
les pré
édemment 
onstitués, on obtiendra exa
tement

la permutation σ. Une façon un peu plus théorique de voir les 
hoses : on dé�nit sur {1, 2, . . . , n} une
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relation R en posant que iRj s'il existe un entier k tel que σk(i) = j. On prouve fa
ilement que la

relation R est une relation d'équivalen
e, et les 
lasses d'équivalen
e de 
ette relation 
onstitueront

exa
tement les supports des 
y
les intervenant dans la dé
omposition de σ (les 
lasses ne 
ontenant

qu'un seul élément 
orrespondant aux points �xes).

Remarque 4. Les 
y
les à supports disjoints 
ommutent toujours entre eux, l'ordre dans lequel on

é
rit la dé
omposition n'a don
 au
une importan
e.

Corollaire 1. Toute permutation peut être dé
omposée en produit de transpositions.

Démonstration. En appliquant le théorème pré
édent, il su�t de prouver qu'un 
y
le peut toujours

être dé
omposé 
omme produit de permutations. Or, (i1 i2 . . . ik) = (i1 i2)(i2 i3) . . . (ik−1 ik).

Remarque 5. Attention, 
ar 
ette nouvelle dé
omposition n'est pas du tout 
onstituée d'éléments qui


ommutent. Elle n'est par ailleurs plus du tout unique.

Exemple : si on reprend la permutation

(

1 2 3 4 5 6
3 2 1 6 4 5

)

, on peut par exemple la dé
omposer

en (4 6)(6 5)(1 3).

1.2 Signature d'une permutation.

Dé�nition 4. Le nombre d'inversions Iσ d'une permutation σ est le nombre de paires d'entiers

(i, j) tels que 1 6 i < j 6 n, mais σ(i) > σ(j). La signature de σ est le nombre ε(σ) = (−1)Iσ . La
permutation σ est paire si ε(σ) = 1, impaire si ε(σ) = −1.

Exemples : la permutation id est paire puisqu'elle a un nombre d'inversions nul (
'est d'ailleurs la

seule).

La transposition (i j) est toujours impaire. En e�et, en supposant i < j, les seules paires en

inversion pour 
ette transposition sont les 
ouples (i k), ave
 k ∈ {i+1, . . . , j}, et les 
ouples (k j),
ave
 k ∈ {i + 1, . . . , j − 1} (il ne faut pas 
ompter deux fois le 
ouple (i, j)). On en déduit que

Iσ = j − i+ j − i− 1 = 2(j − i)− 1, qui est toujours un entier impair.

Proposition 1. La signature d'une permutation σ peut être 
al
ulée via la formule ε(σ) =
∏

16i<j6n

σ(j)− σ(i)

j − i
.

Démonstration. Par dé�nition, l'appli
ation (i, j) 7→ (σ(i), σ(j)) est une bije
tion sur l'ensemble des


ouples d'entiers inférieurs ou égaux à n. Les produits

∏

16i<j6n

(σ(j) − σ(i)) et

∏

16i<j6n

(j − i) sont

don
 
onstitués des mêmes éléments (mais pas dans le même ordre), au signe près. Plus pré
isément,

le signe 
hange un nombre de fois égal au nombre d'inversions de la permutation σ, don
 le quotient

des produits vaut 1 si 
e nombre est pair et −1 s'il est impair, 
e qui est exa
tement la dé�nition de

la signature.

Théorème 2. La signature ε : Sn → {−1, 1} est un morphisme de groupes : ∀(σ, σ′) ∈ S
2
n,

ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′).
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Démonstration. C'est en fait assez évident ave
 la formule donnée pré
édemment pour la signa-

ture : ε(σσ′) =
∏

16i<j6n

σ(σ′(j)) − σ(σ′(i))

j − i
=

∏

16i<j6n

σ(σ′(j)) − σ(σ′(i))

σ′(j)− σ′(i)
×

∏

16i<j6n

σ′(j)− σ′(i)

j − i
. Le

deuxième produit n'est autre que ε(σ), et le premier est égal à ε(σ′) (les termes sont simplement

� dans le désordre � suite à la 
omposition par σ′
, mais on a bien tous les quotients pour toutes les

paires d'entiers).

Remarque 6. Puisqu'une transposition est toujours impaire, la signature de σ 
orrespond don
 à

la parité du nombre de transpositions apparaissant dans une dé
omposition de σ en produit de

transpositions (peu importe quelle dé
omposition on 
hoisit, la parité sera toujours la même). Ainsi,

par exemple, la signature d'un 
y
le de longueur k sera égale à (−1)k−1
.

Exemple : La signature de la permutation σ = (3 10 4 6 9 7 1 5 8 2) peut se 
al
uler en la

dé
omposant en produit de 
y
les : σ = (1 3 4 6 7)(2 10)(5 9 8), don
 σ est le produit de deux


y
les pairs (
eux de longueur 3 et 5) et d'une transposition, il s'agit d'une permutation impaire.

Dé�nition 5. Le groupe alterné An est le sous-groupe de Sn 
onstitué de toutes les permutations

paires.

Remarque 7. Il s'agit bien d'un sous-groupe deSn puisqu'il est par dé�nition le noyau de la signature.

Il est d'ailleurs fa
ile de prouver que son 
ardinal est égal à

n!

2
à partir de 
ette 
onstation.

2 Déterminant.

Le déterminant est un outil géométrique servant à étudier la 
olinéarité de ve
teurs dans le

plan (vous l'avez d'ailleurs sûrement déjà 
roisé même si vous ne vous souvenez pas de 
e terme

de vo
abulaire). Mais on peut en fait le généraliser à trois ve
teurs dans l'espa
e (pour 
ara
tériser

désormais la 
oplanarité), puis à une famille de n ve
teurs dans un espa
e ve
toriel de dimension

n (en lien ave
 une notion de volume dont les histoires de 
olinéarité et de 
oplanarité ne sont en

fait qu'une 
onséquen
e). Ce déterminant généralisé garde une signi�
ation géométrique mais nous

servira surtout pour l'instant à déterminer rapidement si une famille de ve
teurs est libre, ou si une

matri
e est inversible.

2.1 Déterminant de deux ve
teurs du plan.

Dé�nition 6. Soient u et v deux ve
teurs non nuls du plan, le déterminant de 
es deux ve
teurs

est le nombre réel det(u, v) = ‖u‖×‖v‖×sin(α), où α est l'angle (orienté) formé par les deux ve
teurs

u et v. On peut aussi le noter [u, v] ou en
ore |u v|, notation 
ohérente ave
 le déterminant matri
iel

que nous dé�nirons plus loin.

Remarque 8. Il s'agit vraiment i
i d'une dé�nition purement géométrique, qui suppose qu'on puisse

dé�nir 
orre
tement la notion d'angle entre deux ve
teurs. En fait, 
ette notion d'angle ne peut exister

dans un espa
e ve
toriel quel
onque que si on a préalablement �xé un produit s
alaire permettant de

dé�nir la notion d'orthogonalité. Le fait que l'angle soit orienté signi�e simplement que le déterminant

de deux ve
teurs du plan peut très bien être négatif. Il sera en fait positif uniquement si les deux

ve
teurs u et v forment (dans 
et ordre) 
e qu'on appelle généralement une base dire
te du plan. Le

déterminant dans R
n
permettra de même de dé�nir une orientation de l'espa
e.

Proposition 2. Deux ve
teurs u et v sont 
olinéaires si et seulement si det(u, v) = 0.
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Remarque 9. Le déterminant représente l'aire algébrique du parallélogramme engendré par les ve
-

teurs u et v. Cette aire sera négative quand la base (u, v) est indire
te (on utilise don
 la valeur

absolue du déterminant pour 
al
uler des aires en pratique).

u

v

det(u,v)

Proposition 3. Propriétés fondamentales du déterminant.

Le déterminant est :

• bilinéaire : det(u, λv+w) = λdet(u, v)+det(u,w) et det(λu+v,w) = λdet(u,w)+
det(v,w).

• antisymétrique : det(u, v) = − det(v, u).
• alterné : det(u, u) = 0.

Remarque 10. Ces trois propriétés (ou plut�t les deux premières 
ar la troisième dé
oule en fait

de la deuxième) sont 
ara
téristiques du déterminant au sens où il n'existe (à une multipli
ation

par une 
onstante près) qu'une seule appli
ation prenant 
omme variables deux ve
teurs du plan

et renvoyant un réel, et véri�ant 
es propriétés. Ce sont 
es propriétés 
ara
téristiques qui vont

permettre de généraliser l'emploi du déterminant en dimension n un peu plus loin.

Proposition 4. Soient u et v deux ve
teurs du plan ayant pour 
oordonnées respe
tives

(x, y) et (x′, y′) dans une base orthonormale de R
2
, alors det(u, v) = xy′ − x′y.

Démonstration. En notant r et r′ les normes des ve
teurs u et v, et α et β leurs � arguments �

(angles par rapport au premier ve
teur du repère 
hoisi), les ve
teurs u et v ont pour 
oordonnées

respe
tives (r cos(α), r sin(α)) et (r′ cos(β), r′ sin(β)). On peut don
 
al
uler aisément xy′ − x′y =
rr′(cos(α) sin(β)+sin(α) cos(β)) = rr′ sin(β−α) = det(u, v) (l'angle β−α étant bien l'angle orienté

formé par les deux ve
teurs u et v).
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Exemple : 
ette formule permet de 
al
uler très rapidement les aires d'objets gométriques simples

dans le plan. Ainsi, si on 
onsidère les trois points A(2,−1), B(3, 0) et C(−2, 2) (
oordonnées données
dans un repère orthonormal du plan), on peut 
al
uler l'aire du triangle ABC (qui est simplement la

moitié de 
elle du parallélogramme basé sur les ve
teurs

−−→
AB et

−→
AC) en 
al
ulant

1

2
|det(

−−→
AB,

−→
AC)| =

1

2
|det((1, 1), (−4, 3))| =

1

2
|3 + 4| =

7

2
. On aurait obtenu la même valeur en 
al
ulant par exemple

1

2
|det(

−−→
CB,

−−→
BA)|.

2.2 Déterminant de trois ve
teurs de l'espa
e.

Dé�nition 7. Soient u, v et w trois ve
teurs de l'espa
e, leur déterminant (aussi appelé produit

mixte) est le nombre réel (u ∧ v).w. On le note [u, v, w], ou en
ore det(u, v, w), ou même |u v w|.

Remarque 11. Cette dé�nition est en
ore plus problématique que 
elle donnée dans le paragraphe

pré
édent dans la mesure où elle fait intervenir deux outils (produit s
alaire et produit ve
toriel)

que nous n'avons pas évoqués en maths 
ette année. En fait, on peut la rempla
er par une dé�nition

plus purement géométrique (et don
 plus pro
he de 
elle donnée dans le plan) où le déterminant

est dé�ni 
omme produit des normes des trois ve
teurs par des sinus d'angles bien 
hoisis, mais la

dé�nition de 
es angles dans l'espa
e est plus 
ompliquée qu'il n'y parait. Nous allons de toute façon

en pratique uniquement exploiter la formule donnée dans la propriété suivante.

Proposition 5. Trois ve
teurs u, v et w sont 
oplanaires si et seulement si det(u, v, w) = 0.

Proposition 6. Si u, v et w ont pour 
oordonnées respe
tives (x, y, z), (x′, y′, z′) et

(x′′, y′′, z′′) dans un repère orthonormal dire
t de l'espa
e, alors det(u, v, w) = xy′z′′ −
xz′y′′ + yz′x′′ − yx′z′′ + zx′y′′ − zy′x′′.

Méthode : Pour 
al
uler un peu plus rapidement les déterminants (et ne pas se tromper dans les

signes), on peut appliquer la règle de Sarrus. On é
rit le diagramme suivant (on re
opie en ligne les


oordonnées des trois ve
teurs, en é
rivant une deuxième fois les deux premiers ve
teurs) :

x y z

x’ y’ z’

x’’ y’’ z’’

x y z

x’ y’ z’
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On additionne les trois produits obtenus les long des diagonales des
endantes, et on soustrait les

trois produits obtenus le long des diagonales as
endantes. Une façon un peu plus tordue de voir

les 
hoses : on é
rit les six produits possibles faisant intervenir une variable x, une variable y, une

variable z, une variable � sans prime �, une variable � ave
 un prime � et une variable � ave
 deux

primes �, et on met un signe plus devant les trois termes où peut lire xyz dans 
et ordre de gau
he à

droite (quitte à bou
ler pour revenir au début), un signe moins devant 
eux où on lira xyz de droite

à gau
he. Cette façon de faire peut paraitre ridi
ule mais elle se généralise très bien, 
ontrairement

à la règle de Sarrus qui elle ne fon
tionne qu'en dimension 3.

Remarque 12. On retrouve également une interprétation géométrique du déterminant : il représente

(au signe près) le volume du parallélépipède engendré par les trois ve
teurs u, v et w.

Proposition 7. Propriétés fondamentales du déterminant.

Le déterminant dans R
3
est :

• trilinéaire : det(u, v, λw+ t) = λdet(u, v, w)+det(u, v, t), et de même pour les deux

autres variables.

• antisymétrique : si on é
hange deux des trois ve
teurs dans un déterminant, on


hange son signe, par exemple det(w, v, u) = − det(u, v, w), mais det(v,w, u) =
det(u, v, w) 
ar on a fait i
i deux é
hanges su

essifs de deux ve
teurs.

• alterné : si deux des trois ve
teurs u, v et w sont égaux, alors det(u, v, w) = 0.

2.3 Appli
ations multilinéaires dans R
n
.

Dé�nition 8. Si E1, E2, . . ., En et F sont des espa
es ve
toriels, une appli
ation f : E1 × E2 ×
· · · ×En → F est n-linéaire si elle est linéaire par rapport à 
ha
une de ses variables, 
'est-à-dire si


ha
une des appli
ations fi : u 7→ f(e1, e2, . . . , ei−1, u, ei+1, . . . , en) est une appli
ation linéaire, quel

que soit l'entier i ∈ {1, 2, . . . , n} et quels que soient les ve
teurs (e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en) �xés dans
E1 × · · · × Ei−1 × Ei+1 × · · · × En. Si F = K, on dit que f est une forme n-linéaire.

Remarque 13. Si n = 2 ou n = 3, on dira simplement que l'appli
ation f est bilinéaire ou trilinéaire,


omme on l'a vu plus haut pour le déterminant des ve
teurs du plan ou de l'espa
e. En pratique

on n'étudiera par la suite que des appli
ations f pour lesquelles tous les espa
es ve
toriels Ei sont

identi�ques, don
 des appli
ations f : En → F .

Exemples : en notant E = {f : R → R}, le produit de fon
tions est une appli
ation bilinéaires de

E × E dans E.

Le produit matri
iel est une appli
ation bilinéaire surMp,q(R)×Mq,r(R).

Dé�nition 9. Une appli
ation f : En → F n-linéaire est :

• symétrique si ∀σ ∈ Sn, ∀(u1, . . . , un) ∈ En
, f(uσ(1), . . . , uσ(n)) = f(u1, . . . , un).

• antisymétrique si ∀σ ∈ Sn, ∀(u1, . . . , un) ∈ En
, f(uσ(1), . . . , uσ(n)) = ε(σ)f(u1, . . . , un).

• alternée si, quand il existe deux indi
es i < j tels que ui = uj , alors f(u1, . . . , un) = 0.

Remarque 14. Si f est une appli
ation n-linéaire alternée, elle s'annule sur toute famille liée de

ve
teurs de E. En e�et, dans une telle famille, un ve
teur peut s'é
rire 
omme 
ombinaison linéaire

des autres, et la multi-linéarité permet alors de dé
omposer f(u1, . . . , un) en une somme de termes

qui sont tous nuls d'après l'hypothèse d'alternan
e.

Exemples : le produit de fon
tions est une appli
ation bilinéaire symétrique mais pas alternée, le

produit matri
iel ne véri�e au
une de 
es propriétés.
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Proposition 8. Une appli
ation n-linéaire est antisymétrique si et seulement si elle est

alternée.

Démonstration. Supposons f alternée, alors f(u1, . . . , ui+uj , . . . , ui+uj, . . . , un) = 0 (en ayant pla
é

les deux o

urren
es de ui+uj en positions i et j de la liste de ve
teurs), don
 en développant via la

linéarité f(u1, . . . , ui, . . . , uj , . . . , un)+f(u1, . . . , uj , . . . , ui, . . . , un) = 0 (les deux autres s'annulent à


ause de l'hypothèse d'alternan
e), don
 f(u1, . . . , uj , . . . , ui, . . . , un) = −f(u1, . . . , ui, . . . , uj , . . . , un),

e qui prouve que la 
ondition d'antisymétrie est véri�ée pour toute transposition (i j). Comme toute

permutation peut s'é
rire 
omme produit de transpositions, l'antisymétrie de f en dé
oule. Ré
ipro-

quement, si f est antisymétrique, f(u1, . . . , ui, . . . , ui, . . . , un) = −f(u1, . . . , ui, . . . , ui, . . . , un) (en

appliquant une transposition pour é
hanger les deux o

urren
es du même ve
teur), 
e qui prouve

l'alternan
e de f .

Théorème 3. L'ensemble des formes n-linéaires alternées sur un espa
e ve
toriel E de

dimension n est un espa
e ve
toriel de dimension 1.

Démonstration. Supposons don
 dim(E) = n, et notons (e1, . . . , en) une base de E. Si f : En 7→ K est

une forme n-linéaire alternée, la multi-linéarité permet d'é
rire, pour tous ve
teurs u1 =

n
∑

k=1

λ1,kek,

. . ., ui =

n
∑

k=1

λi,kek, . . ., un =

n
∑

k=1

λn,kek, que

f(u1, . . . , un) =
∑

(k1,...,kn)∈{1,2,...,n}n

λ1,k1λ2,k2 . . . λn,knf(ek1 , ek2 , . . . , ekn). Dans 
ette superbe somme,

tous les termes pour lesquels il existe des indi
es ki et kj égaux vont apporter une 
ontribution nulle

(à 
ause de l'alternan
e, puisqu'un ve
teur de la base apparaitra deux fois dans le 
al
ul de f ). Ne

restent don
 que les termes 
orrespondant à une permutation des indi
es initiaux, 
e qu'on peut é
rire

sous la forme f(u1, . . . , un) =
∑

σ∈Sn

(

n
∏

i=1

λi,σ(i)

)

f(eσ(1), . . . , eσ(n)). On peut désormais appliquer

l'antisymétrie de l'appli
ation pour a�rmer que f(u1, . . . , un) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)

(

n
∏

i=1

λi,σ(i)

)

f(e1, . . . , en).

La valeur de f(e1, . . . , en) étant 
onstante, notre appli
ation f est don
 proportionnelle à l'appli
ation

f0 : (u1, . . . , un) 7→
∑

σ∈Sn

ε(σ)

(

n
∏

i=1

λi,σ(i)

)

. L'appli
ation f0 est une forme n-linéaire alternée non

nulle (
ar f0(e1, . . . , en) = 1, il n'y a alors qu'un seul terme non nul dans la somme 
orrespondant à

la permutation identité) qui forme don
 une base de l'espa
e des formes n-linéaires alternées sur E,


e qui prouve bien le théorème.

2.4 Déterminant d'une famille de ve
teurs dans une base.

Dé�nition 10. Soit E un espa
e ve
toriel de dimension n et B = (e1, . . . , en) une base de E,

l'appli
ation (u1, . . . , un) 7→
∑

σ∈Sn

ε(σ)

(

n
∏

i=1

λi,σ(i)

)

dé�nie dans la démonstration e�e
tuée 
i-dessus

est appelée déterminant dans la base B et notée detB.
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Il s'agit d'après 
e qui pré
ède de l'unique forme n-linéaire alternée sur E véri�ant f(e1, . . . , en) = 1.

Remarque 15. En notant det le déterminant dans la base 
anonique de R
2
, deux ve
teurs u =

(x, y) et u′ = (x′, y′) auront pour déterminant det(u, v) = xy′ − x′y (il n'existe en e�et que deux

permutations dans S2, l'une paire et l'autre impaire). De même, on retrouvera la formule usuelle

pour le déterminant dans la base 
anonique de trois ve
teurs de R
3
. On 
omprend alors que le

déterminant en base B 
onsiste à dé�nir dans En
un volume en prenant 
omme unité de volume


elui du parallélépipède de base B.

Proposition 9. Si B et B′ sont deux bases de E, alors detB′ = detB′(B)× detB.

Démonstration. En e�et, on sait que les deux appli
ations sont proportionnelles, don
 detB′ = α detB.
Il su�t d'appliquer la formule à la famille de ve
teurs B pour en déduire que detB′(B) = α× 1.

Proposition 10. Une famille de ve
teurs F de n ve
teurs est une base de E si et seulement

si detB(F) 6= 0.

Démonstration. En e�et, on a déjà vu que toute famille liée avait une image nulle par une forme

linéaire n-alternée. Ré
iproquement, si la famille n'est pas liée, elle est une base (puisque 
onstituée

de n ve
teurs), et la relation démontrée juste avant prouve que son déterminant dans la base B ne

peut pas être nulle (sinon l'appli
ation detB serait nulle, 
e qui est absurde).

Dé�nition 11. On peut dé�nir sur l'ensemble des bases de R
n
(ou plus généralement de tout

espa
e ve
toriel réel de dimension �nie) une relation d'équivalen
e de la façon suivante : BRB′ si et
seulement si detB(B

′) > 0. Dé�nir une orientation sur R
n
revient à 
hoisir une des deux 
lasses

d'équivalen
e de 
ette relation 
omme étant 
onstitué des bases dire
tes, l'autre 
lasse d'équivalen
e

étant 
onstituée de bases indire
tes.

Remarque 16. Cette dé�nition laisse entendre qu'il n'existe que deux 
lasses d'équivalen
e pour la

relation R. En e�et, si on note E1 l'ensemble des bases ayant un déterminant stri
tement positif

dans la base 
anonique, et E2 l'ensemble des bases ayant un déterminant stri
tement négatif dans la

base 
anonique, deux bases de E1 ou de E2 sont toujours dans la même 
lasse d'équivalen
e (puisque

detcan(B
′) = detcan(B) × detB(B

′)). Le 
hoix d'une orientation plut�t que l'autre est don
 
omplè-

tement arbitraire, même si on appelle orientation 
anonique 
elle qui donne à la base 
anonique le

statut de base dire
te.

2.5 Déterminant d'une matri
e 
arrée.

Dé�nition 12. Soit M ∈ Mn(K) une matri
e 
arrée, le déterminant de la matri
e M est le

déterminant de la famille de n ve
teurs de K
n

onstituée par les 
olonnes de la matri
e M dans la

base 
anonique de K
n
. On le note det(M), ou plus simplement |M |.

Remarque 17. Parler de déterminant d'une matri
e qui n'est pas 
arrée n'a absolument au
un sens.

Exemple : Le déterminant de la matri
e In vaut 1. Plus généralement, le déterminant d'une matri
e

diagonale ou même triangulaire (supérieure ou inférieure, peu importe) est le produit de ses 
oe�-


ients diagonaux (il n'y a en e�et dans 
e 
as qu'un seul terme non nul dans la somme dé�nissant le

déterminant, 
elui 
orrespondant à la permutation identité).
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Remarque 18. À l'aide de l'étude théorique pré
édente, on peut 
onstater qu'en notant mi,j les


oe�
ients de la matri
e M , on aura det(M) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)

n
∏

i=1

mi,σ(i). On retrouve ainsi les formules

usuelles pour les déterminants de petites matri
es, notamment

∣

∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣

∣

= ad− bc.

Théorème 4. Une matri
e M est inversible si et seulement si son déterminant est non

nul.

Démonstration. C'est une 
onséquen
e dire
te du fait qu'une matri
e est inversible si et seulement

si ses 
olonnes forment une base de K
n
.

Proposition 11. Propriétés élémentaires du déterminant.

• det(M⊤) = det(M)
• ∀λ ∈ K, det(λM) = λn det(M)
• det(MN) = det(M) det(N)

• Si M est inversible, det(M−1) =
1

det(M)

Démonstration. L'invarian
e par transposition (de matri
es !) dé
oule dire
tement de la dé�nition

expli
ite du déterminant : 
omme une permutation σ a toujours la même signature que sa ré
iproque

σ−1
, le terme

n
∏

i=1

mi,σ(i) apparait dans la somme ave
 le même signe que le terme

n
∏

i=1

mσ(i),i, on

e�e
tue don
 les mêmes 
al
uls pour obtenir det(M⊤) que pour det(M). La règle sur le produit

extérieur est une 
onséquen
e dire
te de la multilinéarité du déterminant.

La multipli
ativité du déterminant est plus intéressante : si on note ϕ : A 7→ det(MA) (où la matri
e

M est don
 �xée), l'appli
ation ϕ est une forme n-linéaire alternée sur Rn
(en 
onsidérant les 
olonnes

de A 
omme les variables de l'appli
ation), don
 est proportionnelle au déterminant. Autrement dit,

il existe une 
onstante α telle que ∀A ∈ Mn(K), det(MA) = α det(A). En appliquant 
ette relation

à la matri
e identité, on obtient det(M) = α × 1, don
 α = det(M) et det(MA) = det(M) det(A),
exa
tement 
e qu'on voulait prouver. La régle sur le déterminant d'un inverse en dé
oule : M−1M =
In, don
 det(M−1) det(M) = 1.

Dé�nition 13. Le polyn�me 
ara
téristique d'une matri
e M ∈ Mn(K) est le polyn�me

χM (X) = det(XIn −M).

Remarque 19. Ce polyn�me en est bel et bien un, et même un polyn�me unitaire de degré n (
ela

dé
oule de la dé�nition expli
ite du déterminant, le seul terme de degré n obtenu en 
al
ulant

det(XIn −M) est 
elui qui est produit de tous les termes diagonaux de la matri
e XIn −M , 
e qui

donne bien un polyn�me unitaire de degré n.

Proposition 12. Les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique sont les valeurs propres de la

matri
e M .
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Démonstration. En e�et, λ est ra
ine de χM si et seulement si det(λIn−M) = 0, don
 si et seulement

si la matri
e M − λIn a un noyau non nul (elle n'est pas bije
tive, don
 pas inje
tive), 
e qui est

exa
tement la dé�nition des valeurs propres.

Remarque 20. Le déterminant, et plus généralement le polyn�me 
ara
téristique, sont invariants par

similitude : si N = P−1MP , alors det(N) = det(M) et χN = χM .

2.6 Te
hniques de 
al
ul du déterminant.

Proposition 13. Les opérations élémentaires sur les lignes ou les 
olonnes d'une matri
e

ont l'e�et suivant sur son déterminant :

• l'é
hange de deux lignes 
hange le signe du déterminant.

• le produit d'une ligne par une 
onstante λ multiplie le déterminant de la matri
e

par la même 
onstante λ.

• une 
ombinaison du type Li ← Li+αLj ne 
hange pas le déterminant de la matri
e.

On a exa
tement les mêmes propriétés pour les opérations sur les 
olonnes.

Remarque 21. Ces propriétés donnent en pratique un algorithme de 
al
ul expli
ite du déterminant

d'une matri
e : on e�e
tue un � demi-pivot de Gauss � pour transformer la matri
e en une matri
e

triangulaire supérieure (
e qui ne va modi�er que marginalement le déterminant de la matri
e,


hangements de signes ou produits par des 
onstantes au pire), et on peut alors simplement 
al
uler

le déterminant de la matri
e obtenue en faisant le produit de ses 
oe�
ients diagonaux. En pratique,


'est même en
ore mieux qu'un pivot de Gauss 
lassique puisqu'on peut à tout moment dé
ider de

faire des opérations sur les lignes ou sur les 
olonnes (et même de mélanger les deux). Et on dispose en

plus d'une dernière te
hnique de 
al
ul dé
rite 
i-dessous, qui permet de tranformer un déterminant

de taille n en plusieurs déterminants de taille n− 1.

Dé�nition 14. Si M ∈ Mn(K), et (i, j) ∈ {1, 2, . . . , n}2 :

• le mineur d'indi
es (i, j) de la matri
e M est le déterminant Di,j de la matri
e M̃ ∈
Mn−1(K) obtenue à partir de M en y supprimant la ligne i et la 
olonne j.

• le réel (−1)i+jDi,j est appelé 
ofa
teur d'indi
es (i, j) de la matri
e M .

• la 
omatri
e de la matri
eM est la matri
e de ses 
ofa
teurs : Com(M) = ((−1)i+jDi,j)16i,j6n.

Proposition 14. Développement suivant une ligne ou une 
olonne d'un déterminant.

Si M ∈ Mn(R), det(M) =

n
∑

j=1

(−1)i+jmijDi,j , où Di,j est le mineur d'indi
es (i, j) de la

matri
e M .

De même, det(M) =

n
∑

i=1

(−1)i+jmijDi,j .

Exemple : Si on développe le déterminant de la matri
e M =





a b c

d e f

g h i





suivant la deuxième

ligne, on trouvera det(M) = −d

∣

∣

∣

∣

b c

h i

∣

∣

∣

∣

+ e

∣

∣

∣

∣

a c

g i

∣

∣

∣

∣

− f

∣

∣

∣

∣

a b

g h

∣

∣

∣

∣

. Les plus 
urieux remarqueront
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que 
'est une façon assez rapide de démontrer la règle de Sarrus. On peut d'ailleurs tout aussi bien

obtenir une formule expli
ite � de type Sarrus � en développant par rapport à sa première ligne une

matri
e à quatre lignes et quatre 
olonnes, puis en appliquant Sarrus sur 
ha
un des plus petits

déterminants qui vont apparaitre, mais on aura bien 
omme prévu 24 termes à la �n !

Remarque 22. En pratique, on essaiera d'appliquer 
ette te
hnique de développement suivant une

ligne à une ligne 
ontenant déjà un (ou plusieurs) zéros, 
e qui laisse moins de � petits � déterminants

à 
al
uler ensuite. Classiquement, les 
al
uls de déterminant se font en fait en deux temps : d'abord

une ou plusieurs opérations sur les lignes ou les 
olonnes pour faire apparaitre rapidement quelques

zéros, puis développement suivant une ligne ou une 
olonne pour terminer le 
al
ul.

Exemple : On souhaite 
al
uler le déterminant de la matri
e M =





1 2 1
−2 1 −1
3 1 2





. On 
ommen
e

par exemple par e�e
tuer l'opération L1 ← L1 + L2, qui ne modi�e pas le déterminant. Autrement

dit, det(M) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 3 0
−2 1 −1
3 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. On e�e
tue maintenant un développement par rapport à la première

ligne : det(M) = −

∣

∣

∣

∣

1 −1
1 2

∣

∣

∣

∣

− 3

∣

∣

∣

∣

−2 −1
3 2

∣

∣

∣

∣

= −(2 + 1) − 3(−4 + 3) = −3 + 3 = 0 (la matri
e M

n'est don
 pas inversible).

Exemple : Pour 
al
uler le déterminant

∣

∣

∣

∣

∣

∣

bc ac ab

a b c

1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, où a, b et c sont trois réels quel
onques,

on peut 
ommen
er par soustraire la première 
olonne à 
ha
une des deux autres puis fa
toriser et

en�n développer suivant la dernière ligne :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

bc ac ab

a b c

1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

bc (a− b)c (a− c)b
a b− a c− a

1 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a− b)(a−

c)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

bc c b

a −1 −1
1 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a− b)(a− c)

∣

∣

∣

∣

c b

−1 −1

∣

∣

∣

∣

= (a− b)(a− c)(b− c).

Exemple : On souhaite 
al
uler le polyn�me 
ara
téristique de la matri
e M =





3 0 −1
2 4 2
−1 0 3





.

Pour 
ela, un simple développement par rapport à la deuxième ligne su�ra :

χM =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

X − 3 0 1
−2 X − 4 −2
1 0 X − 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (X − 4)

∣

∣

∣

∣

X − 3 1
1 X − 3

∣

∣

∣

∣

= (X − 4)((X − 3)2 − 1) = (X −

4)2(X − 2). La forme fa
torisée permet d'obtenir immédiatement les deux valeurs propres de la

matri
e : λ = 2 et λ = 4.

Théorème 5. Pour toute matri
e M ∈ Mn(K), M(Com(M))⊤ = (Com(M))⊤M =
det(M)In.

En parti
ulier, si M est inversible, alors M−1 =
1

det(M)
(Com(M))⊤.

Démonstration. Le 
oe�
ient d'indi
es (i, j) de la matri
eM(Com(M))⊤ est égal à

n
∑

k=1

mik(−1)
k+jDj,k

(ave
 les notation habituelles pour les mineurs de la matri
e M). Si i = j, 
ette valeur est égale à

det(M), 
'est exa
tement la formule de développement par rapport à la ligne i du déterminant de
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M . Si i 6= j, notons N la matri
e obtenue à partir de M en re
opiant sa i-ème ligne dans la j-ème

(tout en laissant la i-ème ligne inta
te), alors les mineurs Dj,k sont les mêmes pour les matri
es M et

N et

n
∑

k=1

mik(−1)
k+jDj,k =

n
∑

k=1

njk(−1)
k+jDj,k = det(N) = 0 puisque la matri
e N 
ontient deux

lignes identiques. La matri
e M(Com(M))⊤ est don
 diagonale ave
 des 
oe�
ients diagonaux tout

égaux à det(M), elle vaut bien det(M)In.

Remarque 23. Cette formule de 
al
ul d'un inverse de matri
e est totalement inutilisable en pratique,

sauf dans le 
as d'une matri
e M =

(

a b

c d

)

∈ M2(K) où on retrouve la formule bien 
onnue

M−1 =
1

ad− bc

(

d −b
−c a

)

.

Exemple : On appelle déterminant de Vandermonde le déterminant Vn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a0 a20 . . . an0
1 a1 a21 . . . an1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 an a2n . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

où (a0, a1, . . . , an) ∈ K
n+1

. On va prouver que Vn =
∏

16i<j6n

(aj − ai) par ré
urren
e sur l'entier n.

Pour n = 1, V1 =

∣

∣

∣

∣

1 a0
1 a1

∣

∣

∣

∣

= a1 − a0, 
e qui 
orrespond bien à la formule annon
ée. Supposons

don
 la formule vraie pour un entier n, et posons P (x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a0 a20 . . . an+1
0

1 a1 a21 . . . an+1
1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 an a2n . . . an+1
n

1 x x2 . . . xn+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. En développant


e déterminant par rapport à sa dernière ligne, on va obtenir une expression de P (x) qui sera

polyn�miale, de degré majoré par n+1. Ce polyn�me s'annule né
essairement pour x = ai (dans 
e


as, on a un déterminant ave
 deux lignes 
omplètement identiques), 
e qui fait n+1 ra
ines distin
tes
pour notre polyn�me de degré n+1 (si jamais les ai ne sont pas tous distin
ts, le déterminant est nul

de façon triviale et la formule fon
tionne), qui peut don
 s'é
rire sous la forme P (x) = α

n
∏

i=0

(x− ai).

En parti
ulier, Vn+1 = P (an+1) = α

n
∏

i=0

(an+1 − ai). Il ne reste plus qu'à 
al
uler le 
oe�
ient

dominant du polyn�me P : or, 
elui-
i 
orrespondant au dernier terme du développement de P (x)
suivant la dernière ligne de la matri
e, 
'est le 
ofa
teur d'indi
es (n+2, n+2) qui vaut exa
tement

Vn. Finalement, Vn+1 = Vn

n
∏

i=0

(an+1 − ai), 
e qui prouve l'hérédité de notre ré
urren
e.

Dé�nition 15. Soit E un espa
e ve
toriel de dimension �nie et f ∈ L(E), le déterminant de

l'endomorphisme f est 
elui de sa matri
e représentative M dans n'importe quelle base de E.

Démonstration. Ce déterminant est e�e
tivement indépendant de la base 
hoisie : si M et M ′
sont

deux matri
es représentant une même appli
ation linéaire, on sait que M ′ = P−1MP , où P est

une matri
e de passage inversible, don
 det(M ′) = det(P−1) × det(M) × det(P ) = det(M) puisque

det(P−1) =
1

det(P )
.

Remarque 24. Les propriétés du déterminant matri
iel s'adaptent naturellement au déterminant

d'endomorphisme, en parti
ulier les résultats suivants :

• f est bije
tif si et seulement si det(f) 6= 0.
• si (f, g) ∈ L(E)2, det(g ◦ f) = det(f)× det(f).

13


