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Une fois qu'on a passé les bornes, il n'y a plus de limite.

Alphonse Allais.

Un prof de maths explique à un PCSI omment montrer que lim
x→8

1

x− 8
= ∞.

Le PCSI assure avoir parfaitement ompris.

Pour véri�er, le prof lui demande e que vaut lim
x→5

1

x− 5
.

Et le PCSI répond, très �er de lui : lim
x→5

1

x− 5
= 5.

Pour les derniers hapitres d'analyse du premier semestre, nous allons revenir en détail sur les

outils élémentaires d'études de fontions, en dé�nissant rigoureusement les notions et en e�etuant

le plus possible de démonstrations. Pour les limites, e sera très simple si vous avez bien assimilé le

hapitre orrespondant sur les suites. Quant à la ontinuité, e n'est �nalement qu'une question de

limites (notion loale) qu'on étend sur un intervalle (notion globale). Elle mène toutefois à quelques

théorèmes d'analyse fondamentaux que nous aborderons en �n de hapitre, dont le fameux théorème

des valeurs intermédiaires que vous onnaissez déjà bien mais que vous appliquez en général fort mal,

à ne pas onfondre ave son ousin le théorème de la bijetion. Nous reviendrons également sur un

type de suites bien partiulier (les suites impliites) dont la dé�nition et l'étude font intervenir des

fontions.

Objetifs du hapitre :

• savoir aluler des limites e�aement.

• omprendre la di�érene entre théorème des valeurs intermédiaires et théorème de la bijetion,

et reonnaitre les situations permettant d'utiliser haun d'eux.

• onnaitre les méthodes lassiques d'étude de suites impliites.

1 Limites de fontions.

1.1 Limites en ±∞.

Dé�nition 1. Une fontion f dé�nie sur un voisinage de +∞ admet pour limite l ∈ R en +∞ si

∀ε > 0, ∃x0 ∈ R, ∀x > x0, |f(x)− l| < ε.

On dé�nit de même une limite �nie quand x tend vers −∞ en remplaçant simplement la ondition

∀x > x0 par ∀x 6 x0.
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On le note respetivement lim
x→+∞

f(x) = l et lim
x→−∞

f(x) = l.

Remarque 1. Cette dé�nition étant stritement identique à elle qu'on a vue dans le adre des suites,

nous allons rapidement passer à la suivante. Notons qu'elle est même plus faile à manier que dans

le as des suites puisqu'on n'a pas besoin de s'embêter à prendre des parties entières pour la valeur

de x0 si on veut l'appliquer à un alul pratique de limite.

Dé�nition 2. Une fontion f dé�nie dé�nie au voisinage de +∞ admet pour limite +∞ (respeti-

vement −∞) en +∞ si ∀M ∈ R, ∃x0 ∈ R, ∀x > x0, f(x) > M (resp. f(x) 6 M).

On le note lim
x→+∞

f(x) = +∞ (resp. −∞), et on dé�nit bien sûr de façon similaire des limites in�nies

en −∞.

Là enore, les dé�nitions sont rigoureusement les mêmes que pour les suites, et se manipulent exa-

tement de la même façon.

1.2 Limites en a ∈ R.

Dé�nition 3. Une fontion f dé�nie sur un voisinage de a admet pour limite l ∈ R quand x tend

vers a si ∀ε > 0, ∃η > 0, |x− a| 6 η ⇒ |f(x)− l| 6 ε. On note alors lim
x→a

f(x) = l ou f(x) →
x→a

l.

Remarque 2. Cette dé�nition est au fond assez naturelle : on est aussi prohe que souhaité de l quitte

à se mettre su�samment près de a au départ. Si f est dé�nie en a et y admet une limite, elle est

néessairement égale à f(a).

Sur ette illustration, on a lim
x→2

f(x) = −1, ave un ε égal à 0.2 et le η qui en déoule qui vaut environ

0.23. Le prinipe est, qu'une fois hoisie la largeur du � tube � autour de la limite, on arrive à délimiter

un intervalle (symétrique) autour de x (ii autour de 2) dans lequel la ourbe représentative de la

fontion va être � enfermée � dans le retangle délimité par les deux intervalles. Bien sûr, ela doit

rester vrai quelle que soit la valeur hoisie pour ε, le réel η dépendant néessairement de ε.

0 1 2 3

0

−1

−2

epsilon

eta

Exemple : Montrons à l'aide de ette dé�nition que lim
x→1

x2 = 1. Fixons don (omme on le faisait

pour les suites) un ε > 0, on souhaite véri�er la ondition |x2−1| < ε, soit |x−1|×|x+1| < ε. Quitte

à imposer η 6
1

2
(on herher simplement une valeur onvenable de toute façon),

1

2
6 |x + 1| 6

3

2
,

don il faut avoir |x+ 1| 6
2ε

3
. La onstante η = min

(

2ε

3
,
1

2

)

onvient don.

Dé�nition 4. Une fontion f dé�nie sur un voisinage du réel a admet pour limite +∞ (resp. −∞)

quand x tend vers a si ∀M ∈ R, ∃η > 0, 0 < |x − a| 6 η ⇒ f(x) > M (resp. f(x) 6 M). On note

alors lim
x→a

f(x) = ±∞.
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Remarque 3. La notion de voisinage, même si elle peut paraître extrêmement rudimentaire, permet

d'uni�er toutes les di�érentes dé�nitions de la limite qu'on a données depuis le début du hapitre. Que

a et l soient �nis ou in�nis, on pourra toujours traduire la limite lim
x→a

f(x) = l de la façon suivante :

pour tout voisinage V de l, f−1(V ) est un voisinage de a (je vous laisse véri�er). Elle permet aussi

de donner des démonstrations simples et élégantes de la plupart des propriétés élémentaires sur les

limites. On évitera toutefois un reours trop systématique à ette notion qui est à la frontière du

programme.

Proposition 1. La limite d'une fontion f (que e soit en a ou en ±∞), lorsqu'elle existe,

est unique.

Démonstration. C'est exatement la même preuve que dans le as des suites.

Proposition 2. Une fontion admettant une limite �nie en a est bornée au voisinage de

a.

Démonstration. Comme dans le as des suites, il su�t de prendre par exemple ε = 1 dans la dé�nition
pour trouver un intervalle sur lequel f est bornée.

Dé�nition 5. La fontion f admet pour limite l (ette limite pouvant très bien être in�nie) à

gauhe quand x tend vers a si on remplae dans la dé�nition de la limite la ondition |x − a| 6 η

par la ondition x ∈ [a− η, a[. On dé�nit de même une notion de limite à droite en remplaçant la

ondition par x ∈]a, a+ η]. On le note respetivement lim
x→a−

f(x) = l et lim
x→a+

f(x) = l.

Remarque 4. Clairement, f admet pour limite l en a si et seulement si lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x) = l.

Exemple : La fontion partie entière admet en haque entier naturel des limites à gauhe et à droite

qui sont distintes. Ainsi, lim
x→2+

Ent(x) = 2, mais lim
x→2−

Ent(x) = 1.

Théorème 1. Toutes les propriétés vues dans le hapitre sur les suites onernant les

opérations et les limites, ainsi que les inégalités et les limites, restent valables sur les

fontions, que e soit en ±∞ ou en a ∈ R.

Démonstration. Enore une fois, les preuves seraient les mêmes que dans le adre des suites numé-

riques, du moins quand les limites sont alulées en +∞. On ne s'embêtera pas à démontrer les

autres as, qui sont tout aussi fastidieux, mais pas vraiment plus ompliqués.

Remarque 5. On ne redémontrera pas non plus à l'aide de nos belles dé�nitions les limites lassiques

de fontions usuelles, et enore moins elles plus tehniques du type � roissanes omparées � vues

en début d'année. On pourra bien évidemment ontinuer à les utiliser dans les exeries.
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Proposition 3. Soient f et g deux fontions telles que lim
x→a

f(x) = b et lim
x→b

g(x) = l, alors

lim
x→a

g ◦f(x) = l (a, b et l étant ii des éléments de R, auune raison de distinguer les limites

in�nies).

Démonstration. C'est la seule démonstration que je ferai à l'aide de voisinages pour ne pas avoir à

distinguer plein de as. Soit don V un voisinage de l. Puisque lim
x→b

g(x) = l, g−1(V ) est un voisinage

de b, qu'on va noterW . De même, f−1(W ) est un voisinage de a. On en déduit don que f−1(g−1(V ))
est un voisinage de a. Or, f−1(g−1(V )) = (g ◦ f)−1(V ) (revenez à la dé�nition de e qu'est l'image

réiproque d'un ensemble par une fontion si vous n'êtes pas onvainus), e qui prouve la limite

voulue.

Théorème 2. Caratérisation séquentielle de la limite.

Une fontion f admet pour limite l quand x tend vers a si et seulement si, toute suite (un)
onvergeant vers a véri�e que lim

n→+∞

f(un) = l.

Remarque 6. Ce théorème est en fait souvent utilisé � dans l'autre sens �, 'est-à-dire en exploitant

sa ontraposée : si on arrive à trouver une suite (un) onvergeant vers a mais pour laquelle (f(un))
n'admet pas pour limite l, alors on peut a�rmer que f n'a pas pour limite l quand x tend vers a.

Cette onstatation est souvent utilisée sous l'une des formes suivantes pour prouver qu'une fontion

donnée n'a pas de limite quand x tend vers a :

• s'il existe une suite (un) véri�ant lim
n→+∞

un = a, mais telle que (f(un)) n'a pas de limite (ou

une limite in�nie), alors f ne peut pas avoir de limite (ou pas de limite �nie) quand x tend

vers a.

• s'il existe deux suites (un) et (vn) onvergeant toutes les deux vers a, mais telles que f(un)
et (f(vn)) admettent des limites di�érentes, alors f ne peut pas avoir de limite quand x tend

vers a (par uniité de la limite).

Démonstration. Le sens réiproque est évident, 'est la omposition d'une limite de suite par une

fontion. Pour l'autre sens, on va en fait démontrer la réiproque : supposons que f n'admet pas

pour limite l lorsque x tend vers a. Pour simpli�er, on prendra des valeurs �nies pour a et l même

si la aratérisation reste vraie ave des limites in�nies. Si on prend la négation de la dé�nition de

la limite, ∃ε > 0, ∀η > 0, ∃x ∈ [a− η, a+ η], |f(x)− l| > ε. Fixons don un tel ε, et prenons omme

valeurs de η les nombres ηn =
1

n
. Pour haune de es valeurs de ηn, on peut don trouver un réel un

dans l'intervalle

[

a−
1

n
, a+

1

n

]

, pour lequel |f(x)− l| > ε. Par onstrution, la suite (un) onverge

vers a (puisque a−
1

n
< un < a+

1

n
, 'est une appliation du théorème des gendarmes), et pourtant

f(un) ne peut pas onverger vers l puisque ette suite est toujours à une distane de l plus grande

que ε. Cei démontre la ontraposée du sens diret du théorème, et don le théorème lui-même.

Exemple : Soit f la fontion dé�nie sur R
∗
par f(x) = cos

(

1

x

)

, on aimerait savoir si f admet

une limite quand x tend vers 0. La logique voudrait que e ne soit pas le as (on est dans la même

situation que pour la fontion x 7→ cos(x) quand x tend vers ±∞, et on sait bien qu'il n'y a de limite

à es endroits), pour le prouver, on va hoisir des suites tendant vers 0 pour lesquelles il est faile
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de voir que (f(un)) n'aura pas toujours le même omportement. Posons d'abord un =
1

2nπ
, la suite

(un) onverge évidemment vers 0 et f(un) = cos(2nπ) = 1, don la suite (f(un)) est onstante et

onverge vers 1. Mais si on pose ensuite vn =
1

(2n + 1)π
, la suite (vn) tend également vers 0, et ette

fois-i f(vn) = −1. La fontion f ne peut don pas avoir de limite en 0. On peut en fait prouver,

ave un tout petit peu plus de motivation, que, quel que soit le réel l ∈ [−1, 1], on peut onstruire

une suite (un) qui onverge vers 0 et telle que lim
n→+∞

f(un) = l. Cela revient à dire que la fontion f

� se rapprohe de tous les réels de l'intervalle [−1, 1] à la fois �.

Théorème 3. Théorème de la limite monotone.

Toute fontion monotone dé�nie sur un intervalle I admet en tout point de I une limite à

gauhe et une limite à droite.

Remarque 7. Ces limites peuvent très bien être in�nies. Si I = [a, b] est un intervalle fermé, le

théorème n'assure bien entendu que la présene d'une limite à droite en a, et d'une limite à gauhe

en b.

Démonstration. Même démonstration que pour les suites.

2 Continuité.

2.1 Dé�nitions.

Dé�nition 6. Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle I et a ∈ I, f est ontinue en a si

lim
x→a

f(x) = f(a).

La fontion f est ontinue à gauhe en a si lim
x→a−

f(x) = f(a), et ontinue à droite en a si

lim
x→a+

f(x) = f(a).

Exemple : La fontion partie entière (notre exemple préféré quand il s'agit de ontinuité) est

ontinue à droite en tout réel, mais elle n'est pas ontinue à gauhe en a (et don pas ontinue du

tout) lorsque a ∈ Z.

Dé�nition 7. Une fontion f est ontinue sur un intervalle I si elle est ontinue en tout point

de I.

Théorème 4. Toute fontion obtenue à l'aide d'opérations usuelles (somme, produit,

quotient, omposée) e�etuées sur des fontions ontinues est elle-même ontinue. Par

ailleurs, toutes les fontions usuelles (sauf la partie entière) sont ontinues sur tous les

intervalles où elles sont dé�nies.

Remarque 8. Ces résultats (au moins la première partie du théorème) déoulent de façon triviale

des résultats équivalents pour les limites, on ne refrea auune démonstration. Lorsqu'on utilisera e

type de résultats pour justi�er la ontinuité d'une fontion dans un exerie, on les désignera sous le

terme générique très �ou de � théorèmes généraux � sur la ontinuité (e qui revient en gros à dire

� ça ne pose auun problème, inutile de détailler �).
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Proposition 4. Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle de la forme I =]a, b]
(ou I = [b, a[) et admettant une limite �nie l quand x tend vers a, alors on

peut prolonger f de manière unique en une fontion g ontinue sur [a, b] en posant

{

g(x) = f(x) si x 6= a

f(a) = l
. La fontion g est alors appelée prolongement par

ontinuité de f en a.

Remarque 9. Les mathématiiens les plus paresseux ont souvent tendane à noter de la même façon

la fontion et son prolongement, en se ontentant de donner une expliation du type � on prolonge

f par ontinuité en a en posant f(a) = l � mais 'est bien sûr un gros abus de notation, la fontion

g n'a pas le même domaine de dé�nition que f .

Exemple : La fontion f : x 7→ x lnx est dé�nie sur R
+∗

et prolongeable par ontinuité à R
+
en

posant g(0) = 0 (et bien sûr g(x) = x ln(x) si x > 0), puisque lim
x→0

x ln(x) = 0 (roissane omparée).

Dé�nition 8. Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle I et K un réel stritement positif, f est

K-Lipshitzienne sur I si ∀(x, y) ∈ I2, |f(y)− f(x)| 6 K|y − x|.

Remarque 10. Cela signi�e simplement que la fontion f multiplie les distanes au maximum par

K. Le nom étrange donné à es fontions est simplement elui du mathématiien allemand Rudolf

Lipshitz.

Proposition 5. Toute fontion K-Lipshitzienne sur un intervalle I y est ontinue.

Démonstration. C'est évident : on a 0 6 |f(y)−f(x)| 6 K|y−x|, ave lim
y→x

K|y−x| = 0, don, d'après

le théorème des gendarmes, lim
y→x

|f(y) − f(x)| = 0, e qui revient bien à dire que lim
y→x

f(y) = f(x),

'est-à-dire que f est ontinue en x.

2.2 Propriétés globales.

Cette dernière partie sera simplement onsarée à un alignement de gros théorèmes fondamentaux

pour la ompréhension de la notion de ontinuité, à ommener par le plus élèbre d'entre eux :

Théorème 5. Théorème des valeurs intermédiaires.

Soit f une fontion ontinue sur le segment [a, b] et c un réel ompris entre f(a) et f(b),
alors il existe un réel x ∈ [a, b] tel que f(x) = c.
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0 1 2 3−1−2

0

1

2

3

4

−1

−2

a b

f(a)

f(b)

c

x

Remarque 11. Quoi que veuillent bien en dire des générations d'élèves, le théorème des valeurs

intermédiaires ne garantit pas le moins du monde l'uniité du réel x, 'est un simple théorème

d'existene. Si on doit prouver qu'une équation du type f(x) = c admet une solution unique sur un

intervalle, e n'est don pas lui qu'il faut invoquer, mais son ousin le théorème de la bijetion (que

nous allons revoir plus bas).

Démonstration. Supposons par exemple f(a) < c < f(b) (la démonstration est identique aux signes

près si les inégalités sont en sens ontraire) et posonsA = {x ∈ [a, b] | f(x) 6 c}. L'ensemble A est non

vide puisqu'il ontient a et borné par dé�nition, don il admet une borne supérieure qu'on notera x0.

Notons alors y = f(x). Par aratérisation de la borne supérieure, on peut onstruire une suite (xn)
d'éléments de A onvergeant vers x0. Par ontinuité de la fontion f , on aura alors lim

n→+∞

f(xn) = y.

Or, f(xn) 6 c par onstrution, e qui implique que y 6 c. Par ailleurs, par onstrution de x0 omme

borne supérieure de l'ensemble A, tout réel stritement supérieur à x0 a une image par f stritement

supérieure à c. En partiulier, f

(

x0 +
1

n

)

> c, don lim
n→+∞

f

(

x0 +
1

n

)

> c. Cette limite existe

néessairement et est égale à f(x0) par ontinuité de f , don on a à la fois f(x0) 6 c et f(x0) > c,

e qui prouve que f(x0) = c et démontre le théorème. Les plus attentifs d'entre vous objeteront

que les valeurs x0 +
1

n
n'appartiennent pas néessairement à l'intervalle I, mais e sera en fait le

as à partir d'un ertain rang, sauf si x0 = b. Mais dans e as le fait que f(x0) 6 c, qu'on a déjà

démontré, est en ontradition ave nos hypothèses.

Exerie : Soit f une fontion ontinue sur [0, 1] et à valeurs dans [0, 1], on demande de prouver

que f admet néessairement un point �xe sur son intervalle de dé�nition [0, 1]. Puisqu'il s'agit de
prouver l'existene d'une solution à une équation (ii f(x) = x), appliquer le théorème des valeurs

intermédiaires est naturel. Attention tout de même, il est indispensable de faire passer tout e qui

est variable du même �té du signe égal apour pouvoir exploiter le théorème. Autrement dit, on ne

va pas l'appliquer à la fontion f , mais à la fontion g dé�nie par g(x) = f(x) − x. Cette fontion

est ertainement ontinue sur [0, 1], et véri�e g(0) = f(0) > 0 (puisque la fontion f est à valeurs

dans [0, 1]), et g(1) = f(1)− 1 6 0 (pour la même raison, f(1) 6 1). Le réel 0 est don ompris entre

g(0) et g(1), on peut appliquer le théorème des valeurs intermédiaires pour a�rmer l'existene d'un

réel x tel que g(x) = 0, 'est-à-dire f(x) = x.
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Corollaire 1. L'image d'un intervalle par une fontion ontinue est un intervalle.

Démonstration. En e�et, soit f ontinue sur I, et J = f(I). Si x et y sont deux éléments appartenant

à J , alors par dé�nition, il existe deux réels a et b appartenant à I, tels que f(a) = x et f(b) = y.

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, toute valeur omprise entre x et y ademt alors un

antéédent dans I par la fontion f , e qui revient à dire que ette valeur appartient également à J .

C'est exatement la dé�nition d'un intervalle : tout nombre ompris entre deux valeurs de l'intervalle

appartient aussi à l'intervalle.

Remarque 12. La nature (ouvert, fermé, borné) de l'intervalle image n'est pas toujours la même que

elle de l'intervalle de départ. Par exemple, si f(x) = x2, f([−2, 1[) = [0, 4]. Si f est la fontion

inverse, f([1,+∞[) =]0, 1].

Théorème 6. Théorème du maximum.

L'image d'un segment par une fontion ontinue est un segment.

0 1 2−1−2

0

1

2

3

4

−1

−2

a b

m

M

Remarque 13. Autrement dit, une fontion ontinue sur un segment [a, b] y est bornée, et atteint for-

ément son minimum et son maximum. Ce résultat ressemble énormément au préédent, et pourtant

il est plus profond, et ne se démontre pas uniquement à l'aide du théorème des valeurs intermédiaires.
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Démonstration. Soit don une fontion f dé�nie et ontinue sur un segment [a, b]. Commençons par

prouver par l'absurde que f est bornée sur [a, b]. Supposons par exemple que f n'est pas pas majorée.

Il existe alors, pour tout entier naturel n, un réel xn dans l'intervalle [a, b] tel que f(xn) > n (la

valeur n étant prise entière par soui de ommodité). La suite (xn) étant bornée, elle admet, d'après

le théorème de Bolzano-Weierstraÿ, une sous-suite yn onvergeant vers un réel c. Par ontinuité

de f , on devrait don avoir lim
n→+∞

f(yn) = f(c). Or, f(xn) > n implique lim
n→+∞

f(xn) = +∞,

et la limite est don la même pour la sous-suite (f(yn)). On a obtenu une absurdité, la fontion

est don néessairement majorée. Elle est minorée pour les mêmes raisons. Le fait qu'elle atteint

ses bornes déoule de la aratérisation de la borne supérieure : notons par exemple M la borne

supérieure des valeurs prises par f , alors on peut onstruire une suite (xn) d'éléments de [a, b] telle
que lim

n→+∞

f(xn) = M . Cette suite (xn) admet, toujours d'après notre ami Bolzano, une sous-suite

onvergeante (yn). En notant l sa limite (qui appartient néessairement à l'intervalle [a, b] puisque
elui-i est fermé) on aura par onstrution (et par ontinuité de f ) f(l) = lim

n→+∞

f(yn) = M , e qui

prouve que M est en fait un maximum.

Théorème 7. Théorème de la bijetion.

Soit f une fontion ontinue et stritement monotone sur un intervalle I. Alors f est

bijetive de I vers J = f(I) et sa réiproque g est ontinue et stritement monotone (de

même monotonie que f ) sur J .

Démonstration. Supposons f roissante (l'autre as est très similaire). On sait déjà que f(I) (qu'on
notera J dans la suite de la démonstration) est un intervalle (premier orollaire du théorème des

valeurs intermédiaires), et de plus f est injetive ar stritement monotone, don bijetive de I vers

J (elle est par dé�nition surjetive si on prend J omme ensemble d'arrivée). On peut don dé�nir

sa réiproque g sur J . De plus, si y et y′ sont deux éléments de J tels que y < y′, il existe deux

réels x et x′ dans I tels que y = f(x) et y′ = f(x′). Par roissane de la fontion f , on doit avoir

x < x′, don g(y) = x < x′ = g(y′) et g est stritement roissante sur J . En�n, soit y ∈ J , x = g(y)
et ε > 0 (et tel que [x − ε, x + ε] ⊂ I, sinon il n'y a pas de problème). Notons y1 = f(x − ε),
y2 = f(x+ ε). Posons η = min(y− y1, y2− y). On a alors [y− η, y+ η] ⊂ [y1, y2], don par roissane
de g, g([y − η, y + η]) ⊂ [x− ε, x+ ε]. Cei prouve la ontinuité de g en y.

Théorème 8. Soit f une fontion ontinue et injetive sur un intervalle I, alors f est

stritement monotone sur I.

Démonstration. Ce théorème, qui énone une espèe de réiproque du théorème de la bijetion, sera

admis. Il n'est pas très dur de se onvainre que e résultat, ou plut�t sa ontraposée, est logique

à partir du théorème des valeurs intermédiaires : si f n'est pas stritement monotone, on peut par

exemple trouver trois valeurs x, y et z dans l'intervalle telles que x < y < z, mais f(y) > f(x) et
f(y) > f(z). Dans e as, tout réel ompris entre le max(f(x), f(z)) et f(y) admettra (au moins)

deux antéédents par f , l'un dans l'intervalle ]x, y[ et l'autre dans l'intervalle ]y, z[, e qui ontredit
l'injetivité de f .
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Proposition 6. Méthode de dihotomie.

Soit f une fontion ontinue sur un segment [a, b], telle que f(a)f(b) < 0 (autrement dit,

f(a) et f(b) sont de signe opposé). On onstruit deux suites réurrentes (an) et (bn) en

posant a0 = a et b0 = b puis en proédant ainsi : ∀n ∈ N, on pose cn =
an + bn

2
, et si

f(an)f(cn) < 0, on pose an+1 = an et bn+1 = cn. Dans le as ontraire on pose an+1 = cn
et bn+1 = bn. Les deux suites (an) et (bn) sont alors adjaentes, et elles onvergent vers

une limite ommune α véri�ant f(α) = 0. De plus, on a ∀n ∈ N, bn − an =
b− a

2n
, e qui

majore l'erreur ommise en approhant α par an ou bn.

Démonstration. La roissane de la suite (an) et la déroissane de (bn) déoulent de façon immédiate

de leur dé�nition (on a toujours an 6 cn 6 bn). Prouvons don l'a�rmation bn − an =
b− a

2n
par

réurrene. Au rang 0, on a b0−a0 = b−a =
b− a

20
, don la proriété est vraie. Supposons la vraie au

rang n. On a alors, au hoix, bn+1−an+1 = cn−an =
bn − an

2
, ou bn+1−an+1 = bn− cn =

bn − an

2
.

Dans les deux as, en exploitant l'hypothèse de réurrene, bn+1 − an+1 =
b− a

2n
×

1

2
=

b− a

2n+1
, e

qui prouve la propriété au rang n + 1. Les deux suites (an) et (bn) sont don bien adjaentes, et

onvergent vers un même réel α.

Reste à prouver que f(α) = 0. Par onstrution, on aura toujours f(an) du même signe que f(a)
don, la fontion étant ontinue, par passage à la limite, f(α) aura également le même signe que

f(a). De même, f(bn) a le même signe que f(b), e qui implique que f(α) aussi. Comme f(a) et f(b)
sont supposés de signe opposé, la seule possibilité est f(α) = 0.

Exemple d'utilisation :On herhe à déterminer les solutions éventuelles de l'équation x3+2x+1 =
0. On pose pour ela f(x) = x3 + 2x+ 1. Cette fontion f est dérivable et f ′(x) = 3x2 + 2 > 0. La
fontion f est don stritement roissante et bijetive de R dans R, et s'annule en partiulier une seule

fois. Notons α la valeur orrespondante, et herhons à déterminer une valeur approhée de α par

dihotomie. Il faut ommener par trouver un premier enadrement de α pour déterminer les valeurs

initiales a et b des deux suites que l'on va onstruire. On onstate que f(0) = 1 et f(−1) = −2, don

la raine de f se trouve dans l'intervalle [−1, 0]. On alule ensuite g

(

−
1

2

)

= −
1

8
−1+1 = −

1

8
< 0,

don α ∈

[

−
1

2
, 0

]

. Puis on alule g

(

−
1

4

)

= −
1

64
−

1

2
+ 1 =

31

64
> 0, don α ∈

[

−
1

2
,−

1

4

]

. On sait

don déjà que α ≃ −
3

8
, à

1

8
près. On aura naturellement reours à la alulatrie ou à l'ordinateur

pour e�etuer e genre de aluls de façon plus poussée. Remarquons que pour obtenir une valeur

approhée à ε > 0 près, il su�t de hoisir n tel que

b− a

2n
< ε, 'est-à-dire un nombre d'étapes qui

roît de façon logarithmique si la variable reherhée est le nombre de déimales exate de la valeur

approhée.

3 Suites impliites.

Dans ette dernière partie, nous allons donner un exemple détaillé (sous forme d'exerie) d'étude

d'un type de suites intervenant fréquemment dans les exeries, et pour lesquelles il faut don avoir

ertains ré�exes à adopter, même si auun résultat préis ne sera énoné sous forme de théorème (on

se ontentera de donner en �n d'exerie un rappel des méthodes). Une suite impliite est la plupart

du temps dé�nie par une ondition du type fn(un) = 0, où fn désigne une suite de fontions ayant
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généralement une équation très similaire mais faisant bien sûr intervenir omme paramètre l'entier

naturel n. Nous reverrons la suite étudiée dans et exerie dans un hapitre ultérieur pour a�ner

enore les résultats démontrés en �n d'exerie.

Exerie : On dé�nit pour tout et exerie la fontion fn par fn(x) = ex − nx.

1. Étudier les variations des fontions fn, et prouver que l'équation fn(x) = 0 admet deux

solutions lorsque n > 3. On notera un la plus petite de es deux solutions.

2. Montrer que, ∀n > 3, un > 0.

3. Déterminer le signe de fn+1(un), en déduire la monotonie de la suite (un).

4. Faire une représentation graphique des premières fontions fn permettant d'illustrer les ré-

sultats déjà démontrés.

5. Montrer la onvergene de (un), puis prouver par l'absurde que lim
n→+∞

un = 0.

6. Déterminer la valeur de lim
n→+∞

nun.

Solution :

1. Toutes les fontions sont dé�nies, ontinues et dérivables sur R, de dérivée f ′

n(x) = ex−n. La

fontion fn admet don un extremum en ln(n), de valeur fn(ln(n)) = n − n ln(n). De plus,

lim
x→−∞

fn(x) = +∞ (on suppose ii n > 1, on va de toute façon très rapidement se restreindre

à des valeurs de n au moins égales à 3), et lim
x→+∞

fn(x) = +∞ par roissane omparée. On

peut don dresser le tableau de variations suivant :

x −∞ ln(n) +∞

fn

+∞

❅
❅
❅❘
n(1− ln(n))

�✒
�

�

+∞

Pour que l'équation fn(x) = 0 puisse avoir des solutions, il faut que son minimum soit

négatif, don que ln(n) > 1, e qui implique bien n > 3. Dans e as, la fontion est ontinue

et stritement monotone sur haun des deux intervalles ] − ∞, ln(n)] et [ln(n),+∞[, don
bijetive de haun de es intervalles vers [n(1 − ln(n)),+∞[. Comme 0 appartient à et

intervalle image, il admet un unique antéédent par fn dans haun des deux intervalles où

elle est monotone, e qui prouve que l'équation fn(x) = 0 admet exatement deux solutions

(la seule valeur ommune entre les deux intervalles, ln(n), a une image non nulle par fn). En

notant un la plus petite des deux, on peut déjà a�rmer que un < ln(n).

2. Il su�t de aluler fn(0) = 1 pour onstater que fn(0) > fn(un). La fontion fn étant

déroissante sur l'intervalle ] − ∞, ln(n)] auquel appartiennent 0 et un, on en déduit que

0 < un.

3. On alule fn+1(un) = eun − (n + 1)un. Mais, par dé�nition, fn(un) = eun − nun = 0, don
eun = nun, e qui permet de simpli�er notre alul : fn+1(un) = nun − (n+ 1)un = −un. En

partiulier, fn+1(un) < 0 puisque un > 0. Comme par ailleurs fn+1(un+1) = 0, on peut don

a�rmer que fn+1(un) < fn+1(un+1), et la déroissane de la fontion fn+1 sur l'intervalle

] − ∞, ln(n + 1)] (auquel appartiennent un et un+1) permet de onlure que un > un+1. La

suite (un) est don stritement déroissante.

4. Les deux points essentiels à visualiser sont les suivants : les ourbes sont déroissantes (sur

les intervalles qui nous intéressent) et surtout la ourbe de fn est au-dessus de elle de un+1

('était le sens du premier alul de la question préédente), e qui explique qu'elle oupe

l'axe des absisses après ette dernière, et don que un > un+1 :
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5. La suite est déroissante et minorée par 0, elle onverge ertainement, vers une limite l > 0.
Si on avait l > 0, on pourrait en déduire que lim

n→+∞

nun = +∞. Or on sait que, par dé�nition

de la suite, on a toujours nun = eun
. On devrait don avoir une limite in�nie pour eun

, e qui

n'est pas ompatible ave le fair que la suite (un) onverge. C'est absurde, on a néessairement

lim
n→+∞

un = 0.

6. Il su�t de reprendre l'égalité déjà exploitée dans la question préédente : puisque lim
n→+∞

un = 0,

on a lim
n→+∞

eun = 1. Or, eun = nun, don lim
n→+∞

nun = 1. On notera bient�t ei de la façon

suivante : un ∼
n→+∞

1

n
(e qui signi�e que les deux suites ont le même ordre de grandeur quand

n tend vers +∞). Nous verons même bient�t omment obtenir des informations beauoup

plus préises, pour ommener un ordre de grandeur de l'éart entre un et

1

n
, à l'aide des

développements limités.

Pour onlure, donnons une petite liste plus générale des méthodes à onnaître pour l'étude de e

type de suites. On débutera de toute façon toujours par l'étude des variations des fontions fn.

• on utilisera systématiquement le théorème de la bijetion pour justi�er l'existene et l'uniité

de la solution à l'équation dé�nissant un.

• pour majorer ou minorer une telle suite par un réel M , on se ontente de aluler fn(M) et
d'utiliser la monotonie des fontions fn pour onlure.

• pour étudier la monotonie de la suite, on tentera d'exprimer fn+1(un) (ou fn(un+1)) sous une
forme simple (le but est de pouvoir déterminer son signe), pour le omparer à fn+1(un+1)
(qui est nul par hypothèse). Là enore, les variations de fn permettront de onlure.

• pour déterminer la limite éventuelle de la suite, on tentera de passer à la limite dans la relation

fn(un) = 0. On aura par ailleurs régulièrement reours à un raisonnement par l'absurde.
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