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Exer
i
e 1

1. La fon
tion f est 
ertainement dérivable sur R, et f ′(x) =
ex(e2x + 1)− 2e2xex

(e2x + 1)2
=

ex(1− e2x)

(e2x + 1)2
.

Cette dérivée est du signe de 1 − e2x, qui est positif si e2x 6 1, don
 si x 6 0. La fon
tion

sera don
 
roissante sur R
−
et dé
roissante sur R

+
, ave
 pour maximum f(0) =

1

2
. En�n,

on a sans di�
ulté lim
x→−∞

f(x) = 0, et les plus malins 
onstateront que, quitte à diviser nu-

mérateur et dénominateur par ex, on a f(x) =
1

ex + e−x
=

2

ch(x)
, 
e qui prouve que f est

paire, et a

essoirement que lim
x→+∞

f(x) = 0. On peut 
on
lure en dressant le petit tableau de

variations suivant :

x −∞ 0 +∞

f

0

�✒
�

�

1
2

❅
❅
❅❘

0

2. De toute éviden
e, f(x)−x > 0 quand x 6 0 puisqu'on a alors f(x) > 0 et x 6 0. Sur [0,+∞[,
la fon
tion g dé�nie par g(x) = f(x)−x est stri
tement dé
roissante (elle est la di�éren
e d'une

fon
tion dé
roissante et d'une fon
tion 
roissante), et véri�e g(0) =
1

2
et lim

x→+∞
g(x) = −∞,

don
 elle est bije
tive de [0,+∞[ vers

]

−∞,
1

2

]

, et en parti
ulier s'annule une unique fois sur

R
+
. Ce
i prouve bien que f admet un unique point �xe l, que f(x) − x > 0 sur ] −∞, l] et

f(x)−x 6 0 sur [l,+∞[. En�n, il suggit de 
onstater que g

(

1

2

)

= f

(

1

2

)

− 1

2
6 0 (la fon
tion

f étant majorée par

1

2
) pour 
onstater que la fon
tion g s'annule sur

[

0,
1

2

]

(théorème des

valeurs intermédiaires).

3. Une tentative de représentation ave
 zoom sur la zone intéressante (et é
helle di�érente sur

les deux axes), on ne voit malgré tout pas grand 
hose 
ar la suite 
onverge quand même

vraiment vite :
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0 1 2−1

0

4. On a déjà prouvé que f

(

1

2

)

∈
[

0,
1

2

]

, et f étant dé
roissante sur

[

0,
1

2

]

, la stabilité de

l'intervalle en dé
oule. Une ré
urren
e triviale montre alors que un ∈
[

0,
1

2

]

: 
'est vrai par

hypothèse pour u0 et l'hérédité un ∈
[

0,
1

2

]

⇒ un+1 ∈
[

0,
1

2

]

dé
oule de la stabilité de

l'intervalle par f .

5. L'en
adrement 0 6 f(x) 6
1

2
, d'ailleurs valable sur R tout entier, dé
oule dire
tement de

l'étude des variations de f . De plus, si x > 0, |f ′(x)| = ex(e2x − 1)

(e2x + 1)2
= f(x)× e2x − 1

e2x + 1
. Comme

0 6 e2x − 1 6 e2x + 1 sur [0,+∞[, on en déduit fa
ilement que |f ′(x)| 6 f(x).

6. On peut appliquer l'inégalité des a

roissements �nis sur [0,+∞[ pour obtenir que, ∀(y, z) ∈
(R+)2, |f(z)−f(y)| 6 1

2
|z−y|. Il su�t alors de poser y = l (qui est bien positif), don
 f(y) = l

puisque l est point �xe de f , et z = un (qui est toujours positif) pour avoir exa
tement la

première inégalité demandée dans l'énon
é. La se
onde se prouve bien sûr par ré
urren
e :

pour n = 0, |u0− l| = l 6
1

2
d'après la question 2, et si on suppose l'inégalité véri�ée au rang

n, alors |un+1 − l| 6 1

2
|un − l| 6 1

2
× 1

2n+1
=

1

2n+2
en exploitant su

essivement la première

inégalité obtenue dans 
ette question puis l'hypothèse de ré
urren
e.

7. On a don
 0 6 |un − l| 6 1

2n+1
, ave
 lim

n→+∞

1

2n+1
= 0. D'après le théorème des gendarmes,

on peut en déduire que lim |un − l| = 0, don
 que (un) 
onverge vers l. L'inégalité obtenue

permet par ailleurs d'a�rmer que |un − l| 6 10−5
dès que

1

2n+1
6 10−5

(et même peut-être

avant), don
 si 2n+1 > 105. Même pas besoin de passer aux logarithmes i
i si on 
onnait un

peu ses puissan
es de 2. On sait que 210 est légèrement supérieur à 1 000, et 27 = 128, don

217 > 105, 
e qui permet de prendre n = 16.

8. Non, la fon
tion f étant bornée par 0 et

1

2
, on aura toujours u1 ∈

[

0,
1

2

]

quelle que soit la

valeur de u0, et on pourra don
 appliquer les mêmes 
al
uls que 
i-dessus, quitte à isoler le

premier terme de la suite.

Exer
i
e 2

1. (a) Puisque le dénominateur ex + 1 ne peut jamais s'annuler, Dfn = R.
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(b) La fon
tion fn est de 
lasse C∞ sur R, et f ′
n(x) = −

ex

(1 + ex)2
+ n, puis f ′′

n(x)

=
−ex(1 + ex)2 + 2e2x(1 + ex)

(1 + ex)4
=

2e2x − ex(1 + ex)

(1 + ex)3
=

ex(ex − 1)

(1 + ex)3
.

(
) La fon
tion f ′′
n est du signe de ex − 1, don
 positive sur [0,+∞[ et négative sur ]−∞, 0].

La fon
tion f ′
n admet don
 un minimum en 0, de valeur f ′

n(0) = n − 1

4
> 0, don
 fn est

stri
tement 
roissante sur R. Comme on nous demande des tableaux de variation 
omplets,


al
ulons en plus les limites des deux fon
tions. On peut é
rire f ′
n(x) = n− 1

e−x + 2 + ex

pour obtenir fa
ilement lim
x→±∞

f ′
n(x) = n. Pour fn, il n'y au
une forme indéterminée à

gérer : lim
x→−∞

fn(x) = −∞ et lim
n→+∞

fn(x) = +∞.

x −∞ 0 +∞

f ′

n ❍❍❍❥
n− 1

4

✟✯✟✟

n

f

−∞
✟✯✟✟

1
2

✟✯✟✟

+∞

(d) La dérivée se
onde 
al
ulée plus haut s'annule uniquement quand ex = 1, don
 pour

x = 0. Comme fn(0) =
1

2
quelle que soit la valeur de n, le point

(

0,
1

2

)

est don
 un point

d'in�exion 
ommun à toutes les 
ourbes. Puisque f ′
n(0) = n− 1

4
, l'équation de la tangente


orrespondante est don
 y =

(

n− 1

4

)

x+
1

2
. En parti
ulier, pour n = 1, la tangente aura

pour équation y =
3

4
x+

1

2
.

(e) Il n'y a pas grand 
hose à faire à part respe
ter la position relative de la 
ourbe par rapport

à sa tangente (la fon
tion doit être 
on
ave et en-dessous de sa tangente sur R
−
, 
onvexe

et au-dessus sur R
+
).
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2. (a) En e�et, la fon
tion fn est bije
tive de R dans R, don
 
'est évident.

(b) On sait déjà que fn(0) =
1

2
> 0, 
al
ulons don
 fn

(

− 1

n

)

=
1

1 + e−
1

n

− 1 < 0 puisque

1

1 + e−
1

n

< 1. On en déduit que fn

(

− 1

n

)

< fn(un) < fn(0), 
e qui par 
roissan
e de la

fon
tion fn su�t à démontrer que − 1

n
< un < 0.

(
) On 
al
ule fn+1(un) =
1

1 + eun

+ (n + 1)un. Or, par dé�nition de la suite, fn(un) =

1

1 + eun

+ nun = 0, don
 fn+1(un) = un. En parti
ulier, d'après l'en
adrement de la

question pré
édente, fn+1(un) < 0. Or, toujours par dé�nition, fn+1(un+1) = 0. On en

déduit que fn+1(un) < fn+1(un+1), dont dé
oule (par 
roissan
e de fn+1) un < un+1. La

suite (un) est don
 stri
tement 
roissante. Ce 
al
ul ne sert absolument à rien puisque

l'en
adrement de la question pré
édente su�t à prouver que lim
n→+∞

un = 0 (théorème des

gendarmes).

(d) Par dé�nition de la suite, on sait que

1

1 + eun

+ nun = 0, ou en
ore que nun = − 1

1 + eun

.

Mais 
omme (un) a une limite nulle, on a 
ertainement lim
1

1 + eun

=
1

2
, don
 limnun =

−1

2
.

(e) Cal
ulons don
 n2un +
n

2
= n × nun +

n

2
= n

(

1

2
− 1

1 + eun

)

=
n(1− eun)

2(1 + eun)
= nun ×

1− eun

un
× 1

2(1 + eun)
. Or, on sait que limnun = −1

2
, et que limun = 0, don
 lim

1− eun

un
=

1 (taux d'a

roissement de la fon
tion exponentielle ave
 une variable qui tend vers 0). Le
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dernier terme du produit ne posant pas de problème, on peut don
 
al
uler limn2un+
n

2
=

−1

2
×1× 1

4
= −1

8
. Autrement dit, limn2un+

n

2
+

1

8
= 0. En notant ε(n) 
ette expression,

on a don
 n2un +
n

2
+

1

8
= ε(n), 
e qui donne bien en divisant tout par n2

et en passant

quelques termes à droite un = − 1

2n
− 1

8n2
+

ε(n)

n2
.

Exer
i
e 3

1. Cal
ulons don
 A2 =





8 4 −12
8 12 −24
4 4 −8





. Tous les 
oe�
ients en-dehors de la diagonale ont

été multipliés par 4 par rapport à 
eux de A, et la diagonale, après être multipliée par 4,
doit être diminuée de 4 pour donner 
elle de A2

. Autrement dit, A2 = 4A − 4I3. On peut

en déduire que I3 = A − 1

4
A2 = A

(

I3 −
1

4
A

)

. La matri
e A est don
 inversible, d'inverse

A−1 =





1
4 −1

4
3
4

−1
2 0 3

2
−1

4 −1
4

5
4





.

2. Pour e�e
tuer les premières étapes du pivot de Gauss, il est préférable de ne pas avoir de


oe�
ient dépendant de x sur la diagonale, 
'est pour 
ela qu'on va 
ommen
er par un petit

é
hange de lignes. Par ailleurs, on ne fera qu'une petite partie du pivot, la seule né
essité

étant de transformer A− xI3 en matri
e triangulaire :





3− x 1 −3
2 4− x −6
1 1 −1− x





L1 ↔ L3





1 1 −1− x

2 4− x −6
3− x 1 −3



 L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 + (x− 3)L1





1 1 −1− x

0 2− x 2x− 4
0 x− 2 −x2 + 2x





L3 ← L3 + L2





1 1 −1− x

0 2− x 2x− 4
0 0 −x2 + 4x− 4





On peut arrêter le 
al
ul i
i, la matri
e est inversible si et seulement au
un des 
oe�
ients

diagonaux obtenus lors de la dernière étape n'est nul. Elle n'est don
 pas inversible si 2−x = 0
ou si x2 − 4x + 4 = (x − 2)2 = 0, 
e qui se produit pour l'unique valeur x = 2 (
as assez

ex
eptionnel, en général une matri
e 
arrée d'ordre 3 aura trois valeurs de x pour lesquelles

A− xI3 n'est pas inversible, valeurs pouvant éventuellement être 
omplexes).

3. L'équation à résoudre peut se mettre sous la forme d'un système :







3x + y − 3z = 2x
2x + 4y − 6z = 2y
x + y − z = 2z

.

Les trois équations de 
e système étant équivalentes à l'unique 
ondition x + y − 3z = 0, il
sera vite résolu : S = {(3z − y, y, z) | (y, z) ∈ R

2}. En parti
ulier, la solution véri�ant y = 1
et z = 0 est (−1, 1, 0) et 
elle véri�ant y = 0 et z = 1 est (3, 0, 1). Ces deux 
al
uls ont un

lien ave
 le 
hoix de la matri
e P (regardez les deux premières 
olonnes de 
elle-
i) que nous
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ne pouvons pas en
ore bien 
omprendre. Bien sûr, le fait d'avoir résolution spé
i�quement

l'équation AX = 2X et d'avoir obtenu des tas de solutions est aussi en lien ave
 le fait que 2
est la seule valeur pour laquelle A− xI3 n'est pas inversible.

4. Utilisons don
 la méthode du système :







−x + 3y + z = a

x = b

y = c

se résout sans faire de


al
ul ou presque, il su�t de 
onstater que z = x− 3y + a = a+ b− 3z pour 
on
lure que la

matri
e P est inversible et que P−1 =





0 1 0
0 0 1
1 1 −3





.

5. Chouette, une question bêtement 
al
ulatoire : P−1A =





2 4 −6
1 1 −1
2 2 −6





, puis P−1AP =





2 0 2
0 2 1
0 0 2





. La matri
e obtenue est bien triangulaire supérieure, tout va bien.

6. C'est une ré
urren
e hyper 
lassique. Pour n = 0, PT 0P−1 = PI3P
−1 = PP−1 = I3 = A0

,

don
 la formule est véri�ée. Si on la suppose véri�ée au rang n, alors An+1 = A × An =
APT nP−1

. Or, P−1AP = T , don
 en mutlipliant par P à gau
he, AP = PT . On rempla
e

dans le 
al
ul pré
édent pour obtenir An+1 = PTT nP−1 = PT n+1P−1
, 
e qui a
hève la

preuve de l'hérédité.

7. La matri
e N véri�e don
 N =





0 0 2
0 0 1
0 0 0





. Un 
al
ul immédiat donne N2 = 0, et

don
 Nk = 0 pour tout entier k > 2. Par ailleurs, les matri
es N et 2I3 
ommutent, on

peut don
 appliquer la formule du bin�me de Newton pour obtenir T n = (N + 2I3)
n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

Nk(2I3)
n−k = 2nI3 + n2n−1N (les termes suivants sont tous nuls). Un peu de 
al
ul

pour terminer la question : T n =





2n 0 n2n

0 2n n2n−1

0 0 2n





, puis PT n =





−2n 3× 2n (n + 2)2n−1

2n 0 n2n

0 2n n2n−1





,

et en�n An = PT nP−1 =





(n+ 2)2n−1 n2n−1 −3n2n−1

n2n (n+ 1)2n −3n2n
n2n−1 n2n−1 (2− 3n)2n−1





. Si on n'a pas 
on�an
e

en ses 
al
uls, on véri�e que ça donne la bonne matri
e pour A2
(
'est bien le 
as).

8. On rempla
e don
 n par −1, autrement dit tous les 2n par des

1

2
et les 2n−1

par des

1

4
, et on

trouve la matri
e





1
4 −1

4
3
4

−1
2 0 3

2
−1

4 −1
4

5
4





. On ne peut que 
onstater que ça mar
he fort bien !

Exer
i
e 4

1. Toutes les fon
tions fn sont de 
lasse C∞ sur R
+
, de dérivée f ′

n(x) = −e−xxn + ne−xxn−1 =
e−xxn−1(n−x). Sur [0,+∞[, le signe de 
ette dérivée est simplement 
elui de n−x, don
 fn est


roissante sur [0, n] et dé
roissante sur [n+∞[, ave
 pour maximum fn(n) = e−nnn =
(n

e

)n

.

De plus, fn(0) = 0 (sauf pour n = 0 où on a fn qui atteint son maximum de hauteur 1
en 0) et lim

n→+∞
fn(x) = 0 par 
roissan
e 
omparée. On dérive une deuxième fois : f ′′

n(x) =

e−xxn− 2ne−xxn−1+n(n− 1)e−xxn−2 = e−xxn−2(x2− 2nx+n2−n). La dérivée se
onde est

don
 du signe du trin�me x2−2nx+n2−n, qui a pour dis
riminant ∆ = 4n2−4(n2−n) = 4n
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et pour ra
ines x1 =
2n− 2

√
n

2
= n − √n et x2 = n +

√
n. En oubliant le 
as n = 0 (où la

dérivée se
onde est positive et la fon
tion 
onvexe), on a don
 deux valeurs d'annulation de

f ′′
qui sont toutes les deux stri
tement positives, l'une inférieure à n et l'autre supérieure à

n (dans le 
as où n = 1 on aura x1 = 0). On n'essaiera pas de 
al
uler les valeurs de fn aux

points 
orrespondants 
ar ça ne se simpli�e pas vraiment.

2. Rappelons simplement que la 
ourbe de f0 est 
onvexe, 
elle de f1 
on
ave sur [0, 2] puis


onvexe sur [2,+∞[ (ave
 pour maximum f1(1) =
1

e
), et 
elle de f2 
on
ave uniquement sur

[2 −
√
2, 2 +

√
2], ave
 pour maximum f2(2) =

4

e2
. Signalons en�n que f1(2) =

2

e2
. On a

indiqué par de gros points oranges les points de 
hangement de 
onvexité :

0 1 2 3 4 5

0

1

3. Par dé�nition, L0(x) = exf0(x) = exe−x = 1, puis L1(x) = exf ′
1(x) = exex(1− x) = 1− x et

L2(x) =
ex

2
f ′′
2 (x) =

ex

2
e−x(x2 − 4x+ 2) =

1

2
x2 − 2x+ 1.

4. Pour n = 0, la somme 
ontient un seul terme égal à 1. Pour n = 1, elle vaut 1+

(

1

1

)

×(−x) =

1 − x. En�n, pour n = 2, on 
al
ule 1 −
(

2

1

)

x +

(

2

2

)

x2

2!
= 1 − 2x +

1

2
x2. Ces formules


orrespondent bien aux 
al
uls de la question pré
édente.

5. En posant g(x) = e−x
et h(x) = xn, on a fn(x) = g(x)h(x). On peut alors appliquer la formule

de Leibniz pour 
al
uler f
(n)
n : g(k)(x) = (−1)ke−x

(on 
hange le signe à 
haque dérivation) et

h(k)(x) =
n!

(n− k)!
xn−k

(
al
ul 
lassique, on fait une ré
urren
e si on veut vraiment être hyper

rigoureux). On en déduit que f
(n)
n (x) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

g(k)(x)h(n−k)(x) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

n!(−1)ke−xxk

k!
,

puis Ln(x) =
ex

n!
f
(n)
n (x) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)kxk
k!

.

6. On 
onstate simplement que fn+1(x) = xfn(x), et on applique la formule de Leibniz, en

ne gardant que les deux premiers termes puisque les dérivées ultérieures de l'identité vont

s'annuler : f
(n+1)
n+1 (x) = xf

(n+1)
n (x) + (n+ 1)f

(n)
n (x).

7. Par dé�nition, f
(n+1)
n+1 (x) = (n + 1)!e−xLn+1(x). De même, f

(n)
n (x) = n!e−xLn(x), don


f
(n+1)
n (x) = −n!e−xLn(x) + n!e−xL′

n(x). En reportant 
es formules dans l'équation obte-

7



nue à la question pré
édente et en simpli�ant par n! et par e − x, il reste (n + 1)Ln+1(x) =
−xLn(x) + xL′

n(x) + (n+ 1)Ln(x) = xL′
n(x) + (n + 1− x)Ln(x).

8. Via la formule de Pas
al, on peut é
rire

(

n

k

)

+

(

n

k − 1

)

=

(

n+ 1

k

)

, don


1

(k − 1)!

(

n

k

)

+

1

(k − 1)!

(

n

k − 1

)

=
1

(k − 1)!

(

n+ 1

k

)

=
(n+ 1)!

(k − 1)!k!(n + 1− k)!
. Par ailleurs, toujours en ex-

ploitant la formule de Pas
al (mais dans un sens un peu inhabituel,

(

n+ 1

k

)

−
(

n

k

)

=
(

n

k − 1

)

, don


n+ 1

k!

(

n+ 1

k

)

− n+ 1

k

(

n

k

)

=
n+ 1

k!

(

n

k − 1

)

=
(n+ 1)n!

k!(k − 1)!(n − k + 1)!
=

(n+ 1)!

k!(k − 1)!(n + 1− k)!
. À un très léger réarrangement des termes près, on vient de démontrer

l'égalité demandée.

9. Allons-y don
 pour une ré
urren
e. Le résultat pour n = 0 a déjà été véri�é à la question 4,

supposons don
 la formue 
orre
te au rang n, alors on peut é
rire L′
n(x) =

n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)k
k!

×

kxk−1 =

n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)k
(k − 1)!

xk−1
. On 
al
ule alors, en exploitant bien entendu le résultat de la

question 7, (n+1)Ln+1(x) =

n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)k
(k − 1)!

xk+(n+1)

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)k
k!

xk−
n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)k
k!

xk+1 =

n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)k
(k − 1)!

xk + (n + 1)

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)k
k!

xk +

n+1
∑

k=1

(

n

k − 1

)

(−1)k
(k − 1)!

xk ave
 un petit dé
a-

lage d'indi
es sur la dernière somme (le (−1)k n'a pas été modi�é mais le signe devant la

somme 
hangé pour 
ompenser). On peut regrouper tous les termes d'indi
e 
ompris entre

1 et n (et sortir les autres des sommes) et utiliser la question pré
édente pour obtenir

Ln+1(x) = (n + 1)

n
∑

k=1

(

n+ 1

k

)

(−1)k
k!

xk + (n + 1) +
(−1)n+1

n!
xn+1

(les deux termes sortis

sont 
eux d'indi
e 0 de la somme du milieu, qui vaut don
 n + 1 et 
elui d'indi
e n + 1 de

la somme de droite). Il ne reste qu'à diviser par n+ 1 et 
onstater que, mira
uleusement, les

deux termes sortis se réinsèrent en tant que terme d'indi
e 0 et terme d'indi
e n+ 1 dans la

somme pour donner exa
tement la formule prouvant l'hérédité.

10. On peut utiliser les relations obtenues en 
ours d'exer
i
e, mais on peut aussi bourriner sale-

ment puisqu'on a une formule expli
ite. On a déjà 
al
ulé L′
n(x) sous forme de somme plus

haut, 
onstatons don
 que L′
n(x)−L′

n+1(x) =

n
∑

k=1

(

n

k

)

(−1)k
(k − 1)!

xk−1−
n+1
∑

k=1

(

n+ 1

k

)

(−1)k
(k − 1)!

xk−1 =

−
n
∑

k=1

(

n

k − 1

)

(−1)k
(k − 1)!

xk−1− (−1)n+1

n!
xn =

n−1
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)k
k!

xk+
(−1)n
n!

xn = Ln(x) (en
ore une

fois, le 
hangement de signe lors du dé
alage d'indi
e est 
ompensé par le fait qu'on ne modi�e

pas le (−1)k dans la somme).
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