
Devoir Surveillé n

o

4 : orrigé

MPSI Lyée Camille Jullian

1er déembre 2022

Exerie 1

1. L'équation a pour disriminant ∆ = 1 − 4 = −3 et pour raines z1 =
−1− i

√
3

2
et z2 =

−1 + i
√
3

2
. On onstate immédiatement que z2 = j. De plus, j2 =

(

−1

2
+ i

√
3

2

)2

=
1

4
−

√
3

2
i− 3

4
= −1

2
− i

√
3

2
i = z1.

2. On devrait ii reonnaitre sans alul que j = ei
2π

3
, don |z| = 1 et arg(z) ≡ 2π

3
[2π].

3. Sous forme exponentielle, 'est évident : j3 = (ei
2π

3 )3 = ei2π = 1. De plus, j + j2 = −1

2
+

i

√
3

2
− 1

2
− i

√
3

2
= −1, don j2 = −1− j.

4. Un petit dessin devrait su�re à se onvainre que le triangle est équilatéral (entré en l'origine

du repère), mais omme on n'a pas enore parlé en ours de raines n-èmes de l'unité, on va

le prouver à la main en alulant les longueurs des trois �tés : PQ = |j−1| =
∣

∣

∣

∣

∣

−3

2
+ i

√
3

2

∣

∣

∣

∣

∣

=

√

9

4
+

3

4
=

√
12

2
=

√
3. De même, PR = |j2 − 1| =

∣

∣

∣

∣

∣

−3

2
− i

√
3

2

∣

∣

∣

∣

∣

=
√
3, et en�n QR =

|j− j2| = |j| × |1− j| = |1− j| =
√
3 puisque |j| = 1. Les trois �tés étant de même longueur,

le triangle est bien équilatéral (de �té

√
3).

5. (a) On érit par exemple a− c = −jb− j2c− c = −jb+ c(−j2 − 1) = −jb+ jc = j(c− b) en
exploitant en e�et le résultat de la question 3.

(b) En prenant les modules (et en se souvenant que |j| = 1), l'égalité préédente implique

|a− b| = |c− b|, don AB = CB, e qui revient exatement à dire que ABC est isoèle en

C.

() On alule ette fois-i a− b = −jb− j2c − b = b(−j − 1) − j2c = j2b − j2c = j2(b− c).
Comme |j2| = 1, on en déduit ette fois-i que AB = BC, le triangle a don trois �tés

égaux, il est bien équilatéral.

Exerie 2

1. (a) On dérive la fontion omplexe de façon naturelle (i est une onstante) : w′(t) = y′(t) +
iz′(t) = −2y(t)−z(t)+cos(t)+ iy(t)−2iz(t)+ i sin(t) = (−2+ i)y(t)+(−1−2i)z(t)+eit .

Comme i(−2+i) = −2i−1, on a bien w′(t) = (−2+i)(y(t)+iz(t))+eit = (−2+i)w(t)+eit.

(b) C'est une équation linéaire du premier ordre, d'équation homogène assoiée w′+(2−i)w =
0. La fontion onstante t 7→ 2 − i admet pour primitive t 7→ (2 − i)t, et les solutions de
l'équation homogène sont don de la forme wh : t 7→ Ke(−2+i)t

, ave K ∈ C. On herhe
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ensuite une solution partiulière sous la forme yp(t) = aeit (l'équation est à oe�ients

onstants, pas besoin de faire de la variation de la onstante, même si ça fontionnerait

très bien ii). On aura alors y′p(t) = aieit, et yp est don solution de l'équation omplète

si aieit = (−2 + i)aeit + eit, don (après avoir simpli�é par eit qui ne s'annule jamais)

0 = −2a + 1. On peut don prendre yp(t) =
1

2
eit. Les solutions de l'équation omplète

sont alors les fontions de la forme y : t 7→ 1

2
eit +Ke(−2+i)t

, ave K ∈ R.

() Par dé�nition, y et z sont les parties réelle et imaginaire de w. Détaillons le alul :

an posant K = A + iB, w(t) =
1

2
(cos(t) + i sin(t)) + (A + iB)(cos(t) + i sin(t))e−2t =

1

2
cos(t)+A cos(t)e−2t−B sin(t)e−2t+

1

2
i sin(t)+iB cos(t)e−2t+iA sin(t)e−2t

. Les solutions

du système initial sont don les ouples de fontions (y, z) telles que y(t) =
1

2
cos(t) +

(A cos(t) − B sin(t))e−2t
, et z(t) =

1

2
sin(t) + (B cos(t) + A sin(t))e−2t

, ave (A,B) ∈ R
2

(les deux onstantes A et B devant bien sûr être les mêmes pour dé�nir une solution du

système).

2. (a) Les équations dé�nissant le système initial le prouvent de façon immédiate, puisque les

membres de droite de es équations sont dérivables, don y′ et z′ le sont également (en

fait, nos solutions sont de lasse C∞
).

(b) On dérive la première équation pour obtenir y′′ = −2y′ − z′ − sin(t), puis on remplae z′

à l'aide de la deuxième équation du système : y′′ = −2y′ − y + 2z − 2 sin(t). En�n, on
reprend la première équation pour obtenir 2z = −4y− 2y′ +2cos(t), et on remplae dans

l'équation dérivée qu'on vient d'obtenir : y′′ = −2y′ − y − 4y − 2y′ +2cos(t)− 2 sin(t), e
qui donne bien y′′ + 4y′ + 5y = 2cos(t)− 2 sin(t).

() L'équation obtenue est une équation du seond ordre à oe�ients onstants, d'équation

aratéristique r2 + 4r + 5 = 0. Cette équation a pour disriminant ∆ = 16− 20 = −4 et

pour raines r1 =
−4 + 2i

2
= −2+ i et r2 = −2− i. Les solutions de l'équation homogène

assoiée sont don les fontions de la forme yh : t 7→ (A cos(t) + B sin(t))e−2t
. Pour

obtenir une solution partiulière, on herhe d'abord une solution de l'équation omplexe

y′′ + 4y′ + 5y = eit sous la forme zc(t) = aeit. On alule y′c(t) = aieit et y′′c (t) = −aeit.

Cette fontion est solution de notre équation omplexe si (−a + 4ai + 5a)eit = eit, don

si a =
1

4 + 4i
=

4− 4i

32
=

1

8
− 1

8
i. Autrement dit, yc(t) =

(

1

8
− 1

8
i

)

eit =
1

8
cos(t) −

1

8
i cos(t)+

1

8
i sin(t)+

1

8
sin(t). En prenant les parties réelles et imaginaire de yc, on obtient

des solutions partiulières des équations y′′+4y′+5y = cos(t) (une telle solution est don

t 7→ 1

8
cos(t) +

1

8
sin(t)), et y′′ + 4y′ + 5y = sin(t) (ette fois-i, t 7→ −1

8
cos(t) +

1

8
sin(t)

est solution). Par superposition, une solution de notre équation de départ est don donnée

par yp : t 7→ 2

8
cos(t) +

2

8
sin(t) +

2

8
cos(t)− 2

8
sin(t) =

1

2
cos(t). Finalement, les solutions

de l'équation omplète sont don de la forme y : t 7→ 1

2
cos(t) + (A cos(t) + B sin(t))e−2t

.

Au signe de la onstante près, e sont exatement les solutions obtenues par la première

méthode.

(d) En reprenant la première équation du système et les formules obtenues pour y, on alule

z(t) = −2y(t) − y′(t) + cos(t) = − cos(t) − 2A cos(t)e−2t − 2B sin(t)e−2t +
1

2
sin(t) +

A sin(t)e−2t−B cos(t)e−2t+2A cos(t)e−2t+2B sin(t)e−2t+cos(t) =
1

2
sin(t)+A sin(t)e−2t−

B cos(t)e−2t
, 'est-à-dire à nouveau les formules obtenues par la première méthode, le

hangement de signe étant le même que pour y. Mais omme on a dérivé une de nos
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équations pour obtenir es formules par la deuxième méthode, il reste à véri�er que la

deuxième équation du système est véri�ée (la première l'est forément puisqu'on vient de

l'utiliser pour aluler z) : z′(t) =
1

2
cos(t) +A cos(t)e−2t − 2A sin(t)e−2t +B sin(t)e−2t +

2B cos(t)e−2t
, et y(t) − 2z(t) + sin(t) =

1

2
cos(t) + (A cos(t) + B sin(t))e−2t − sin(t) −

2A sin(t)e−2t + 2B cos(t)e−2t + sin(t). Les deux expressions sont toujours égales, tous les

ouples de fontions obtenus sont don solutions du système initial.

Exerie 3

1. (a) Posons don y(x) = xk, pour obtenir y′(x) = kxk−1
et y′′(x) = k(k−1)xk−2

. La fontion y

est solution de l'équation homogène si k(k−1)xk−kxk+xk = 0, e qui sera manifestement

le as si k2−k−k+1 = 0, don pour k = 1 (solution double de l'équation du seond degré

obtenue). En e�et, y(x) = x dé�nit de façon assez triviale une solution de notre équation

homogène.

(b) On pose don y(x) =
z(x)

x
, e qui donne y′(x) =

z′(x)

x
− z(x)

x2
, puis y′′(x) =

z′′(x)

x
−

2
z′(x)

x2
+2

z(x)

x3
. On remplae tout dans l'équation initiale pour obtenir xz′′−2z′+

2

x
z−z′+

1

x
z+

1

x
z = 2x, e qui ne donne pas du tout l'équation souhaitée. On se rend alors ompte de

l'erreur d'énoné et on pose plut�t y(x) = xz(x). Cette fois-i, y′ = z+xz′, y′′ = 2z′+xz′′,

et tout reporter dans l'équation initiale donne 2x2z′ + x3z′′ − xz − x2z′ + xz = 2x, soit

x3z′′ + x2z′ = 2x. Cette fois-i, en divisant par x2, on tombe bien sur xz′′ + z′ =
2

x
.

() Histoire de bien rédiger, posons w(x) = z′(x). La fontion w est don solution (après

normalisation) de l'équation du premier ordre w′ +
1

x
w =

2

x2
(notée (E1b)). Les solutions

de l'équation homogène assoiée sont de la forme wh : x 7→ Ke− ln(x) =
K

x
, aveK ∈ R. On

va herher une solution partiulière en posant wp(x) =
K(x)

x
(variation de la onstante),

don w′

p(x) =
K ′(x)

x
− K(x)

x2
. Cette fontion est solution de (E1b) si

K ′(x)

x
− K(x)

x2
+

1

x
× K(x)

x
=

2

x2
, don si K ′(x) =

2

x
. On prend K(x) = 2 ln(x), don wp(x) =

2 ln(x)

x
.

Les solutions de E1b sont don toutes les fontions de la forme w : x 7→ 2 ln(x) +K

x
, ave

K ∈ R. Puisqu'on a posé w = z′, il reste à aluler les primitives de es fontions (on veut

ii toutes les solutions de l'équation (E1), on ne peut pas se ontenter de aluler une

seule primitive). Comme

2 ln(x)

x
est de la forme 2uu′, ave u(x) = ln(x), on peut prendre

omme primitive ln2. Les solutions de l'équation (E1) sont don toutes les fontions de la
forme z : x 7→ ln2(x) +K ln(x) + L, ave (K,L) ∈ R

2
.

(d) Il ne reste plus qu'à remonter le hangement de fontion : y(x) = xz(x) = x ln2(x) +
Kx ln(x) + Lx, ave (K,L) ∈ R

2
.

2. (a) On dérive bien sûr deux fois : y′(x) =
1

x
z′(ln(x)), puis y′′(x) = − 1

x2
z′(ln(x))+

1

x2
z′′(ln(x)).

En reportant dans l'équation (E), −z′(ln(x)) + z′′(ln(x)) − z′(ln(x)) + z(ln(x)) = 2x.
On e�etue le hangement de variable : t = ln(x), don 2x = 2et, et on obtient bien

z′′(t)− 2z′(t) + z(t) = 2et.

(b) Il s'agit d'une équation du seond ordre à oe�ients onstants. Son équation aratéris-

tique r2 − 2r + 1 = 0 a pour raine double r0 = 1, les solutions de l'équation homogène

assoiée sont don de la forme zh : t 7→ (At+B)et, ave (A,B) ∈ R
2
. Puisque 1 est raine
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double de l'équation aratéristique et qu'on a un seond membre de la forme P (t)et, ave
P polyn�me onstant, on va herher une solution partiulière sous la forme zp(t) = at2et.

On alule z′p(t) = (2at+at2)et, puis z′′p (t) = (2a+4at+at2)et. La fontion zp est solution

de (E2) si (2a+4at+ at2)et − (4at+2at2)et+ at2et = 2et, don si 2a = 2. Autrement dit,

on peut poser zp(t) = t2et. Les solutions de (E2) sont alors toutes les fontions de la forme

z : t 7→ (t2 + At + B)et, ave (A,B) ∈ R
2
. Il ne reste plus qu'à remonter le hangement

de variable : y(x) = z(ln(x)) = (ln2(x) + A ln(x) + B)x, ave (A,B) ∈ R
2
. Au nom des

onstantes près, on retrouve bien sûr les solutions obtenues par la première méthode.

3. On sait (roissane omparée) que lim
x→0

x ln(x) = lim
x→0

x ln2(x) = 0. Non seulement on peut

prolonger ertaines solutions par ontinuité en 0, mais on peut même toutes les prolonger

puisqu'elles ont toujours une limite nulle. Passons à la dérivée : ave les formules de la question

1, y′(x) = ln2(x) + 2 ln(x) +K ln(x) +K +L = ln(x)(ln(x) + 2+K) +K +L. La parenthèse

a toujours pour limite −∞ en 0, il est don impossible que y′(x) ait une limite �nie en 0.
Auune solution prolongée n'est don dérivable en 0 (on aura systématiquement une tangente

vertiale).

4. On herhe dans ette question à déterminer toutes les fontions f dérivables sur ]0,+∞[ et

véri�ant sur et intervalle l'équation f ′(x) = xf

(

1

x

)

− 1.

(a) L'expression xf

(

1

x

)

− 1 est dérivable puisque omposée (et produit) de fontions déri-

vables, don f ′
est dérivable, e qui prouve bien que f est deux fois dérivable (et même

une in�nité de fois).

(b) Puisqu'on peut le faire, dérivons la ondition proposée, après toutefois avoir tout divisé par

x :

1

x
f ′(x) = f

(

1

x

)

− 1

x
, don − 1

x2
f ′(x) +

1

x
f ′′(x) = − 1

x2
f ′

(

1

x

)

+
1

x2
. Autrement dit,

en multipliant tout par x2, xf ′′(x) − f ′(x) = −f ′

(

1

x

)

+ 1. Or, en appliquant l'équation

initiale à

1

x
, on a f ′

(

1

x

)

=
1

x
f(x) − 1, on remplae dans l'équation préédente pour

obtenir xf ′′(x) − f ′(x) = −1

x
f(x) + 2, soit après une dernière multipliation par x :

x2f ′′(x)− xf ′(x) + f(x) = 2x. Inroyable, il s'agit là exatement de l'équation (E) !

() Bien sûr, les aluls préédents prouvent qu'on a néessairement f(x) = x ln2(x)+Kx ln(x)+
Lx, ave (K,L) ∈ R

2
, mais ette ondition n'est pas forément su�sante, on sait même

très bien que dans e genre de problème la dérivation initiale ajoute des solutions in-

désirables. Il faut don véri�er. À partir de la formule qu'on vient de rappeler, f ′(x) =

ln2(x) + 2 ln(x) +K ln(x) +K + L (alul déjà e�etué plus haut), et xf

(

1

x

)

− 1

= ln2
(

1

x

)

+K ln

(

1

x

)

+L− 1 = ln2(x)−K ln(x)+L− 1. Pour que les deux expressions

oïnident, il faut que le oe�ient devant le ln(x) et le oe�ient onstant soient les

mêmes, e qui donne les deux onditions 2 + K = −K et K + L = L − 1. Ces deux

équations se réduisent à l'unique ondition ommune K = −1, la onstante L pouvant

don prendre la valeur qu'on veut. Les fontions solutions du probème sont don toutes

les fontions f dé�nies par f(x) = x ln2(x)− x ln(x) + Lx, ave L ∈ R.

Exerie 4

1. En e�et, elles ont toutes une limite nulle en 0 par des arguments de roissane omparée tout

à fait lassiques.

4



2. (a) Si les bornes étaient inversées, Fn serait la primitive de fn s'annulant en 1. Ave les bornes
dans e sens, il s'agit don de l'opposé de ette primitive.

(b) Par dé�nition, Fn(x) =

∫ 1

x

tn ln(t) dt. On e�etue une IPP en posant u(t) = ln(t), don

u′(t) =
1

t
, et v′(t) = tn qu'on intègre bêtement en v(t) =

tn+1

n+ 1
. On obtient alors Fn(x) =

[

tn+1

n+ 1
ln(t)

]1

x

−
∫ 1

x

tn

n+ 1
dt = − xn+1

n+ 1
ln(x) −

[

tn+1

(n+ 1)2

]1

x

= − 1

(n+ 1)2
+

xn+1

(n+ 1)2
−

1

n+ 1
fn+1(x).

() La question adeau du jour, il su�t de poser x = 0 dans la formule préédente (tehnique-

ment fn+1(0) est une limite, mais omme le prolongement par ontinuité a déjà été fait

préédemment il n'y a plus rien à justi�er).

3. On reonnait dans la somme apparaissant dans le membre de droite une somme géométrique :

n
∑

k=0

(−1)kx2k+1 = x

n
∑

k=0

(−x2)k = x× 1− (−x2)n+1

1− (−x2)
=

x− (−1)n+1x2n+3

1 + x2
. Il n'y a qu'à séparer

le numérateur et faire passer le deuxième terme de l'autre �té pour obtenir exatement

l'égalité de l'énoné.

4. On multiplie l'égalité par ln(x), puis on intègre entre 0 et 1 :

∫ 1

0

x ln(x)

1 + x2
dx

=

n
∑

k=0

(−1)k
∫ 1

0
x2k+1 ln(x) dx+(−1)2n+1

∫ 1

0

x2n+3 ln(x)

1 + x2
dx = u1−u3+u5−· · ·+(−1)nu2n+1+

(−1)n+1

∫ 1

0

f2n+3

1 + x2
dx.

5. (a) La fontion f2n+3 étant négative sur l'intervalle [0, 1] (toutes les fontions fk le sont) à

ause du ln(x), la négativité de l'intégrale est triviale. De l'autre �té, il su�t de onstater

que ∀x ∈ [0, 1],
1

1 + x2
6 1, don

x2n+3 ln(x)

1 + x2
> x2n+3 ln(x), et l'inégalité de gauhe en

déoule en intégrant sur l'intervalle [0, 1].

(b) Le alul expliite de un e�etué dans la question 2 montre que lim
n→+∞

un = 0. Le théo-

rème des gendarmes appliqué à l'enadrement de la question préédente prouve don

que lim
n→+∞

∫ 1

0

f2n+3(x)

1 + x2
dx = 0. On reprend en�n l'égalité de la question 4 pour obtenir

lim
n→+∞

Sn =

∫ 1

0
g(x) dx.

() La question 4 peut s'érire sous la forme

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0
g(x) dx− Sn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

f2n+3

1 + x2
dx

∣

∣

∣

∣

6
1

(n+ 1)2

en reprenant l'enadrement de la question 5.a. Il ne reste plus don qu'à trouver un entier

n0 pour lequel
1

(n0 + 1)2
6

1

100
, ondition su�sante pour assurer la majoration demandée.

En pratique, n0 = 9 onvient.

6. (a) La fontion G est une primitive de g, qui est négative sur [0, 1] et positive ensuite. La

fontion G est don déroissante sur [0, 1] et roissante sur [1,+∞[. Elle admet pour

minimum G(1) = 0.

(b) Enore une question triviale : t2 6 t2 + 1 6 2t2 quand t > 1, il su�t de passer à l'inverse

en retournant les inégalités.

() On multiplie l'enadrement préédent par t ln(t) (qui est positif quand t varie entre 1 et

x) pour obtenir
ln(t)

2t
6 g(t) 6

ln(t)

t
, et on peut ensuite intégrer entre 1 et x, e qui donne

exatement l'enadrement souhaité.
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(d) Il nous su�t de aluler

∫ x

1

ln(t)

t
dt =

[

1

2
ln2(t)

]x

1

=
1

2
ln2(x). On en déduit don que,

∀x > 1,
1

4
ln2(x) 6 G(x) 6

1

2
ln2(x), e qui su�t bien sûr à a�rmer que lim

x→+∞

G(x) = +∞.

L'inégalité de droite est d'ailleurs super�ue, mais elle permet de donner une allure plus

rigoureuse à la ourbe de la question suivante.

(e) Pas grand hose de passionnant à signaler, on a ajouté en pointillés rouges les ourbes de

x 7→ 1

2
ln2(x) et x 7→ 1

4
ln2(x) qui enadrent elle de G sur [1,+∞[ :

0 1 2 3 4 5−1

0

1

2
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