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Exer
i
e 1

1. On 
onstate que −77π

4
= −20π +

3π

4
, don
 cos

(

−77π

4

)

= −
√
2

2
, sin

(

−77π

4

)

=

√
2

2
, et

tan

(

−77π

4

)

= −1.

2. Si on n'a pas oublié ses formules de dupli
ation, on peut é
rire l'équation sous la forme

sin(2x) =
1

2
, 
e qui implique 2x ≡ π

6
[2π], ou 2x ≡ 5π

6
[2π], don
 x ≡ π

12
[2π] ou x ≡ 5π

12
[2π].

3. La première est immédiate ave
 le bin�me de Newton : Sn =

n
∑

i=0

(

n

i

)

2i1n−i = (2+ 1)n = 3n.

Pour la deuxième, on peut séparer la somme en produit de deux sommes indépendantes qu'on

sait 
al
uler : Tn =
n
∑

i=0

(

n

i

) n
∑

j=0

2j = 2n × 1− 2n+1

1− 2
= 2n(2n+1 − 1) = 22n+1 − 2n. La

troisième est la plus 
ompliquée du lot, 
ar on ne peut pas la 
al
uler de la façon qu'on utilise

d'habitude, en mettant l'indi
e i dans la somme intérieure (on n'a au
une formule pour une

somme de 
oe�
ients bin�miaux qui ne par
ourt pas une ligne entière du triangle de Pas
al).

On va don
 passer par l'autre sens : Un =
n
∑

i=0

(

n

i

) n
∑

j=i

2j =
n
∑

i=0

(

n

i

)





n
∑

j=0

2j −
i−1
∑

j=0

2j



 =

n
∑

i=0

(

n

i

)

(2n+1−2i) = 2n+1
n
∑

i=0

(

n

i

)

−
n
∑

i=0

(

n

i

)

2i = 22n+1−3n. En�n, la dernière somme peut

pour le 
oup se 
al
uler dans le sens 
lassique : Vn =

n
∑

i=0

(

n

i

) i
∑

j=0

2j =

n
∑

i=0

(

n

i

)

×(2i+1−1) =

2× 3n− 2n. Si on additionne les deux sommes Un et Vn, on va retrouver tous les termes de la

somme Tn, mais en ayant 
ompté deux fois 
eux où i = j, qui 
orrespondent exa
tement aux

termes de la somme Sn. On devrait don
 avoir Un + Vn = Tn + Sn, 
e qui est bien le 
as.

4. On a bien sûr le droit de ne pas faire un pivot de Gauss débile mais de simplement 
ommen
er

par éliminer les y de la dernière équation via l'opération L3 ← L3 + L1 pour obtenir le

système équivalent







2x + 2y + z = 15
3x − 4z = 3
x + 3z = 14

. On en
haîne ave
 L3 ← 3L3 − L2 et on

a un système triangulaire :







2x + 2y + z = 15
3x − 4z = 3

13z = 39
. Il ne reste plus qu'à remonter

le système : z =
39

13
= 3 puis x = 1 +

4

3
z = 5 et en�n y =

15

2
− x − 1

2
z = 1. Le système est

don
 de Cramer, et S = {5, 1, 3}.
5. Pour les valeurs de x pour lesquelles elle a un sens (don
 si cos(x) 6= 0), l'équation est

équivalente en multipliant tout par cos(x) à 2 sin2(x) = 3 cos(x), ou en
ore 2 − 2 cos2(x) −

1



3 cos(x) = 0. On pose X = cos(x) et on 
hange les signes pour se ramener à l'équation du

se
ond degré 2X2 + 3X − 2 = 0, qui a pour dis
riminant ∆ = 9 + 16 = 25 et pour ra
ines

X1 =
−3− 5

4
= −2, valeur 
lairement in
ompatible ave
 notre 
hangement de variables, et

X2 =
−3 + 5

4
= 1

2 . La seule possibilité restante est don
 cos(x) =
1

2
, soit x ≡ ±π

3
[2π].

6. On 
al
ule don
 brillamment u2 =
2

1
× u1 = 6, puis u3 =

2

2
× (u1 + u2) = 3 + 6 = 9 et

en�n u4 =
2

3
× (3 + 6 + 9) = 12. On peut raisonnablement penser que un = 3n, 
e qu'on va

don
 prouver par ré
urren
e forte (on a besoin de 
onnaître toutes les valeurs pré
édentes

de la suite pour pouvoir 
al
uler un+1). Pas besoin d'initialiser, ça a déjà largement été fait.

Supposons que ∀k 6 n, uk = 3k, alors un+1 =
2

n

n
∑

k=1

3k =
6

n

n
∑

k=1

k =
6

n
× n(n+ 1)

2
= 3(n+1),


e qui prouve l'hérédité de notre ré
urren
e et démontre don
 la formule souhaitée.

Exer
i
e 2

1. La fon
tion arctan étant dé�nie sur R, le seul problème est l'éventuelle annulation du déno-

minateur, qui se produira quand x = 0. On a don
 Df = R, et f est de plus impaire en tant

que 
omposée de deux fon
tions impaires.

2. Commençons par poser g(x) =
1

sh(x)
, fon
tion dérivable sur R

∗
et véri�ant g′(x) = − ch(x)

sh2(x)
.

La fon
tion f est aussi dérivable sur R
∗
, et f ′(x) =

g′(x)

1 + g(x)2
=
− ch(x)

sh2(x)

1 + 1
sh2(x)

= − ch(x)

sh2(x) + 1
.

La formule ch2− sh2 = 1 permet de simpli�er 
e quotient en f ′(x) = − ch(x)

ch2(x)
= − 1

ch(x)
. On

en déduit fa
ilement que f est stri
tement dé
roissante sur 
ha
un de ses deux intervalles de

dé�nition.

3. Comme lim
x→±∞

1

sh(x)
= 0 et arctan(0) = 0, f

x→±∞

(x) = 0. De plus, lim
x→0+

1

sh(x)
= +∞ et

lim
x→+∞

arctan(x) =
π

2
. De même (ou en exploitant l'imparité de f ), lim

x→0−
f(x) = −π

2
.

x −∞ 0 +∞

f 0
❍
❍
❍❥−π

2

π
2❍

❍
❍❥

0

4. Comme la fon
tion arctan est à valeurs dans

]

−π

2
,
π

2

[

, on peut mettre des tangentes des deux


�tés de l'équation et 
onserver une équivalen
e :

1

sh(x)
= 1 si sh(x) = 1, don
 ex − e−x = 2,

ou en
ore en mutlipliant tout par ex, e2x − 2ex − 1 = 0. On pose X = ex pour se ramener

à l'équation du se
ond degré X2 − 2X − 1, qui a pour dis
riminant ∆ = 4 + 4 = 8 et pour

ra
ines X1 =
2− 2

√
2

2
= 1 −

√
2 < 0 et X2 = 1 +

√
2 > 0. La seule solution à l'équation

f(x) =
π

4
est don
 x = ln(1 +

√
2).

Même méthode pour l'autre équation, on veut

1

sh(x)
=

1√
3
, don
 ex − e−x = 2

√
3, soit après


hangement de variable X2 − 2
√
3X − 1 = 0, qui a pour dis
riminant ∆ = 12 + 4 = 16 et

2



admet don
 pour ra
ines X1 =
2
√
3− 4

2
=
√
3− 2 < 0 et X2 =

√
3 + 2 > 0. Là en
ore, on a

une solution unique : x = ln(2 +
√
3).

5. Les plus 
ourageux auront remarqué que lim
x→0

f ′(x) = 1 pour améliorer l'allure de 
ourbe

obtenue :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

−1

−2

Exer
i
e 3

1. E�e
tuons don
 une ré
urren
e, en démarrant 
omme on nous le suggère à n = 1. Dans 
e


as, la somme est égale à 1×2 = 2 (elle ne 
ontient qu'un seul terme), et le membre de droite

à

1× 2× 3

3
= 2, la propriété est don
 véri�ée. Supposons-là désormais vraie au rang n, et


al
ulons alors

n+1
∑

k=1

k(k+1) =

n
∑

k=1

k(k+1)+(n+1)(n+1+1) =
n(n+ 1)(n + 2)

3
+(n+1)(n+2) =

(n + 1)(n + 2)(n + 3)

3
, soit exa
tement la formule souhaitée au rang n + 1. La propriété est

don
 véri�ée pour tout entier naturel non nul.

2. C'est du 
ours :

n
∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
. Or, en développant simplement et en séparant les sommes,

n
∑

k=1

k(k+1) =

n
∑

k=1

k2+

n
∑

k=1

k, don


n
∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(n + 2)

3
−n(n+ 1)

2
=

n(n+ 1)(2n + 4− 3)

6
=

n(n+ 1)(2n + 1)

6
.

3. Pour p = 0, on obtient

n(n+ 1)

2
et pour p = 1, on vient de démontrer que la somme est

égale à

n(n+ 1)(n + 2)

3
, on peut don
 imaginer que Sn =

n(n+ 1) . . . (n+ p+ 1)

p+ 2
(qu'on

peut é
rire en faisant intervenir un 
oe�
ient bin�mial, mais la démonstration sera plus

simple sous 
ette forme basique). Démontrons-le par ré
urren
e (sur l'entier n bien entendu,

p étant �xé une bonne fois pour toutes). C'est en fait quasiment la même 
hose qu'à la

3



première question : pour n = 1,

1
∑

k=1

k(k + 1) . . . (k + p) = (p + 1)!, et
1× 2× . . . (p+ 2)

p+ 2
=

(p + 2)!

p+ 2
= (p + 1)!. Supposons désormais la formule véri�ée au rang n, et 
al
ulons Sn+1 =

Sn +(n+1)(n+2) . . . (n+ p+1) =
n(n+ 1) . . . (n+ p+ 1)

p+ 2
+ (n+1)(n+2) . . . (n+ p+1) =

(n + 1)(n + 2) . . . (n + p+ 1)(n + p+ 2)

p+ 2
, 
e qui prouve l'hérédité de la ré
urren
e.

4. On peut en e�et é
rire

k(k + 1) . . . (k + p)

(p+ 1)!
=

(k + p)!

(k − 1)!(p + 1)!
=

(

p+ k

k − 1

)

=

(

p+ k

p+ 1

)

. On en

déduit que

Sn

(p+ 1)!
=

n
∑

k=1

(

p+ k

k − 1

)

= 1+

n
∑

k=2

(

p+ k

k − 1

)

, qu'on peut simpli�er à 
oups d'appli
a-

tions su

essives de la relation de Pas
al : 1+

(

p+ 2

1

)

+

(

p+ 3

2

)

+

(

p+ 4

3

)

+· · ·+
(

p+ n

n− 1

)

=
(

p+ 3

1

)

+

(

p+ 3

2

)

+

(

p+ 4

3

)

+ · · · +
(

p+ n

n− 1

)

=

(

p+ 4

2

)

+

(

p+ 4

3

)

+ · · · +
(

p+ n

n− 1

)

=
(

p+ 5

3

)

+ · · · +
(

p+ n

n− 1

)

= · · · =

(

p+ n+ 1

n− 1

)

(oui, il faudrait refaire une ré
urren
e

pour que 
e soit parfaitement rigoureux). On en déduit que Sn =
(p+ 1)!(p + n+ 1)!

(n− 1)!(p + 2)!
=

1

p+ 2
× (p+ n+ 1)!

(n− 1)!
, 
e qui est bien la formule démontrée plus haut !

5. On développe joyeusement : k(k+1)(k+2)(k+3) = (k2+k)(k2+5k+6) = k4+6k3+11k2+6k.

Comme on sait que

n
∑

k=1

k(k + 1)(k + 2)(k + 3) =
n(n+ 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

5
, on peut en

déduire que

n
∑

k=1

k4 =
n
∑

k=1

k(k+1)(k+2)(k+3)−6k3−11k2−6k, soit en exploitant les formules

vues en 
ours

n
∑

k=1

k4 =
n(n+ 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)

5
− 3n2(n+ 1)2

2
− 11n(n+ 1)(2n + 1)

6
−

3n(n + 1) =
n(n+ 1)[6(n + 2)(n + 3)(n + 4)− 45n(n + 1)− 55(2n + 1)− 90]

30

=
n(n+ 1)(6n3 + 54n2 + 156n + 144− 45n2 − 45n − 110n − 55− 90)

30

=
n(n+ 1)(6n3 + 9n2 + n− 1)

30
. Et là, bien sûr, on se rend 
ompte immédiatement (ou pas...)

que (2n+1)(3n2 +3n− 1) = 6n2 +9n+ n− 1, et don
 qu'on peut en
ore fa
toriser un peu :

n
∑

k=1

k4 =
n(n+ 1)(2n + 1)(3n2 + 3n − 1)

30
.
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