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Exer
i
e 1

1. On peut é
rire l'équation sous la forme 4×2x+2−2x+2 = 9×3x−3x, soit 3×2x+2 = 8×3x, ou en
ore

2x−1 = 3x−1
. On peut 
omposer par la fon
tion ln des deux 
�tés : (x − 1) ln(2) = (x − 1) ln(3),

don
 (x− 1)(ln(2)− ln(3)) = 0. Comme ln(2)− ln(3) 6= 0, la seule possibilité est d'avoir x− 1 = 0,
don
 S = {1}.

2. On applique la méthode 
lassique du � tableau de signes � :

x −∞ −2 0 2 +∞
|x− 2| 2− x 2− x 2− x 0 x− 2

|x| −x −x 0 x x

|x+ 2| −x− 2 0 x+ 2 x+ 2 x+ 2

|x− 2|+ |x|+ |x+ 2| −3x 4− x 4 + x 3x

On résout assez fa
ilement sur 
haque intervalle −3x 6 4 ⇔ x > −4

3
, 
e qui ne se produit jamais

sur ]−∞,−2], 4− x 6 4 donne évidemment x > 0, qui n'est véri�é que pour x = 0 sur l'intervalle

[−2, 0]. De même, l'inéquation n'est vraie que pour x = 0 sur [0, 2] et ne peut jamais être véri�ée

sur [2,+∞[ (on obtient des 
onditions symétriques de 
elles des deux intervalles pré
édents), don


S = {0}.
3. On rempla
e tout par des exponentielles, en multipliant par 2 pour éviter les fra
tions : 7ex−7e−x+

2ex + 2e−x = 18, don
 après multipli
ation par ex, 9e2x − 9ex − 5 = 0. On e�e
tue le 
hangement

de variable X = ex pour obtenir l'équation équivalente 9X2−18X−5 = 0, qui a pour dis
riminant

∆ = 324+180 = 504 = 36× 14 et admet don
 pour solutions X1 =
18− 6

√
14

18
= 1−

√
14

3
et X2 =

9 + 6
√
14

18
= 1+

√
14

3
. La première solution est à éliminer vu le 
hangement de variables e�e
tués,

on 
onserve don
 seulement x2 = ln

(

1 +

√
14

3

)

. J'avoue volontiers qu'une petite inversion entre

le ch et le sh dans l'énon
é a rendu la solution de l'équation nettement plus mo
he qu'initialement

prévu.

4. On met tout sous forme exponentielle avant de ré�é
hir à quoi que 
e soit d'autre (de toute façon,

elle n'a de sens que si x > 0) : eln
2(x) = x = eln(x) si et seulement si ln2(x) = ln(x), don
 si ln(x) = 1

ou ln(x) = 0, 
e qui donne S = {1, e}.
5. On e�e
tue bien sûr le 
hangement de variable X = ex pour se ramener à l'équation du troisième

degré 4X3 − 4X2 − 11X + 6 = 0, qui a le bon goût d'avoir pour ra
ine évidente X = 2 puisque

4× 8− 4× 4− 11× 2+ 6 = 32− 16− 22+ 6 = 0. On peut don
 fa
toriser notre membre de gau
he

sous la forme 4X3− 4X2− 11X+6 = (X− 2)(aX2+ bX+ c) = aX3+(b− 2a)X2+(c− 2b)X− 2c.
Une petite identi�
ation donne les équations a = 4, puis b − 2a = −4 qui implique b = 4, et
c− 2b = −11 qui donne c = −3 (
e qui satisfait également la dernière équation −2c = 6). Reste à

résoudre l'équation 4X2 + 4X − 3 = 0, qui a pour dis
riminant ∆ = 16 + 48 = 64 et admet pour

ra
ines X1 =
−4− 8

8
= −3

2
et X2 =

−4 + 8

8
=

1

2
. On peut maintenant 
on
lure (sans oublier de

remonter le 
hangement de variable, une des valeurs de X étant impossible) : S = {− ln(2), ln(2)}.
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Exer
i
e 2

1. La fon
tion f est dé�nie si x 6= −1 et

x− 1

x+ 1
> 0, 
e qui est équivalent à avoir (x − 1)(x + 1) > 0,

don
 x2 > 1. Autrement dit, Df =]−∞,−1[∪[1,+∞[. La fon
tion f n'est ni paire ni impaire : par

exemple f(2) = 2×
√

1

3
=

2√
3
et f(−2) = (−2)×

√
3, qui n'est ni égal ni opposé à f(2).

2. La fon
tion f est dérivable sur tout son ensemble de dé�nition, sauf probablement en 1. Pour


al
uler un peu plus fa
ilement f ′
, on peut 
ommen
er par poser u(x) =

x− 1

x+ 1
=

x+ 1− 2

x+ 1
=

1 − 2

x+ 1
, et 
al
uler u′(x) =

2

(x+ 1)2
, avant d'en déduire f ′(x) =

√

x− 1

x+ 1
+ x ×

2
(x+1)2

2
√

x−1
x+1

=

√

x− 1

x+ 1
+

x

(x+ 1)
√
x2 − 1

=
x2 − 1 + x

(x+ 1)
√
x2 − 1

. Cette dérivée est du signe de x2 + x − 1, qui a

pour dis
riminant ∆ = 1 + 4 = 5 et s'annule don
 en x1 =
−1−

√
5

2
et x2 =

−1 +
√
5

2
. La

valeur x2 ne nous intéresse guère puisqu'elle est 
omprise entre −1 et 1 (
ar −1 +
√
5 ∈]1, 2[). Par


ontre, x1 < −1 et 
orrespondra don
 à l'abs
isse d'un maximum lo
al pour la fon
tion f . On

peut essayer de 
al
uler

x1 − 1

x1 + 1
=

−3−
√
5

1−
√
5

=
(−3−

√
5)(1 +

√
5)

1− 5
= 2 +

√
5, pour en déduire que

f(x1) =
−1−

√
5

2

√

2 +
√
5 (
omme prévu, 
'est pas très beau). Le 
al
ul des limites de f ne pose

guère de problèmes : lim
x→±∞

x− 1

x+ 1
= 1 (quotient des termes de plus haut degré, ou exploitation de

la simpli�
ation de u(x) donnée plus haut), don
 on déduit immédiatement que lim
x→+∞

f(x) = +∞,

et lim
x→−∞

f(x) = −∞. Pas de limite à 
al
uler en 1, f y est dé�nie et f(1) = 0. Par 
ontre,

lim
x→−1−

x− 1

x+ 1
= +∞, don
 lim

x→−1−
f(x) = −∞. On résume tout ça dans un joli tableau :

x −∞ x1 −1 1 +∞

f

−∞
✟✯

✟
✟

f(x1)
❍
❍
❍❥−∞

0

✟✯
✟

✟

+∞

3. Ce n'est pas 
ompliqué quand on a fait l'e�ort de mettre f ′
sous une forme exploitable : le numé-

rateur tend vers 1 et le dénominateur vers 0 (en restant positif, puisque tout y est positif !), don


lim
x→1+

f ′(x) = +∞. La 
ourbe aura don
 une tangente verti
ale à 
et endroit.

4. Il su�t bien sûr de 
al
uler la limite de f(x)−x (on ajoutera 1 à la �n !), 
e qu'on peut faire ave
 une

exploitation assez brutale de quantité 
onjuguée : f(x) − x = x

(
√

x− 1

x+ 1
− 1

)

=
x× (x−1

x+1 − 1)
√

x−1
x+1 + 1

.

Le dénominateur de 
ette fra
tion a pour limite 2 en ±∞ (plus de forme indéterminée maintenant

qu'on a une somme), alors que le numérateur peut se simpli�er en

−2x

x+ 1
, qui va quant à lui tendre

vers −2. Finalement, on obtient lim
x→±∞

f(x)−x = −1, et don
 lim
x→±∞

f(x)−x+1 = 0, 
e qui prouve

exa
tement que la droite d'équation y = x − 1 est asymptote oblique à Cf à la fois en +∞ et en

−∞.

5. On 
al
ule don
 f(2) =
2√
3
(on l'avait déjà fait à la première question), et f ′(2) =

5

3
√
3
pour en

déduire une équation de la tangente : y =
5

3
√
3
(x− 2) +

2√
3
=

5

3
√
3
x− 4

3
√
3
. Passionnant.

6. On 
ommen
e par 
al
uler l'abs
isse du maximum :

−1−
√
5

2
≃ −3.2

2
≃ −1.6. Ensuite, on aurait

besoin d'une valeur appro
hée de

√

2 +
√
5 =

√
4.2 ≃ 2.1 (
'est légèrement plus grand que 2) pour


al
uler f(x1) ≃ −1.6 × 2.1 ≃ −3.4. C'est bien su�sant pour pla
er le point à la bonne hauteur,
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on tra
e également l'asymptote et la tangente verti
ale 
al
ulées plus haut, on se dispensera par


ontre d'essayer de tra
er la tangente en 2 qui a une équation trop mo
he (et en plus ça n'apporte

rien au tra
é !).

0 1 2 3 4 5 6 7 8−1−2−3−4−5−6−7−8

0

1

2

3

4

5

6

7

8

−1

−2

−3

−4

−5

−6

−7

−8

Exer
i
e 3

1. Le seul problème qu'on puisse avoir est l'annulation du dénominateur, don
 Df = R\{−
√
2,
√
2}.

2. Cal
ulons don
 : f(2) =

∣

∣

∣

∣

1

2

∣

∣

∣

∣

=
1

2
, f(−1) =

∣

∣

∣

∣

−2

−1

∣

∣

∣

∣

= 2 et f(1−
√
3) =

∣

∣

∣

∣

∣

−
√
3

(1−
√
3)2 − 2

∣

∣

∣

∣

∣

=

√
3

|2− 2
√
3|

=

√
3

2(
√
3− 1)

=

√
3(
√
3 + 1)

2(3− 1)
=

3 +
√
3

4
.

3. On vet don
 résoudre sur Df l'inéquation |x− 1| > 2|x2 − 2|. On va e�e
tuer un petit tableau :

x −∞ −
√
2 1

√
2 +∞

|x− 1| 1− x 1− x 0 x− 1 x− 1

2|x2 − 2| 2x2 − 4 0 4− 2x2 4− 2x2
0 2x2 − 4

|x− 1| − 2|x2 − 2| −2x2 − x+ 5 2x2 − x− 3 2x2 + x− 5 −2x2 + x+ 3

On peut maintenant résoudre l'inéquation sur 
haque intervalle :

• sur ]−∞,−
√
2[, on doit avoir −2x2−x+5 > 0, 
e trin�me a pour dis
riminant ∆ = 1+40 = 41

et pour ra
ines x1 =
1−

√
41

−4
=

√
41− 1

4
, qui est largement positive, et x2 =

−1−
√
41

4
, qui

est nettement inférieure à −
√
2. On 
onserve don
 
omme solutions les éléments de l'intervalle

I1 =

[

−1−
√
41

4
,−

√
2

[

.

• sur ] −
√
2, 1], le trin�me 2x2 − x − 3 a pour dis
riminant ∆ = 1 + 24 = 25 et pour ra
ines

x3 =
1− 5

4
= −1 et x2 =

1 + 5

4
=

3

2
. Cette fois-
i, on souhaite être à l'extérieur des ra
ines, on


onserve don
 I2 =]−
√
2,−1].

3



• le trin�me à étudier est le même sur le troisième intervalle que sur le premier (ave
 un signe

opposé), 
omme x1 <
√
2 (il su�t pour le 
onstater de partir de

√
41 ∈ [6, 7]), on va 
onserver

I3 =

[√
41− 1

4
,
√
2

[

.

• à nouveau, on a le même trin�me sur le dernier intervalle que sur le deuxième, on garde I4 =
]√

2,
3

2

]

.

Bien sûr, on 
on
lut : S = I1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ I4 (je n'ai pas envie de re
opier les intervalles).

4. Par quotient des termes de plus haut degré, lim
x→±∞

x− 1

x2 − 2
= 0 don
 lim

x→±∞
f(x) = 0. Les autres

limites sont en
ore plus fa
iles à 
al
uler : 
omme le numérateur de notre fra
tion ne s'annule pas

en ±
√
2, lim

x→±
√
2

x− 1

x2 − 2
= ±∞ (ça dépend si on est à gau
he ou à droite à 
haque fois), et la valeur

absolue va transformer toutes 
es limites en limites égales à +∞.

5. On pose h(x) =
x− 1

x2 − 2
. Commençons par faire le tableau de signes de la fon
tion h :

x −∞ −
√
2 1

√
2 +∞

x− 1 − − 0 + +

x2 − 2 + 0 − − 0 +

h(x) − + 0 − +

Étudions maintenant les variations de h, qui est dérivable surDf , de dérivée h
′(x) =

x2 − 2− 2x(x− 1)

(x2 − 2)2
=

−x2 + 2x− 2

(x2 − 2)2
. Cette dérivée est du signe de son numérateur −x2+2x−2, qui est lui-même toujours

négatif puisque son dis
riminant vaut ∆ = 4 − 8 = −4 < 0. La fon
tion h est don
 stri
tement

dé
roissante sur 
ha
un de ses intervalles de dé�nition, et on en déduit aisément les variations de

f :

x −∞ −
√
2 1

√
2 +∞

h 0
❍
❍
❍❥−∞

+∞
❍
❍
❍❥0

❍
❍
❍❥−∞

+∞
❍
❍
❍❥ 0

f 0

✟✯
✟

✟

+∞ +∞
❍
❍
❍❥
0

✟✯
✟

✟

+∞ +∞
❍
❍
❍❥

0

6. On n'a en fait pas grand 
hose de très intéressant à tra
er (en bleu la 
ourbe de f , en violet pointillés


elle de h) :
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Exer
i
e 4

1. La relation R est bel et bien :

• ré�exive puisque, ∀B ∈ P(E), B ∩ A = B ∩A, don
 BRB.

• symétrique puisque les 
onditions B ∩A = C ∩A et C ∩A = B ∩A sont 
lairement identiques,

don
 BRC ⇔ CRB.

• transitive 
ar si on suppose que B∩A = C∩A et que C∩A = D∩A, on en déduira 
ertainement

que B ∩ A = D ∩ A, 
e qui prouve que les deux hypothèses BRC et CRD impliquent BRD.

2. (a) Les ensembles B1 et B5 sont en relation (leur interse
tion ave
 A est égale à A tout entier), ainsi

que les ensembles B3 et B4 (leur interse
tion ave
 A est vide). L'ensemble B2 n'est en relation

ave
 au
un des quatre autres.

(b) Un sous-ensemble est en relation ave
 ∅ si son interse
tion ave
 A est vide, autrement dit s'il ne


ontient ni 1, ni 2, 
e qui donne C∅ = {∅, {3}, {4}, {3, 4}}. Un sous-ensemble est dans la 
lasse

de B2 s'il 
ontient l'élément 2 mais pas l'élément 1, 
e qui donne CB2
= {{2}, {2, 3}, {2, 4}, B2}.

(
) La 
lasse d'équivalen
e est uniquement déterminée par l'interse
tion ave
 A, qui peut être égale
à n'importe quel sous-ensemble de A. Il y aura don
 quatre 
lasses d'équivalen
e : 
elle de ∅, 
elle

ontenant l'ensemble {1}, 
elle 
ontenant l'ensemble {2} (qui est 
elle de B2 dé
rite 
i-dessus)

et 
elle 
ontenant A. Dans 
ha
une de 
es 
lasses, les ensembles ont une interse
tion ave
 A
�xée mais peuvent 
ontenir ou non 
ha
un des éléments n'appartenant pas à A, i
i les éléments

3 et 4, 
e qui laisse quatre possibilités pour 
haque 
lasses. Il est 
ohérent d'avoir quatre 
lasses

ontenant 
ha
une quatre sous-ensemble puisqu'on a au total 24 = 16 sous-ensembles dans E.

3. Un élément de la 
lasse de ∅ ne 
ontient au
un élément de A, mais peut 
ontenir n'importe quel

élément n'appartenant pas à A. Autrement dit, on aura simplement C∅ = P(A). De même un

élément de la 
lasse d'équivalen
e de A 
ontient A tout entier, et peut 
ontenir ou non n'importe

quel élément n'appartenant pas à A, don
 CA = {B ∈ P(E) | A ⊂ B}. De façon exa
tement

similaire, CA = {B ∈ P(E) | A ⊂ B}. En�n, E a la même interse
tion ave
 A que A lui-même,

don
 CE = CA.

4. Soit C un sous-ensemble quel
onque de P(E), alors, en notant B = A∩C, la 
lasse d'équivalen
e de

C 
ontient l'ensemble B, et 
elui-
i est in
lus dans A, 
e qui prouve que toute 
lasse d'équivalen
e

ontient un sous-ensemble in
lus dans A. Mais si elle en 
ontenait deux, notés B et B′

, on devrait

avoir B ∩A = B′ ∩A, don
 B = B′
puisque les deux ensembles sont par hypothèse in
lus dans A.

Ce
i prouve qu'il ne peut y avoir qu'un seul sous-ensemble de A dans 
haque 
lasse d'équivalen
e.
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5. D'après la question pré
édente, il y a autant de 
lasses d'équivalen
e que de sous-ensembles de A,
don
 2n, où n est le nombre d'éléments de A. Si E est lui-même �ni, une 
lasse d'équivalen
e 
ontient

des sous-ensembles ayant la même interse
tion ave
 A, mais pouvant 
ontenir ou non 
ha
un des

sous-ensembles de A (
f question 2), il y aura don
 2p sous-ensembles dans 
haque 
lasse, ave
 p le

nombre d'éléments de A.

6. (a) En
ore une fois, on a trois 
hoses à véri�er :

• ré�éxivité : pour tout sous-ensemble B, on a B∆B = ∅, qui est 
ertainement toujours in
lus

dans A, quel que soit le 
hoix de A.
• symétrie : 
'est évident puisque l'opération de di�éren
e symétrique est 
ommutative :

B∆C = C∆B.

• transitivité : 
'est nettement moins évident. Supposons don
 que B∆C ⊂ A et C∆D ⊂ A,
et soit x ∈ B∆D. En prenant la dé�nition B∆D = (B\D) ∪ (D\B), on peut par exemple

supposer que x ∈ B mais x /∈ D (l'autre 
as étant parfaitement symétrique). On peut

maintenant distinguer deux 
as : si x ∈ C, alors x ∈ C ∪ D, mais x /∈ D, 
e qui prouve

que x ∈ C∆D ⊂ A, don
 x ∈ A. De même, si x /∈ C, on a 
ette fois-
i x ∈ B ∪ C mais

x /∈ C ∩D, 
e qui su�t à nouveau à 
on
lure que x ∈ B∆C, don
 x ∈ A. On a don
 prouvé

que B∆D ⊂ A, 
e qui prouve exa
tement la transitivité de la relation S.
(b) Commençons par exemple par déterminer la 
lasse d'équivalen
e de ∅. Un sous-ensemble B

est dans 
ette 
lasse si B∆∅ ⊂ A, don
 si B ⊂ A. Autrement dit, C∅ = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.
Intéressons-nous ensuite à la 
lasse d'équivalen
e de E tout entier. Comme B∆E = B, elle est


onstituée de tous les ensembles dont le 
omplémentaire est in
lus dans A, autrement dit 
eux

qui 
ontiennent A : CE = {{3, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, E}. On peut alors deviner que les huit sous-

ensembles restants vont se répartir en deux 
lasses d'équivalen
e, selon qu'ils 
ontiennent ou non

l'élément 3 ou l'élément 4. En e�et, {{3}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}} sont bien dans la même 
lasse

(l'interse
tion de deux de 
es ensembles 
ontient toujours l'élément 3, don
 leur di�éren
e sy-

métrique ne peut 
ontenir au maximum que les éléments 1 et 2), et {{4}, {1, 4}, {2, 4}, {1, 2, 4}}
est la dernière 
lasse d'équivalen
e.

(
) Il y a un problème dans l'énon
é de 
ette dernière question puisque le résultat est manifestement

faux, par exemple pour B = A (dans 
e 
as, tous les sous-ensembles C véri�ent A ∩ A ⊂ C et

pourtant tout le monde n'est pas dans la même 
lasse d'équivalen
e). En fait, il faudrait é
rire

que les sous-ensembles C sont tous les sous-ensembles de la forme (B ∩ A) ∪ D, ave
 D ⊂ A
(et non pas D quel
onque 
omme l'énon
é le prétendait). Dans 
e 
as ça mar
he 
ar on aura

toujours B ∩ A = C ∩ A, 
e qui est exa
tement la 
ondition né
essaire et su�sante pour que

B∆C ⊂ A.

Exer
i
e 5

1. Puisque th est de la forme

u′(x)

u(x)
, ave
 u(x) = ch(x), une primite de th (sur R tout entier) est

F : x 7→ ln(ch(x)). On peut don
 
al
uler I =

∫ ln(2)

0

th(x) dx = ln(ch(ln(2))) − ln(ch(0)) =

ln

(

eln(2) + e− ln(2)

2

)

= ln

(

5

4

)

= ln(5)− 2 ln(2).

2. On sait que la fon
tion th est stri
tement 
roissante sur R, à valeurs dans ]− 1, 1[, le théorème de

la bije
tion permet don
 de donner le tableau de variations suivant pour sa ré
iproque :

x −1 0 1

Argth

+∞
✟✯

✟
✟

0

✟✯
✟

✟

+∞

3. ∀x ∈]− 1, 1[, Argth′(x) =
1

th′(Argth(x))
=

1

1− th2(Argth(x))
=

1

1− x2
.

4. Parmi les nombreuses méthodes possibles, on peut 
al
uler la ré
iproque en résolvant tout simple-

ment l'équation th(x) = y, qui peut s'é
rire sous la forme ex − e−x = yex + ye−x
, ou en
ore (après
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multipli
ation par ex) (1 − y)e2x = 1 + y, don
 e2x =
1 + y

1− y
. Cette équation n'a de solutions que

si

1 + y

1− y
> 0, don
 pour y ∈]− 1, 1[, et dans 
e 
as 2x = ln

(

1 + y

1− y

)

, 
e qui donne bien la formule

souhaitée. On peut alors poser v(x) =
1 + x

1− x
et 
onstater que v′(x) =

1− x+ 1 + x

(1− x)2
=

2

(1 − x)2
.

On en déduit alors que Argth′(x) =
1

2
×

2
(1−x)2

1+x
1−x

=
1

(1 + x)(1 − x)
=

1

1− x2
.

5. Puisque vous n'êtes pas 
ensés 
onnaitre de formules de trigonométrie hyperbolique 
ompliquées,

faisons un 
al
ul brutal :

2 th(x)

1 + th(x)2
=

2ex−2e−x

ex+e−x

1 + (ex−e−x)2

(ex+e−x)2

=
2(ex − e−x)(ex + e−x)

(ex + e−x)2 + (ex + e−x)2
=

2(e2x − e−2x)

2e2x + 2e−2x
=

e2x − e−2x

e2x + e−2x
= th(2x).

6. (a) La fon
tion g est dé�nie à 
ondition d'avoir 0 6
ch(x)− 1

ch(x) + 1
< 1 (le quotient doit être positif à


ause de la ra
ine 
arrée, et la ra
ine 
arrée doit ensuite être stri
tement inférieure à 1 pour que

la 
omposition par Argth soit possible, don
 le quotient lui-même doit être stri
tement inférieur

à 1). Comme on sait que ch est minorée par 1, on a toujours 0 6 ch(x) − 1 < ch(x) + 1, don

la fon
tion g est toujours dé�nie. Autrement dit, Dg = R.

(b) En reprenant les résultats pré
édentset en posant y = ch(x), g(y) =
1

2
ln





1 +
√

y−1
y+1

1−
√

y−1
y+1



 =

1

2
ln

(√
y + 1 +

√
y − 1√

y + 1−√
y − 1

)

=
1

2
ln

(

y + 1 + y − 1 + 2
√

(y − 1)(y + 1)

(y + 1)− (y − 1)

)

=
1

2
ln(y +

√

y2 − 1).

En remplaçant maintenant y par ch(x), on trouve don
 g(x) =
1

2
ln(ch(x) +

√

ch2(x)− 1). Or

√

ch2(x) − 1 =
√

sh2(x) = | sh(x)| = sh(|x|) (
ar la fon
tion sh est impaire). Comme la fon
tion

ch, quant à elle, est paire, ch(x) = ch(|x|), et g(x) = 1

2
ln(ch(|x|) + sh(|x|)) = 1

2
ln(e|x|) =

|x|
2
.
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