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Problème : autour de l'angle

2π

7
.

A. Un exerie de olle lassique.

1. Bien entendu, a7 = e2iπ = 1. De plus, a est un nomnbre omplexe de module 1, don
1

a
= a.

2. Comme a7 = 1, on peut a�rmer que a6 =
1

a
= a, a5 =

1

a2
= (a)2 = a2, et a3 =

1

a4
= a4.

On en déduit immédiatement que T = a4 + a2 + a = S. La partie imaginaire de S est égale

à sin

(

2π

7

)

+ sin

(

4π

7

)

+ sin

(

8π

7

)

. Les deux premiers sinus sont positifs, et sin

(

8π

7

)

=

− sin

(

6π

7

)

= − sin
(π

7

)

, qui est inférieur en valeur absolue aux deux sinus positifs de notre

somme, don Im(S) > 0. Comme T = S, on en déduit que Im(T ) < 0.

3. On a bien entendu onstaté depuis le début de l'exerie que a était la � première � raine

septième de l'unité, et don que es mêmes raines septièmes sont les nombres ak, ave k ∈

{0, 1, . . . , 6}. Or, S+T = a+a2+a3+a4+a5+a6 =

6
∑

k=0

ak−1. Comme on sait que la somme

des raines septièmes de l'unité est nulle ('est du ours), on en déduit que S+T = −1. Pour le
produit, on e�etue un alul bourrin, puis on simpli�e e qu'on peut en exploitant le fait que

a7 = 1 : S×T = a4+a6+a7+a5+a7+a8+a7+a9+a10 = a4+a6+1+a5+1+a+1+a2+a3 =

3 +

6
∑

k=1

ak = 3− 1 = 2.

4. Les nombres S et T sont don solutions de l'équation x2 +x+2 = 0, qui a pour disriminant

∆ = 1 − 8 = −7, et admet don deux raines omplexes onjuguées. Celle qui a la partie

imaginaire positive est néessairement égale à S, don S =
−1 + i

√
7

2
et T =

−1− i
√
7

2
.

B. Quelques appliations plus ou moins passionnantes.

1. Ces deux aluls orrespondent exatement à la partie réelle et à la partie imaginaire de S,

don cos

(

2π

7

)

+ cos

(

4π

7

)

+ cos

(

8π

7

)

= −1

2
, et sin

(

2π

7

)

+ sin

(

4π

7

)

+ sin

(

8π

7

)

=

√
7

2
.

2. (a) Il s'agit d'une somme géométrique :

6
∑

k=1

(−a2)k =
6

∑

k=0

(−a2)k − 1 =
1− (−a2)7

1 + a2
− 1 =

1 + 1

1 + a2
− 1 =

1− a2

1 + a2
=

1− ei
4π

7

1 + ei
4π

7

=
ei

2π

7 (e−i 2π
7 − ei

2π

7 )

ei
2π

7 (e−i 2π
7 + ei

2π

7 )
=

−2i sin(2π
7
)

2 cos(2π
7
)

= −i tan

(

2π

7

)

.

(b) Enore un peu de fatorisation par l'angle moitié : 2(ei
4π

7 − ei
10π

7 ) = 2ei
7π

7 (e−i 3π
7 − ei

3π

7 ) =

4i sin

(

3π

7

)

. Ne reste plus qu'à onstater que

4π

7
= π − 3π

7
pour onlure.
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() La somme alulée en question a vaut −a2 + a4 − a6 + a − a3 + a5 (en utilisant omme

d'habitude le fait que a7 = 1), don 2(a2 − a5)+

6
∑

k=1

(−a2)k = a2+ a4− a6+ a− a3− a5 =

S − T = i
√
7. On déduit des aluls préédents que 4 sin

(

4π

7

)

− tan

(

2π

7

)

=
√
7.

3. (a) On utilise trois formules de dupliation du sinus suessives pour obtenir

8 sin
(π

7

)

cos
(π

7

)

cos

(

2π

7

)

cos

(

3π

7

)

= 4 sin

(

2π

7

)

cos

(

2π

7

)

cos

(

3π

7

)

= 2 sin

(

4π

7

)

cos

(

3π

7

)

= 2 sin

(

3π

7

)

cos

(

3π

7

)

= sin

(

6π

7

)

= sin
(π

7

)

(on a utilisé deux fois en ours de route l'égalité lassique sin(π − x) = sin(x)). L'égalité

demandée en déoule immédiatement, et on en déduit 8P = 1, don P =
1

8
(le produit Π

ne pouvant être nul).

(b) Les � linéarisations � demandées ii sont de simples formules de transformation somme-

produit : 2 sin
(π

7

)

sin

(

3π

7

)

= cos

(

2π

7

)

−cos

(

4π

7

)

, puis 4Π = 2 cos

(

2π

7

)

sin

(

2π

7

)

−

2 cos

(

4π

7

)

sin

(

2π

7

)

= sin

(

4π

7

)

− sin

(

6π

7

)

+sin

(

2π

7

)

(même pas besoin de transfor-

mation somme-produit pour le premier produit ii, puisque 'est une formule de dupliation

de sinus). Il ne reste plus qu'à onstater que sin

(

6π

7

)

= sin
(

π − π

7

)

= sin
(π

7

)

pour

obtenir la formule de l'énoné. Comme par ailleurs sin
(π

7

)

= − sin

(

8π

7

)

, on a don

4Π = sin

(

2π

7

)

+ sin

(

4π

7

)

+ sin

(

8π

7

)

=

√
7

2
(f question 1), don π =

√
7

8
.

C. Un peu de géométrie amusante.

1. Dans la �gure qui suit, on a traé en pointillés le erle de entre O et de rayon R (ave les

notations de l'énoné) dans lequel est insrit notre polyg�ne régulier :
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CD

M

N

P

A

B

O

I

2. Le triangle CON (quel joli nom...), en orange sur la �gure, est isoèle en O puisque ON et

OC sont deux rayons du erle. Les angles (géométriques) N̂CO et ĈNP sont don égaux.

Comme de plus ĈON =
5π

7
(puisque le polygone est régulier, on a ŜiOSj =

(j − i)π

7
pour

tous entiers i et j), on en déduit que N̂CO =
1

2

(

π − 5π

7

)

=
π

7
. Le deuxième angle demandé

déoule immédiatement de la onstatation signalée entre parenthèses juste avant.

3. Dans le triangle isoèle MON , le �té MN est égal à 1, et les deux autres �tés ont pour

longueur R. De plus, l'angle M̂ON est égal à

π

7
. Si on note I le milieu de [MN ], le tri-

angle MIO est don retangle en I, ave pour hypothénuse R. De plus, M̂OI =
π

14
, don

sin
(

M̂OI
)

=
MI

MO
=

1

2R
. Autrement dit,

1

2R
= sin

( π

14

)

, don R =
1

2 sin( π
14
)
.

4. Dans le triangle MOP , qui est évidemment retangle en P , on a M̂OP = M̂OD =
3π

7
, don

ÔMP =
π

2
− 3π

7
=

π

14
. On en déduit que sin

( π

14

)

=
OP

R
, don OP = R sin

( π

14

)

=
1

2
.

En déoule CP = CO + OP = R + OP =
1

2 sin( π
14
)
+

1

2
=

1 + sin( π
14
)

2 sin( π
14
)

. Or, sin
( π

14

)

=

cos
(π

2
− π

14

)

= cos

(

3π

7

)

= − cos

(

4π

7

)

, don CP =
1− cos(4π

7
)

2 sin( π
14
)

.

Plaçons-nous maintenant dans le triangle APC, retangle en P . Comme ÂCP = N̂CO =
π

7
,

on peut aluler tan
(

π
7

)

=
AP

CP
, don AP = CP tan

(π

7

)

= tan
(π

7

)

× 1− cos(4π
7
)

2 sin( π
14
)

d'après

le alul qui préède.
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Reste à simpli�er ette magni�que expression. On peut ommener par exploiter les formules

de dupliation pour érire que cos

(

4π

7

)

= 1−2 sin2
(

2π

7

)

, donAP =
sin(π

7
)(1− cos(4π

7
))

2 cos(π
7
) sin( π

14
)

=

sin(π
7
) sin2(2π

7
)

cos(π
7
) sin( π

14
)
= sin

(π

7

)

sin

(

2π

7

)

×2 sin(π
7
) cos(π

7
)

cos(π
7
) sin( π

14
)
= sin

(π

7

)

sin

(

2π

7

)

×4 sin( π
14
) cos( π

14
)

sin( π
14
)

=

4 sin
(π

7

)

sin
(

2
π

7

)

cos
( π

14

)

. Or,

π

14
=

π

2
− 3π

7
, e qui permet bien d'obtenir �nalement

AP = sin
(π

7

)

sin

(

2π

7

)

sin

(

3π

7

)

.

5. En reprenant les résultats de la partie B, on a don AP = 4Π =

√
7

2
, puis AB = 2AP =

√
7

(par symétrie évidente de toute la �gure, P est le milieu de segment [AB]).
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