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Probléme : autour de angle 77T

A. Un exercice de colle classique.

. 1
%im — 1. De plus, a est un nomnbre complexe de module 1, donc — = a@.
a

1 1 — —
2. Comme a” = 1, on peut affirmer que a% = o= a, a® = 5= (@)? = a2, et a®> = — = at.
On en déduit immeédiatement que 7' = a% + a2 + a = S. La partie imaginaire de S est égale
. (2 . [Anm . [ 8m : : o . (8
& sin = + sin - + sin - - Les deux premiers sinus sont positifs, et sin - )=

. 61 . (T . e . ..
—sin — )= sin (?), qui est inférieur en valeur absolue aux deux sinus positifs de notre

1. Bien entendu, a” = e

somme, donc Im(S) > 0. Comme T = S, on en déduit que Im(7T") < 0.

3. On a bien entendu constaté depuis le début de 'exercice que a était la « premiére » racine

septieme de Punité, et donc que ces mémes racines septiémes sont les nombres a¥, avec k €
6

{0,1,...,6}.Or, S+T = a+a’+a®+a*+a°+a® = Zak—l. Comme on sait que la somme

k=0
des racines septiémes de I'unité est nulle (c’est du cours), on en déduit que S+7 = —1. Pour le

produit, on effectue un calcul bourrin, puis on simplifie ce qu’on peut en exploitant le fait que
a’=1:9%xT =a*+aS+a"+a°+a"+ab+a"+a°+a' = a*+ab+1+a>+1+a+1+a’+a® =

6
3+ dF=3-1=2
k=1

4. Les nombres S et T sont donc solutions de I'équation 22 4 2+ 2 = 0, qui a pour discriminant

A =1—-8 = —7, et admet donc deux racines complexes conjuguées. Celle qui a la partie
. . -, . —14+V7 —1 -7
imaginaire positive est nécessairement égale & S, donc S = % et T'= %

B. Quelques applications plus ou moins passionnantes.

1. Ces deux calculs correspondent exactement & la partie réelle et a la partie imaginaire de .S,

donc 2—7T+s4—7r+ 8—7T—lets'2—ﬂ+' 4—7T+s'8—7r—£
ncos7 co - cos7—2, 11r17 s1n7 1n7—2.
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1—(—a?)”
o o N ook g 1= (=af)t
2. (a) Tl s’agit d’'une somme géométrique : ;(—a "= kz_o( a’)t =1 = T+ a2 1=
141 1—a2 1_¢% ei%(e—ﬂ?ﬂ — ei27ﬂ) —27 sin(277r) ) o
1+a2 = 1+4a2 ar T .zm, _zm  em. 2y~ )
+a +a 1+e7 e (e fe'r) 2cos(F)

(b) Encore un peu de factorisation par I’angle moitié : 2(6247” - eimTﬂ) = Qei%ﬂ(e_ﬁ?ﬂ — eiBTﬂ) =

.. 3w R 4 37
44 sin - Ne reste plus qu’a constater que - = T — = pour conclure.



(c) La somme calculée en question a vaut —a? + a* —a® +a — a® 4+ @® (en utilisant comme
6

d’habitude le fait que a” = 1), donc 2(a® — a®) + Z(—a2)k =a*+a'—a®+a—a’-d® =
k=1
. . . (Am 27
S —T =iV7. On déduit des calculs précédents que 4 sin )~ tan )= V.

3. (a) On utilise trois formules de duplication du sinus successives pour obtenir

LT T 2 3 . 2 2 3

8 sin <—) cos (—) cos| — Jcos| — ) =4sin| — |Jcos| — ) cos | —
7 7 7 7 7 7 7
. 47 3T . 3 3 . 61 LT

=2sin| — |Jcos| — ) =2sin| — )Jcos| — | =sin|{ — ] =sin <—)
7 7 7 7 7 7

(on a utilisé deux fois en cours de route I’égalité classique sin(m — x) = sin(x)). L’égalité
demandée en découle immédiatement, et on en déduit 8P =1, donc P = 3 (le produit II

ne pouvant étre nul).

(b) Les « linéarisations » demandées ici sont de simples formules de transformation somme-

2 4 2 2
produit : 2sin (g) sin (377T> = cos <77T> —cos <77T> , puis 411 = 2 cos (;) sin (;) -

4T\ . (27w . [(A4m . [bm . (2w .
2 cos — )sin{ — | =sin| — | —sin| — + sin - (méme pas besoin de transfor-

mation somme-produit pour le premier produit ici, puisque c¢’est une formule de duplication

: N . 6m . ™ . T
de sinus). Il ne reste plus qu’a constater que sin <7> = sin <7T — ?) = sin (?> pour
. ) AL . (8w
obtenir la formule de 1’énoncé. Comme par ailleurs sin (?> = —sin <7>, on a donc
2 4 8 7 7
41T = sin (%) + sin (%) + sin (%) = g (cf question 1), donc m = %

C. Un peu de géométrie amusante.

1. Dans la figure qui suit, on a tracé en pointillés le cercle de centre O et de rayon R (avec les
notations de I’énoncé) dans lequel est inscrit notre polygone régulier :



2. Le triangle CON (quel joli nom...), en orange sur la figure, est isocele en O puisque ON et
OC sont deux rayons du cercle. Les angles (géométriques) N NCO et CNP sont donc égaux.

51 _
Comme de plus CON = - (puisque le polygone est régulier, on a SZ-OS]- = % pour
— 1 5
tous entiers i et j), on en déduit que NCO = 3 <7T — 77r = g Le deuxiéme angle demandé

découle immédiatement de la constatation signalée entre parenthéses juste avant.

3. Dans le triangle isocéle MON, le coté M N est égal a 1, et les deux autres codtés ont pour
longueur R. De plus, 'angle MON est égal a g Si on note I le milieu de [M N], le tri-

angle M IO est donc rectangle en I, avec pour hypothénuse R. De plus, MOT = 17T—4, donc
MI 1 1

. (= 1
sin (MOI) =0 — 2R Autrement dit, V57 = sin (14) donc R = m.

— 3
4. Dans le triangle MOP, qui est évidemment rectangle en P, on a MOP = MOD = 77T donc

1
OMP = 5 — 377T = 1721 On en déduit que sm(lil) = OR dinc OP = RSIH(lZ) =5
1 1
En découle CP — CO+ OP — R+ 0P — — - 1 _ 105mn) sin (17 ) =
2sin({g) 2 2sin({y) 14
4 1-—-
cos(z—l) = cos 37 — —cos [ = , donc CP—ﬂ
2 14 7 7 2sin({y)
Plagons-nous maintenant dans le triangle APC, rectangle en P. Comme ACP =NCO = 7;,
AP 1—
on peut calculer tan (%) =op’ donc AP = CPtan <§> = tan <§) X ﬁséj)) d’apres

le calcul qui précéde.



Reste & simplifier cette magnifique expression. On peut commencer par exploiter les formules

4 2 in(Z)(1 — cos(4F
de duplication pour écrire que cos (;) = 1—25sin? (;), donc AP = sin(7)( cos(7)) =

2 cos (%) sin({})
sin(Z) sin?(%£) i (E) “in (2_77) y 2sin(%) cos(%) i (E) ‘i (2_71‘) ><Zjlsin(ﬁ) cos({y) _

cos( %) sin({y) 7 7 cos(%) sin({}) 7 7 sin({7)

3
4sin <g) sin (2;) cos <%> Or, % = g — 77T, ce qui permet bien d’obtenir finalement

AP = sin <§) sin <277T> sin <377T)

7
5. En reprenant les résultats de la partie B, on a donc AP = 411 = %, puis AB = 24P = /7

(par symétrie évidente de toute la figure, P est le milieu de segment [AB]).




