
Devoir Maison n

o

4 : 
orrigé

MPSI Ly
ée Camille Jullian

24 novembre 2022

Première partie : étude d'une fon
tion taux d'a

roissement.

1. La fon
tion étant évidemment 
ontinue sur R
∗
, le seul problème éventuel peut se poser en

0. Mais 
omme lim
x→0

ex − 1

x
= 1 (limite 
lassique de taux d'a

roissement vue en 
ours), la

fon
tion est également 
ontinue en 0. Elle est don
 bien 
ontinue sur R.

2. La fon
tion g est dérivable sur R et g′(x) = ex(x − 1) + ex = xex. Cette dérivée étant du

signe de x, g est don
 dé
roissante sur R
−

et 
roissante sur R
+
. Elle admet en parti
ulier

pour minimum g(0) = 1× (−1) + 1 = 0, don
 elle est toujours positive.

3. La fon
tion f est dérivable sur R
∗
et ∀x 6= 0, f ′(x) =

xex − (ex − 1)

x2
=

g(x)

x2
. Puisque la

fon
tion est toujours positive, f est 
roissante sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[, don
 tout simplement


roissante sur R puisqu'elle est 
ontinue en 0. Il manque les limites : lim
x→−∞

f(x) = 0 (pas de

forme indéterminée), et lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

ex

x
− 1

x
= +∞ (le premier terme ayant pour limite

+∞ par 
roissan
e 
omparée). On a don
 le tableau 
omplet fort simple suivant :

x −∞ 0 +∞

f

0

✟✯
✟

✟

1

✟✯
✟

✟

+∞

4. On peut en e�et a�rmer que, ∀t ∈ [0, 1], 1 6 et 6 6. On peut alors intégrer entre 0 et x (en

supposant bien sûr x 6 1) pour obtenir dans un premier temps

∫

x

0

1 dt 6

∫

x

0

et dt 6

∫

x

0

6 dt,

soit x 6 ex−1 6 6x, ou en
ore x+1 6 ex 6 6x+1. On re
ommen
e exa
tement ave
 le même

prin
ipe :

∫

x

0

t+1 dt 6

∫

x

0

et dt 6

∫

x

0

6t+1 dt, qui donne 
ette fois-
i
1

2
x2+x 6 ex−1 6 3t2+t

dont on peut déduire que 1 + x +
1

2
x2 6 ex 6 1 + x + 3x2. L'en
adrement demandé dans

l'énon
é est une 
ombinaison des deux pré
édents.

5. Cal
ulons, si x 6= 0,

∫

1

0

etx dt =

[

etx

x

]1

0

=
ex

x
− 1

x
= f(x). Bien sûr, on ne peut pas e�e
tuer

le même 
al
ul pour x = 0, mais dans 
e 
as,

∫

1

0

etx dt =

∫

1

0

1 dt = 1, 
e qui 
orrespond bien

à la valeur de f(0). L'égalité est don
 toujours valide.

En appliquant le dernier en
adrement de la question pré
édente à tx (
elui de l'énon
é n'a en

fait au
un intérêt au niveau du membre de gau
he), alors 1+tx+
1

2
t2x2 6 etx 6 1+tx+3t2x2,

valable si tx 6 1. On peut intégrer 
et en
adrement sur l'intervalle [0, 1] :

∫

1

0

1+tx+
1

2
t2x2 dt =

1



[

t+
xt2

2
+

x2t3

6

]1

0

= 1 +
1

2
x2 +

x2

6
. Un 
al
ul quasiment identique donne la majoration

1 + x+ 3x2 pour l'intégrale de droite, 
e qui prouve bien l'en
adrement souhaité.

6. On déduit de la question pré
édente que, ∀x ∈]0, 1], 1

2
+

1

6
x 6

f(x)− 1

x
6

1

2
+ x. Une

appli
ation dire
te du théorème des gendarmes donne alors bien lim
x→0+

f(x)− 1

x
=

1

2
. Cela

signi�e que le taux d'a

roissement de la fon
tion f en 0 a une limite égale à

1

2
, autrement

dit que la fon
tion f est en fait dérivable également en 0, et que f ′(0) =
1

2
.

7. La tangente demandée a don
 pour équation y =
1

2
x+ 1.
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Deuxième partie : étude d'une suite d'intégrales.

1. Tout simplement, la fon
tion x 7→ xn
√
1− x est toujours 
ontinue sur [0, 1].

2. On 
al
ule don
 I0 =

∫

1

0

√
1− x dx =

[

−2

3
(1− x)

3

2

]1

0

=
2

3
.

3. On peut toujours essayer (le 
hangement de variables est en tout 
as valide) : on pose don


t =
√
1− x, soit x = 1 − t2, qui donne dx = −2t dt, et les bornes sont 
hangées en 1 et 0

(dans le mauvais sens don
). Autrement dit, I =

∫

0

1

−2t2 dt = 2

∫

1

0

t2 dt =
2

3
. La réponse

est don
 
lairement oui !

4. • On pose tout simplement u(x) = x, don
 u′(x) = 1 et v′(x) =
√
1− x, qui s'intègre en

v(x) = −2

3
(1 − x)

3

2
(
al
ul déjà exploité pour la première question). On a alors I1 =

[

−2

3
x(1− x)

3

2

]1

0

+
2

3

∫

1

0

(1− x)
3

2 dx = 0 +
2

3

[

−2

5
(1− x)

5

2

]1

0

=
4

15
.

• Allons-y don
 : t = 1− x don
 x = 1− t, dx = − dt mais les bornes sont inversées par le


hangement de variables, on les remettra immédiatement dans le bon sens pour simpli�er

et trouver I1 =

∫

1

0

(1− t)
√
t dt =

∫

1

0

t
1

2 − t
3

2 dt =

[

2

3
t
3

2 − 2

5
t
5

2

]1

0

=
2

3
− 2

5
=

4

15
.

5. Histoire de rédiger de façon la plus naturelle possible, on va partir de In+1 et e�e
tuer une

IPP en posant u(x) = xn+1
, don
 u′(x) = (n + 1)xn, et v′(x) =

√
1− x qu'on va une

2



nouvelle fois intégrer en v(x) = −2

3
(1 − x)

3

2 = −2

3
(1 − x)

√
1− x. On trouve don
 In+1 =

[

2

3
(n+ 1)xn(1− x)

3

2

]1

0

+
2

3

∫

1

0

(n+ 1)xn(1− x)
√
1− x dx

= 0+
2(n + 1)

3

(
∫

1

0

xn
√
1− x−

∫

1

0

xn+1
√
1− x dx

)

=
2(n+ 1)

3
(In− In+1). Autrement dit,

3In+1 = (2n + 2)In − (2n+ 2)In+1, dont on déduit bien que In+1 =
2n+ 2

2n+ 5
In.

6. Commençons par 
al
uler brillamment à l'aide de la question pré
édente I2 =
2× 1 + 2

2× 1 + 5
I1 =

4

7
× 4

15
=

16

105
(non, rien ne se simpli�e), puis I3 =

6

9
× 16

105
=

32

315
.

Pour la formule générale, on va bien sûr pro
éder par ré
urren
e en exploitant la formule de

la question 5. Commençons par véri�er la formule pour n = 1 :

42 × 1!× 2!

(2 + 3)!
=

16× 2

120
=

4

15
, 
e qui est bien la valeur de I1. Supposons désormais la formule 
orre
te au rang n,

alors In+1 =
2n + 2

2n + 5
In =

(2n + 2)4n+1n!(n+ 1)!

(2n + 5)× (2n+ 3)!
=

(2n+ 4)× 2× 4n+1(n+ 1)!(n + 1)!

(2n + 5)!
=

4× 4n+1 × (n+ 1)!(n + 2)!

(2n + 5)!
, 
e qui est bien la formule attendue pour In+1.

7. (a) On a le droit de poser x = sin2(t) sur l'intervalle [0, 1], la fon
tion sin2 e�e
tuant une

bije
tion 
ontinue de

[

0,
π

2

]

vers [0, 1]. Les bornes de l'intégrale vont don
 devenir 0 et

π

2
, et on aura par ailleurs xn

√
1− x = sin2n(t)

√

1− sin2(t) = cos(t) sin2n(t) puisque

cos(x) > 0 sur l'intervalle d'arrivée. De plus, dx = 2 sin(t) cos(t) dt. Finalement, In =
∫ π

2

0

2 cos2(t) sin2n+1(t) dt = 2

∫ π

2

0

(1− sin2(t)) sin2n+1(t) dt = 2(W2n+1 −W2n+3).

(b) En appliquant la relation donnée par l'énon
é à 2n+1, on a don
 W2n+3 =
2n+ 2

2n+ 3
W2n+1,

puis

1

2
In = W2n+1 −

2n+ 2

2n+ 3
W2n+1 =

1

2n+ 3
W2n+1, soit In =

2

2n+ 3
W2n+1.

3


