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Exer
i
e 1

A. Questions préliminaires.

1. (a) La fon
tion g est 
ertainement dérivable sur R, et g′(x) = ex − 1, don
 g est dé
roissante

sur R
−
et 
roissante sur R

+
, admettant un minimum en 0.

(b) Comme g(0) = 1 − 0 − 1 = 0, la fon
tion est positive sur R tout entier, et en parti
ulier

sur ]0,+∞[.

2. (a) La fon
tion h est dé�nie et dérivable sur R, et h′(x) = −ex + (2−x)ex = (1−x)ex. Cette
dérivée est du signe de 1 − x, don
 h est 
roissante sur ] − ∞,−1] puis dé
roissante sur

[1,+∞[, admettant pour maximum h(1) = e − 1. De plus, lim
x→+∞

h(x) = −∞, et 
omme

h(x) = 2ex − xex − 1 et lim
x→−∞

xex = 0 (
roissan
e 
omparée), on aura lim
x→−∞

h(x) = −1.

On peut don
 dresser le tableau de variations suivant pour la fon
tion h :

x −∞ 1 +∞

h −1

✟✯✟✟

e− 1

❅
❅
❅❘−∞

(b) L'énon
é était manifestement buggué à 
et endroit : étant 
ontinue et stri
tement mono-

tone sur 
ha
un des deux intervalles, h est bije
tive de ]−∞, 1] vers ]− 1, e− 1], puis de
[1,+∞[ vers ] −∞, e − 1]. Le réel e − 1 étant stri
tement positif, 0 appartient à 
ha
un

des deux intervalles images, et l'équation h(x) = 0 admet don
 deux solutions, l'une sur

l'intervalle ]1,+∞[ qu'on notera don
 α, et la deuxième sur l'intervalle ] −∞,−1[ qu'on
va noter β. On peut même noter que h(0) = 1 > 0, don
 β < 0.

(
) La fon
tion h sera positive dans l'intervalle [β, α] et négative sur 
ha
un des deux inter-

valles ]−∞, β] et [α,+∞[.

B. Étude de f et tra
é de la 
ourbe C.
1. La seule 
hose qui pourrait empê
her f d'être dé�nie sur R serait l'annulation de son déno-

minateur. Or, on a prouvé plus haut que g(x) > 0, 
e qui se traduit par l'inégalité ex > x+1.
A fortiori ex > x, 
e qui prouve que Df = R.

2. On va fa
toriser numérateur et dénominateur par ex pour obtenir f(x) =
1− e−x

1− xe−x
. Comme

lim
x→+∞

xe−x = 0 (
roissan
e 
omparée 
lassique), on a don
 lim
x→+∞

f(x) = 1. Il y a don
 une

asymptote horizontale d'équation y = 1 en +∞.

3. La fon
tion f est dérivable sur son ensemble de dé�nition et f ′(x) =
ex(ex − x)− (ex − 1)2

(ex − x)2
=

e2x − xex − e2x + 2ex − 1

(ex − x)2
=

h(x)

(ex − x)2
. Cette dérivée est don
 du signe de h(x), qu'on a étudié
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plus haut. On ne peut bien entendu pas 
al
uler la valeur du minimum et du maximum de f ,

on se 
ontentera don
 du tableau suivant :

x −∞ β α +∞
f ′(x) − 0 + 0 −

f 0
❍❍❍❥

f(β)

�✒
�

�

f(α)❍❍❍❥ 1

4. Pour 
ela, on 
al
ule 
lassiquement f(x)− x =
ex − 1

ex − x
− x =

ex − 1− xex + x2

ex − x

=
ex(1− x) + x2 − 1

ex − x
=

(x− 1)(x + 1− ex)

ex − x
. Le dénominateur est toujours positif, le fa
teur

x + 1 − ex est toujours négatif d'après la première question de l'exer
i
e, don
 f(x) − x est

du signe opposé à 
elui de x− 1. Autrement dit, la 
ourbe C sera au-dessus de la droite (D)
sur l'intervalle ] − ∞, 1], et en-dessous sur l'intervalle [1,+∞[. Les des 
ourbes se 
oupent

au point de 
oordonnées (1, 1), mais aussi au point de 
oordonnées (0, 0) puisque le fa
teur

x+ 1− ex s'annule (sans 
hanger de signe) en 0.

5. On 
al
ule f(0) = 0, puis f ′(0) = h(0) = 2e0−1 = 1, et on déduit que la tangente en question

a pour équation y = x.

6. On est bien sûr obligés de pla
er aléatoirement le maximum et le minimum, par 
ontre, on

fait attention à bien respe
ter les asymptotes horizontales et la position relative par rapport

à la droite d'équation y = x (les points d'interse
tion sont indiqués en orange 
i-dessous) :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

−1

−2

C. Étude d'une suite d'intégrales.

1. Comme f est de la forme

u′

u
(en posant u(x) = ex − x, on a bien u′(x) = ex − 1), et que la

fon
tion u est positive sur R, f admet pour primitive sur R la fon
tion F : x 7→ ln(ex − x).
On en déduit un = [ln(ex − x)− x]n0 = ln(en − n)− n puisque notre primitive s'annule en 0.
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2. Pour déterminer la limite, é
rivons ln(en − n) = ln(en(1− ne−n)) = n+ ln(1− ne−n). On en

déduit que un = ln(1− ne−n). Par 
roissan
e 
omparée, lim
n→+∞

ne−n = 0, dont on déduit que

lim
n→+∞

un = 0.

3. Le nombre un−u1 est égal à

∫ n

1

(f(t)−1) dt, 
e qui représente l'aire 
omprise entre la 
ourbe

C et la droite horizontale d'équation y = 1, entre les droites verti
ales d'équation x = 1 et

x = n (aire ha
hurée en violet sur le graphique pré
édent, jusqu'à l'abs
isse x = 4 où s'arrête

la représentation). D'après la question pré
édente, lim
n→+∞

un − u1 = −u1, 
e qui prouve que

l'aire ha
hurée en violet, si on fait tendre la limite supérieure vers +∞, va être égale à l'aire

ha
hurée en vert située entre C, la droite y = 1 et x = 1 et l'axe des ordonnées.

Exer
i
e 2

1. Si l'entier n est un entier impair, alors l'entier n2 − 1 est divisible par 8.

2. Supposons dans un premier temps n = 4k+1, alors n2−1 = (4k+1)2−1 = 16k2+8k+1−1 =
16k2+8k = 8(2k2+k) qui est un entier divisible par 8. Traitons maintenant le deuxième 
as :

si n = 4k+3, alors n2−1 = (4k+3)2−1 = 16k2+24k+9−1 = 16k2+24k+8 = 8(2k2+3k+1),
qui est en
ore un entier divisible par 8. Tout entier impair véri�e don
 la propriété ¬A, 
e qui
prouve notre 
ontraposée, et don
 l'impli
ation A ⇒ B.

3. Tous les entiers naturels peuvent s'é
rire sous la forme n = 4k + r, ave
 r ∈ {0, 1, 2, 3} (
'est

le prin
ipe même de la division eu
lidienne, r sera le reste de la division de n par 4). Si r = 0
ou r = 2, l'entier n sera manifestement pair, don
 on doit avoir r = 1 ou r = 3 lorsque n est

impair.

4. Pour que les énon
és soient équivalents, il faudrait que l'impli
ation ré
iproque B ⇒ A soit

vraie. Or, 
ette dernière est évidente : si n est un entier pair, alors n2
également, don
 n2 − 1

est un entier impair qui ne peut sûrement pas être divisible par 8. Les propositions sont don

bien équivalentes.

Exer
i
e 3

1. On a bien sûr envie d'élever au 
arré des deux 
�tés de l'équation, mais attention, il faut

d'abord pré
iser qu'on ne peut le faire que lorsque les deux ra
ines 
arrées sont dé�nies (et

don
 positives), soit lorsque x > 32. Autrement dit, ∀x >
3

2
,

√
x− 1 >

√
2x− 3 ⇒ x − 1 >

2x− 3 ⇔ x− 2 6 0 ⇔ x 6 2. Finalement, S =

[

3

2
, 2

]

.

2. Là en
ore, il est indispensable de 
ommen
er par pré
iser qu'on va résoudre l'équation sur

l'intervalle ]− 1,+∞[ (pour que les deux ln soient bien dé�nis), et 
'est seulement sous 
ette


ondition qu'on peut regrouper nos ln pour obtenir l'équation équivalente ln((x+1)(x+5)) =
ln(96), soit x2+6x+5 = 96, ou en
ore x2+6x−91 = 0. Cette équation du se
ond degré a pour

dis
riminant ∆ = 36+4×91 = 400 = 202, et admet don
 pour solutions x1 =
−6− 20

2
= −13

et x2 =
−6 + 20

2
= 7. La première solution étant largement inférieure à −1, on l'élimine sans

remords, et on 
onserve don
 S = {7}.
3. On 
ommen
e par 
onstater que x = 1 est solution évidente de l'équation : 1−6+11−6 = 0.

On peut don
 fa
toriser son membre de droite sous la forme x3 − 6x2 + 11x − 6 = (x −
1)(ax2 + bx + c) = ax3 + (b − a)x2 + (c − b)x − c. Une identi�
ation des 
oe�
ients dans

les deux expressions donne a = 1, b − 1 = −6, don
 b = −5, puis c − b = 11 don
 c = 6,

e qui est 
ohérent ave
 la dernière équation. Notre équation initiale est don
 équivalente à
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(x−1)(x2−5x+6) = 0. Le dis
riminant du deuxième fa
teur vaut ∆ = 25−24 = 1, il admet

don
 pour ra
ines x1 =
5− 1

2
= 2 et x2 =

5 + 1

2
= 3. Finalement, S = {1, 2, 3}.

4. Deux nombres ont la même valeur absolue si et seulement si ils sont égaux ou opposés. Notre

équation est don
 véri�ée dans deux 
as : si x2 + 3x − 2 = x2 − x − 2, qui est trivialement

équivalente à x = 0, ou si x2 + 3x − 2 = −x2 + x + 2, équivalente à 2x2 + 2x − 4 = 0, ou
en
ore en simpli�ant par 2, x2 + x− 2 = 0. Cette dernière équation a pour solution évidente

x = 1, et le produit de ses deux solutions est égal à −2, don
 la dernière solution est égale à

−2. Finalement, S = {−2, 0, 1}.
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