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Problème 1

A. Z-bases du réseau.

I. C'est évidemment trivial, si (x, y) ∈ R, alors (x, y) = xe1+ ye2, et 
ette dé
omposition est unique


ar (e1, e2) est une base de l'espa
e ve
toriel R
2
. De plus, par dé�nition de R, x et y sont des entiers,


e qui prouve bien que (e1, e2) est une Z-base de R.

II.

1. Il su�t d'e�e
tuer le 
al
ul du produit matri
iel pour obtenir X =

(

a1x+ a2y

b1x+ b2y

)

, 
e qui


orrespond exa
tement à dire que X = xe′1 + ye′2.

2. (a) Par dé�nition, e′1 et e′2 doivent être des ve
teurs appartenant à R, 
ette question atteint

don
 un re
ord du monde de trivialité.

(b) En e�et, e1 et e2 étant assez manifestement des éléments de R, on doit pouvoir les é
rire


omme 
ombinaisons linéaires à 
oe�
ients entiers de e′1 et de e′2.

(
) Les 
onditions x1e
′

1 + y1e
′

2 = e1 et x2e
′

1 + y2e
′

2 = e2 se traduisent par les quatre équations

a1x1 + a2y1 = 1, b1x1 + b2y1 = 0, a1x2 + a2y2 = 0 et b1x2 + b2y2 = 1. Ça tombe

parti
ulièrement bien, puisques 
e sont les mêmes équations qui permettent d'a�rmer que

AB = I2.

(d) La matri
e B étant à 
oe�
ients entiers, tout 
omme la matri
e A, leurs déterminants sont

entiers. Or, d'après la question pré
édente, det(A) det(B) = 1, 
e qui ne peut se produire
que si det(A) ∈ {−1, 1} (et de même pour det(B)).

3. (a) Puisque det(A) 6= 0, A est 
ertainement une matri
e inversible. De plus,

1

det(A)
∈ Z,

don
 la formule expli
ite A−1 =
1

det(A)

(

b2 −a2
−b1 a1

)

montre que A−1
est une matri
e

à 
oe�
ients entiers.

(b) En reprenant le 
al
ul de la question 2.
 à l'envers, on déduit de la question pré
édente

que e1 = x1e
′

1 + y1e
′

2 et e2 = x2e
′

1 + y2e
′

2, dont les deux ve
teurs de la base 
anonique

sont 
ombinaisons linéaires à 
oe�
ients entiers de e′1 et de e′2, et tous les ve
teurs de R
le sont don
 également (puisqu'ils sont eux-même 
ombinaisons entières de e1 et de e2).

La famille (e′1, e
′

2) est don
 bien une Z-base de R.

4. On a brillamment prouvé qu'une famille (e′1, e
′

2) était une Z-base de R si et seulement si la

matri
e de ses 
oordonnées (autrement dit la matri
e de notre famille dans la base 
anonique)

était une matri
e à 
oe�
ients entiers, de déterminant égal à 1 ou −1. Cette 
ara
étrisation

resterait d'ailleurs valable dans un espa
e ve
toriel de dimension n.

III.

1. Les 
al
uls de la partie II. prouvent l'existen
e de deux entiers x1 et x2 tels que x1a1+x2b1 = 1.
Le théorème de Bézout a�rme alors que les deux entiers a1 et b1 sont premiers entre eux.
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2. Puisque a1 et b1 sont premier entre eux, le théorème de Bézout (en
ore lui, mais dans l'autre

sens) a�rme l'existen
e de deux entiers relatifs u et v tels que a1u + b1v = 1. Posons don


e′2 =

(

v

−u

)

. On sait alors que ue′1 + b1e
′

2 = e1 (la première 
oordonnée vaut ua1 + b1v qui

est égal à 1 par hypothèse, et la deuxième vaut ub1 − b1u = 0). De même, ve′1 − a1e
′

2 = e2.

Les deux ve
teurs de la base 
anonique sont don
 
ombinaisons linéaires à 
oe�
ients entiers

de e′1 et e′2, 
e qui prouve que (e′1, e
′

2) est une Z-base de R.

3. Il su�t de trouver une 
ombinaison de Bézout pour les entiers 7 et 10, 
e qui est parti
ulière-
ment di�
ile. Par exemple, 3× 7− 2 × 10 = 1, 
e qui prouve d'après la question pré
édente

que le ve
teur

(

−2
−3

)


onvient. Les plus 
urieux 
onstateront qu'il existe en fait une in�nité

de ve
teurs 
onvenables, de la forme

(

−2 + 7k
−3 + 10k

)

, ave
 k ∈ Z.

B. Transformations linéaires du réseau.

I. Si f(R) ⊂ R, les images par f des deux ve
teurs e1 et e2 ont des 
oordonnées entières. Or, 
es


oordonnées sont justement par dé�nition les quatre 
oe�
ients de la matri
e A, qui sont don
 des

entiers. Ré
iproquement, si les 
oe�
ients de la matri
e sont entiers, 
ela signi�e de même que f(e1)
et f(e2) sont des éléments de R. Or, tout ve
teur de R étant 
ombinaison linéaire à 
oe�
ients

entiers de e1 et e2, la linéarité de f assure que son image sera 
ombinaison linéaire à 
oe�
ients

entiers des ve
teurs f(e1) et f(e2), et appartiendra don
 également à R, 
e qui prouve bien que

f(R) ⊂ R.

II.

1. Elle 
ontient par exemple e1 et e2 qui sont 
ertainement linéairement indépendants.

2. La dimension de l'image de f est au moins égale à 2, don
 égale à 2 puisque l'espa
e d'arrivée

est R
2
. L'appli
ation f est don
 un endomorphisme surje
tif de R

2
, il est bije
tif.

3. L'appli
ation f étant supposée bije
tive, 
ela dé
oule immédiatement du fait que f(R) = R.

4. La matri
e A est inversible en tant que matri
e d'une appli
ation linéaire bije
tive, et son

inverse A−1
est la matri
e dans la base 
anonique de l'appli
ation f−1

, qui véri�e d'après la

question pré
édente f−1(R) = R. D'après la question I, les 
oe�
ients de A−1
sont don


entiers.

5. On n'a pas déjà fait 
ette question ? Les déterminants de A et de A−1
sont entiers et inverses

l'un de l'autre don
 égaux tous les deux à 1 ou −1.

III.

1. C'est exa
tement la question II.3.b de la partie A, que nous allons don
 nous dispenser de

refaire.

2. On sait déjà que f(R) ⊂ R puisque A est à 
oe�
ients entiers. De plus, tout élément de R
étant 
ombinaison linéaire à 
oe�
ients entiers de f(e1) et f(e2) d'après la question pré
é-

dente, il appartient à f(R) (il est l'image de la 
ombinaison linéaire 
orrespondante de e1 et

e2), don
 f(R) = R.

IV. On a brillamment prouvé qu'une appli
ation linéaire 
onservait le réseau R si et seulement si sa

matri
e dans la base 
anonique était à 
oe�
ients entiers et de déterminant 1 ou −1.

C. Isométries du réseau.

I. La 
omposée de deux isométries a�nes est une isométrie a�ne, et si 
ha
une des deux isométries

laisse le réseau R stable, 
e sera aussi le 
as de leur 
omposée. De plus, tout isométrie a�ne est une
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bije
tion dont la ré
iproque est une isométrie a�ne, et là en
ore le fait d'avoir f(R) = R implique

que f−1(R) = R. En�n, l'identité appartient évidemment à G et sera l'élément neutre du groupe.

Le fait que G0 est un sous-groupe de G est assez évident, il 
ontient l'identité et les stabilités par


omposition et passage à l'inverse sont immédiates.

II.

1. Il faut don
 trouver tous les 
ouples d'entiers (x, y) véri�ant x2 + y2 = 1. Cela ne peut se

produire que si l'un des 
arrés est nul et l'autre égal à 1 (puique 
es 
arrés sont eux-même

entiers), 
e qui laisse quatre possibilités :

(

1
0

)

,

(

−1
0

)

,

(

0
1

)

et

(

0
−1

)

.

2. Puisque f(O) = O et que f est une isométrie, f(e1) doit être à distan
e 1 de O et de même

pour f(e2), le résultat demandé dé
oule alors trivialement de la question pré
édente.

3. Les deux 
olonnes de la matri
e A doivent être 
onstituées de deux ve
teurs de la liste obtenue

à la question pré
édente. Mais 
es deux ve
teurs doivent aussi être à une distan
e

√
2 l'un de

l'autre (puisque 
'est le distan
e entre e1 et e2 et que A est une matri
e d'isométrie). Ils ne

peuvent don
 pas avoir la même 
oordonnée nulle (sinon la distan
e serait soit égale à 0 soit

à 2), 
e qui laisse exa
tement les huit possibilités données, pour lesquelles la distan
e entre

les deux images est toujours égale à

√
2.

III.

1. La matri
e de s1 ayant pour déterminant −1, il s'agit d'une ré�exion, en l'o

urren
e 
elle

qui é
hange les deux ve
teurs de la base 
anonique, don
 une ré�exion par rapport à la droite

d'équation y = x. La matri
e A2 a également pour déterminant −1, don
 s2 est aussi une

ré�exion. Puisque le ve
teur e2 est laissé stable par s2, il s'agit de la ré�e
tion par rapport à

l'axe (Oy) du repère 
anonique.

2. On va obtenir des rotations, le 
al
ul de la matri
e donnera rapidement l'angle 
orrespondant :

A1×A2 =

(

0 1
−1 0

)

, matri
e de la rotation d'angle −π

2
, et A2×A1 =

(

0 −1
1 0

)

, matri
e

de la rotation d'angle

π

2
(le 
entre étant O pour 
ha
une des deux puisqu'il s'agit de rotations

ve
torielles).

3. On l'a déjà montré puisque les deux matri
es A1 et A2 appartiennent à l'ensemble H.

4. La présen
e de 
ette question laisse entendre que la réponse à la pré
édente ne devrait pas

être 
onsidérée 
omme triviale. Pourtant, elle l'est bel et bien !

IV. En reprenant les huit matri
es de l'ensemble G0, on voit que 
e dernier est 
onstitué de quatre

rotations : id (première matri
e), rotation d'angle

π

2
(sixième matri
e), rotation d'angle π (don
 − id,

quatrième matri
e) et rotation d'angle −π

2
(septième matri
e) ; et de quatre ré�exions : par rapport

à l'axe (Ox) (troisième matri
e), par rapport à l'axe (Oy) (don
 s2, deuxième matri
e), par rapport

à la droite d'équation y = x (don
 s1, 
inquième matri
e), et par rapport à la droite d'équation

y = −x (dernière matri
e, l'opposé de s1).

V. Si x et y ne sont pas tous les deux entiers, O a une image n'appartenant pas à R don
 la

translation ne peut pas appartenir à G. Ré
iproquement, si x et y sont entiers, on a, quel que soit le

ve
teur

(

a

b

)

appartenant à R, son image par f qui est égale à

(

a+ x

b+ y

)

qui appartient aussi à

R, don
 t(R) ⊂ R. Mais la ré
iproque est tout aussi évidente dans 
e 
as, et t étant une isométrie,

on a don
 bien t ∈ G.

VI. Comme t′ est une translation dont le ve
teur appartient à R, t′ ∈ G, don
 g ∈ G. De plus, par


onstru
tion, g(O) = f(O)− f(O) = O don
 g ∈ G0.
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VII. Il su�t de poser t = (t′)−1
ave
 les notations de la question pré
édentes pour prouver l'existen
e.

L'uni
ité est triviale : 
omme O doit être laissé �xe par g, t est né
essairement la translation de

ve
teur f(O), don
 g = t′ ◦ f .

D. Un pavage du plan.

I.

1. Il su�t de tra
er les huit triangles obtenus en appliquant 
ha
une des huit isométries dé
rites

plus haut, et de 
onstater qu'on obtient, pour 
ha
un des quatre 
arrés de 
�té

1

2
ayant une

diagonale passant par O et l'un des quatre sommets du 
arré C, deux triangles séparant le

petit 
arré suivant 
ette diagonale, 
ha
un de 
es deux triangles étant l'image de T par l'une

des huit isométries. Ainsi, pour le petit 
arré ayant pour sommet (1, 1), les deux triangles

sont T lui-même (don
 l'image de T par l'identité) et son symétrique par rapport à la droite

d'équation y = x, don
 s1(T ). Pour le petit 
arré ayant pour sommet (−1, 1), il est re
ouvert
par les deux triangles s1(T ) (symétrique par rapport à (Oy)) et r(T ), où r est la rotation

d'angle

π

2
. On obtient les deux derniers petits 
arrés tout aussi fa
ilement.

2. Tous 
es triangles ont évidemment le point O en 
ommun. Vu la des
ription faite à la question

pré
édente, ils peuvent également avoir une interse
tion qui est la diagonale d'un petit 
arré

s'ils 
orrespondent aux deux moitiés dudit petit 
arré (par exemple T et s1(T ) ont pour

interse
tion le segment reliant O et le point de 
oordonnnées (1, 1)). En�n, les petits 
arrés
ayant eux-même une interse
tion qui est un segment situé sur un des deux axes du repère


anonique, on peut aussi avoir 
e segment 
omme interse
tion, par exemple pour T et son

symétrique par rapport à (Ox).

II.

1. Soit (x, y) les 
oordonnées d'un point quel
onque de R
2
. En notant n l'entier le plus pro
he

de x (pas né
essairement la partie entière de x don
, mais 
ette partie entière si x 6 ⌊x⌋+ 1

2
,

ou ⌊x⌋+1 dans le 
as 
ontraire ; si la distan
e entre x et sa partie entière vaut exa
tement

1

2
,

on a le 
hoix entre les deux valeurs), et p l'entier le plus pro
he de y, on aura par 
onstru
tion

le point (x, y) appartenant au 
arré de 
entre (n, p) et de 
�té 1. Or, 
e 
arré est exa
tement

l'image de C par la translation de ve
teur (n, p), ave
 (n, p) ∈ R. De plus, le point (x, y)
appartient à plusieurs de 
es translatés si et seulement si la partie fra
tionnaire de x ou 
elle

de y (voire les deux, dans 
e 
as (x, y) sera un 
oin 
ommun à quatre des 
arrés translatés)

est égale à

1

2
.

2. La des
ription pré
édente montre que l'interse
tion de deux de 
es 
arrés se fait soit suivant

un segment 
orrespondant au 
�té 
ommun à deux 
arrés, soit en un point 
ommun à quatre


arrés. Elle peut évidemment être vide si les valeurs de (n, p) 
orrespondant aux deux 
arrés

sont trop éloignées. En pratique, on aura une interse
tion entre � le 
arre (n, p) � et � le 
arré

(n′, p′) � qui est un segment si n = n′
et n = p′ ± 1 (segment horizontal dans 
e 
as) ou si

n = n′ ± 1 et p = p′ (segment verti
al), un point si n = n′ ± 1 et p = p′ ± 1, et vide dans tous
les autres 
as.

III.

1. Cela dé
oule immédiatement des questions pré
édentes. Si (x, y) est un point quel
onque de

R
2
, il appartient à t(C) pour un 
ertain t ∈ G (question II.1), et le point de C anté
édent de

(x, y) par la translation t est lui-même de la forme g(A) ave
 A ∈ T et g ∈ G0 (question I.1),

don
 (x, y) = t ◦ g(A) = f(A) ave
 f ∈ G, d'où la 
on
lusion proposée.

2. Puisque toute appli
ation f ∈ G peut s'é
rire de façon unique t◦g (question C.VII), le résultat

dé
oule à nouveau immédiatement des questions pré
édentes.
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E. Un sous-groupe et deux frises.

I.

1. L'appli
ation tk est la translation de ve
teur ke1. L'appli
ation sk est la 
omposée de 
ette

même translation ave
 la rotation d'angle π autour de l'origine (ou si on préfère la symétrie


entrale 
entrée en O). Attention, on e�e
tue dans 
e 
as la rotation avant la translation (ça

ne 
ommute pas !).

2. Commençons par le plus simple : tk ◦tl = tk+l, j'espère qu'il n'y a pas besoin d'expli
ation. Un

peu moins évident, sk ◦ sl = tk−l : on symétrise, on avan
e de l sur l'axe des abs
isses, 
e qui

revient en fait à re
uler de l, puis on symétrise à nouveau et on avan
e de k, 
ela revient bien

à avoir avan
é de k− l. Si vous n'êtes pas 
onvain
u, on 
ompose simplement les appli
ations :

sk ◦ sl(x, y) = sk(−x+ l,−y) = (−(−x+ l)+ k,−(−y)) = (x− l+ k, y). De même, on obtient

sk ◦ tl = sk+l et tk ◦ sl = sl−k.

II. La question pré
édente prouve que l'ensemble est stable par 
omposition. Il 
ontient la translation

identité (qui est égale à t0) et toutes les ré
iproques des appli
ations de H : t−1

k
= t−k et s−1

k
= sk

(
e qui dé
oule d'ailleurs aussi des 
al
uls de la question pré
édente !).

III. L'ensemble F 
ontient tous les translatés par des translations à 
oordonnées entières du triangle

T , le symétrique de T par rapport à O et tous les translatés à 
oordonnées entières de 
e dernier.

Mais un bon dessin vaudra mieux que de longs dis
ours :

0 0.5 1 1.5 2 2.5−0.5−1−1.5−2−2.5

0

0.5

1

−0.5

−1

IV. Il s'agit du sous-groupe 
onstitué de toutes les translations à 
oordonnées entières, des quatre

rotations appartenant à G0, ainsi que des 
omposées de 
es quatre rotations par les translations

pré
édentes. Il s'agit en fait du sous-groupe 
onstitué par toutes les isométries dire
tes appartenant

à G (qui est un sous-groupe de façon triviale).

Problème 2

I.

1. Si on se retreint aux fon
tions 
ontinues il n'y en a pas des masses. La fon
tion x 7→ −x


onvient trivialement.

2. Là aussi, il n'y en a pas beau
oup de simples, mais on peut bien sûr prendre x 7→ 1

x
.
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3. C'est trivial, f est par dé�nition sa propre ré
iproque, don
 bije
tive.

II. Soit f une fon
tion véri�ant les deux 
onditions données 
i-dessus.

1. Si on applique la relation véri�ée par f à x = 1 et y = y1 on obtient f(f(y1)) = y1f(1). Mais

de même, en posant 
ette fois y = y2, on aura f(f(y2)) = y2f(1). Comme f(f(y1)) = f(f(y2)),
l'égalité demandée en dé
oule.

2. Comme f(1) ne peut pas être nulle, on peut simpli�er l'égalité pré
édente pour en déduire

que f(y1) = f(y2) ⇒ y1 = y2. C'est la dé�nition de l'inje
tivité.

3. On applique la relation ave
 x = y = 1 pour obtenir f(f(1)) = f(1). L'appli
ation f étant

inje
tive, le fait que 1 et f(1) aient la même image assure que f(1) = 1.

4. On applique la relation ave
 x = 1 et y quel
onque pour obtenir f(f(y)) = y, 
e qui est la

dé�nition d'une involution.

5. Posons don
 y = f(b) et x = a pour obtenir f(af(f(b))) = f(b)f(a). Comme f est involutive,

f(f(b)) = b et l'égalité demandée en dé
oule.

III.

1. D'après la question II.5, on a f(xf(x)) = f(x)f(f(x)) = f(x)x (
ar f est involutive), don


xf(x) est toujours un point �xe de f .

2. Oui, on l'a déjà prouvé plus haut.

3. Si f(x) = x et f(y) = y alors f(xy) = f(x)f(y) = xy, d'où la stabilité par produit. De même

x = f(x) = f

(

x

y
× y

)

= f

(

x

y

)

f(y) = yf

(

x

y

)

, don
 f

(

x

y

)

=
x

y
.

4. C'est une ré
urren
e triviale dé
oulant de la stabilité de F par produit (et du fait que 1 ∈ F

pour l'initialisation).

5. S'il existait un point �xe de F stri
tement supérieur à 1, la question pré
édente permet-

trait d'en 
onstruire une in�nité de valeurs tendant vers +∞, 
e qui 
ontredit évidemment

l'hypothèse que f est bornée.

6. S'il existe un point �xe stri
tement inférieur à 1, alors
1

y
∈ F d'après la question 3, et 
'est

impossible d'après la question pré
édente puisque

1

y
> 1. Le seul point �xe de f est don
 égal

à 1.

7. Pour tout réel x > 0, on a f(x)× f

(

1

x

)

= f(1) = 1, don
 f(x) et f

(

1

x

)

sont inverses l'un

de l'autre. De plus, l'égalité f(ab) = f(a)f(b) permet de prouver par ré
urren
e triviale que

f(xn) = (f(x))n pour tout entier n > 1. Si f(x) > 1, on pourra don
 trouver des valeurs de f

tendant vers +∞, 
e qui 
ontredit le 
ara
tère borné de la fon
tion. On en déduit que f est

majorée par 1. Mais alors le fait que f(x) et f

(

1

x

)

soient inverses l'un de l'autre implique

qu'ils sont tous les deux égaux à 1. La fon
tion f est don
 simplement 
onstante égale à 1.
Mais 
omme on a prouvé il y a un 
ertain temps que f était inje
tive, ça ne laisse au
une

fon
tion valable.

IV. On vient de le dire, il n'y en a pas. Ce problème, improbable mélange de questions 
omplètement

triviales et de questions déjà posées, est hélas assez représentatif de 
e qu'on demande de nos jours

au CAPES de maths...
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