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Problème 1 : analyse.

I. Étude d'une fontion.

1. La fontion f est bien sûr dérivable sur R, et f ′(x) = 3e−x2 − 6x2e−x2

= 3(1− 2x2)e−x2

, qui

est du signe de 1−2x2. Cette dérivée s'annule pour x = ± 1√
2
. Les valeurs orrespondantes ne

sont pas spéialement agréables : f

(

1√
2

)

=
3√
2
e−

1

2 −1 =
3√
2e

−1, et de même f

(

− 1√
2

)

=

− 3√
2e

− 1. De plus, on a lim
x→±∞

xe−x2

= 0 (roissane omparée, on peut poser X =
√

|x| si
on veut vraiment appliquer ultra rigoureusement le résultat du ours), don lim

x→±∞
f(x) = −1.

La ourbe admet don une symptote horizontale d'équation y = −1 en +∞ omme en −∞.

On peut dresser le tableau de variations suivant :

x −∞ − 1√
2

1√
2

+∞

f −1
❍❍❍❥ 3√

2e
− 1

�✒
�

�

3√
2e

− 1
❍❍❍❥ −1

2. La fontion f ′
est elle-même dérivable, et f ′′(x) = −6xe−x2 −12xe−x2

+12x3e−x2

= 6x(2x2−
3)e−x2

. Cette dérivée seonde s'annule et hange de signe en 0, e qui signi�e que la ourbe

y admet un point d'in�exion.

3. Puisque f(0) = −1 et f ′(0) = 3, la tangente demandée a pour équation y = 3x − 1. La
position relative est donnée par le signe de f(x) − (3x − 1) = 3xe−x2 − 3x = 3x(e−x2 − 1).
Comme −x2 est un réel négatif, e−x2−1 6 0 et notre di�érene a don un signe opposé à elui

de x. La ourbe est don au-dessus de sa tangente sur ]−∞, 0] et en-dessous sur [0,+∞[, e
qui on�rme la présene d'un point d'in�exion en 0.

4. Les valeurs numériques données en début d'exerie permettent de aluler

1√
2
=

√
2

2
≃ 0.7,

et

3√
2e

≃ 2.1× 0.6 ≃ 1.3. On indique bien sûr sur notre ourbe l'asymptote horizontale ainsi

que la tangente étudiée dans les questions préédentes :
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5. (a) La fontion f est de lasse C∞
sur R don admet des développements limités à tout ordre

en tout point.

(b) On pose u = −x2, qui tend vers 0 quand x tend vers 0, et on applique le développement

de l'exponentielle, en se ontentant de l'ordre 2 puisque u3 = −x6 = o(x5). On a don

e−x
2

= 1− x2 +
1

2
x4 + o(x5), puis f(x) = −1 + 3x− 3x3 +

3

2
x5 + o(x6).

II. Étude d'une équation di�érentielle.

1. Sur les intervalles imposés, (Hn) est équivalente à l'équation normalisée y′−
(n

x
− 2x

)

y = 0.

La fontion x 7→ n

x
− 2x est ontinue et admet des primitives sur les intervalles de résolution.

Sur ]0,+∞[, on peut par exemple poser A(x) = n ln(x)−x2, et en déduire que les solutions de

(Hn) seront toutes les fontions de la forme yh : x 7→ Ken ln(x)−x2

= Kxne−x2

, ave K ∈ R.

Sur ] − ∞, 0[, on pose plut�t A(x) = n ln(−x) − x2, e qui ne hange rien à la forme des

solutions (quitte à hanger le signe de la onstante) : yh(x) = Lxne−x2

ave L ∈ R.

2. Inutile de s'embêter ave la variation de la onstante pour obtenir une solution partiulière,

la fontion onstante égale à −1 est trivialement solution de (En). Les solutions de l'équation
sont don toutes les fontion de la forme y+ : x 7→ Kxne−x2 − 1 (sur ]0,+∞[) et y− : x 7→
Lxne−x2 − 1 (sur ]−∞, 0[).

3. On herhe à reoller les fontions y+ et y− en 0 de façon à obtenir des fontions de lasse

C1
. Déjà, lim

x→0+
y+(x) = lim

x→0−
y−(x) = −1, e qui assure la ontinuité d'éventuels reollements.

De plus, y′+(x) = nKxn−1e−x
2 − 2Kxn+1e−x

2

(formule identique à la onstante près pour

y′−). Si n > 2, les dérivées des deux fontions ont une limite nulle en 0+ et en 0− et le

reollement est don de lasse C1
quelles que soient les valeurs des onstantes. Autrement dit,

toute fontion dé�nie par y(x) = Kxne−x2 − 1 sur [0,+∞[ et par y(x) = Lxne−x2 − 1 sur

] − ∞, 0[ est solution de (En) sur R tout entier. Par ontre, pour n = 1, on onstate que

lim
x→0+

y′+(x) = K, et de même lim
x→0−

y′−(x) = L, e qui impose la ondition K = L pour avoir

une dérivée ontinue en 0. Les fontions solutions sur R sont alors toutes les fontions dé�nies

sur R par y(x) = Kxe−x2 − 1.

III. Étude de deux suites.

1. Ah, une question triviale : fn(0) = −1 < 0 et fn(1) =
3

e
− 1 > 0 (puisque e < 3).

2. La fontion fn est dérivable, et f ′
n(x) = 3nxn−1e−x2 − 6xn+1e−x2

= 3xn−1(n− 2x2)e−x2

, qui

s'annule en ±
√

n

2
. Sur l'intervalle imposé pour l'étude, fn est don roissante sur

[

0,

√

n

2

]

et

déroissante ensuite, ave lim
x→+∞

fn(x) = −1 (roissane omparée). En notant α la maximum
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de f atteint en

√

n

2
(maximum qui est stritement positif et même supérieur à fn(1)), la

fontion fn est don bijetive de

[

0,

√

n

2

]

vers [−1, α] puis de

[√

n

2
,+∞

[

vers ] − 1, α].

Comme 0 est ompris entre −1 et α, l'équation fn(x) = 0 admet don bien deux solutions,

la plus petite (notée un) inférieure à 1 ar fn(1) > 0, et la plus grande supérieure à

√

n

2
et a

fortiori supérieure à 1.

3. On vient de signaler que vn >

√

n

2
, don lim vn = +∞.

4. (a) Par dé�nition, fn(un) = 0, don 3unne
−u2

n = 1, ou enore e−u2
n =

1

3unn
.

(b) En utilisant e qui préède, fn+1(un) = 3un+1
n e−u

2
n − 1 = un − 1 < 0 don fn+1(un) < 0.

() Puisque fn+1(un+1) = 0 par dé�nition, on a fn+1(un+1) > fn+1(un), et la roissane

de fn+1 sur l'intervalle [0, 1] auquel appartiennent un et un+1 permet de onlure que

un+1 > un, et don que (un) est une suite stritement roissante.

(d) Puisque (un) est roissante et majorée par 1, elle onverge.

5. (a) C'est un alul trivial : gn(t) = 0 ⇔ ln(3tn) = x2 ⇔ 3tn = et
2 ⇔ 3tne−t2 = 1.

(b) Supposons don que l 6= 1. Les réels un véri�ent d'après la question préédente n ln(un) =
u2n−ln(3). Or, limu2n−ln(3) = l2−ln(3), et ave l'hypothèse faite, lim ln(un) = ln(l) < 0 (la
limite l appartient néessairement à l'intervalle [0, 1]), e qui implique limn ln(un) = −∞.

On a une ontradition �agrante qui prouve don que l = 1.

() Puisque limun = 1, limwn = 0. On peut don érire gn(1 +wn) = ln(3) + n ln(1 +wn)−
(1+wn)

2 = ln(3)+nwn+o(nwn)−1−2wn−o(wn) = ln(3)−1+nwn+o(1). Comme on sait

que gn(un) = 0, on doit don avoir lim ln(3)− 1 + nwn = 0, 'est-à-dire wn ∼ 1− ln(3)

n
.

Problème 2 : algèbre.

I. Étude d'un polyn�me.

1. (a) On herhe es raines sous forme algébrique en posant z = a+ ib. On aura z2 = a2− b2+
2iab = 3− 4i, e qui se traduit par les deux équations a2 − b2 = 3 et 2ab = −4. On ajoute

omme d'habitude une équation obtenue à l'aide du module : |z|2 = a2 + b2 = |3 − 4i| =√
9 + 16 = 5. En faisant somme et di�érene de ette équation ave elle obtenue pour la

partie réelle, on a 2a2 = 8 (don a = ±2) et 2b2 = 2 (don b = ±1). Les réels a et b étant

de signe ontraire (dernière équation), les deux raines arrées reherhées sont z1 = 2− i

et z2 = −2 + i.

(b) Le polyn�me a pour disriminant ∆ = (1 − 2i)2 + 8i = 1 − 4i − 4 + 8i = −3 + 4i. On
se demande un peu pourquoi on nous a demandé de aluler les raines de l'opposé de

e disriminant à la première question, mais on déduit failement que les raines de ∆
sont δ1 = iz1 = 1 + 2i et δ2 = iz2 = −1 − 2i. Les raines de U sont don les omplexes

−1 + 2i+ 1 + 2i

2
= 2i et

−1 + 2i− 1− 2i

2
= −1. Oui, on pouvait aussi voir −1 omme

une raine évidente pour s'épargner un peu de alul.

2. (a) Calulons : U(x+iy) = (x+iy)2+(1−2i)(x+iy)−2i = x2+2ixy−y2+x+iy−2ix+2y−2i,
e qui donne pour partie réelle x2− y2+x+2y et pour partie imaginaire 2xy+ y−2x−2.

(b) L'ensemble Γ1 a don pour équation x2−y2+x+2y = 0. S'il y avait un signe + à la plae

du −, on reonnaitrait une équation de erle, là il s'agit en fait d'une hyperbole. On peut

la mettre sous la forme anonique

(

x+
1

2

)2

− (y − 1)2 = −3

4
, mais on ne dispose pas
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ensuite des outils permettant de traer failement la ourbe à partir de ette équation. De

même, Γ2 a pour équation 2xy + y − 2x− 2 = 0, qui est aussi une équation d'hyperbole.

On peut érire l'équation sous la forme (2x + 1)(y − 1) = 1 et, quitte à faire une espèe

de hangement de variables en posant X = 2x+ 1 et Y = y − 1, se ramener à l'équation

lassique XY = 1 (là vous devriez savoir que 'est une hyperbole !), mais là enore on ne

saura pas vraiment en déduire l'allure de la ourbe.

II. Dé�nition d'une appliation.

1. Si P1 et P2 sont deux polyn�mes, on a par dé�nition P1(X
2) = Q1(X)T (X) + R1(X) et

P2(X
2) = Q2(X)T (X) +R2(X), en notant évidemment Q1 et R1 le quotient et le reste de la

division de P1(X
2) par T (et de même pour Q2 et R2). On sait que le degré les polyn�mes R1

et R2 est stritement inférieur à n et que ette ériture est unique. On peut alors érire, si λ est

une onstante omplexe, (λP1 +P2)(X
2) = λP1(X

2)+P2(X
2) = (λQ1 +Q2)T +(λR1+R2).

Dans la mesure où le degré du polyn�me λR1+R2 reste stritement inférieur à n, l'uniité de

la division eulidienne nous assure alors que λQ1+Q2 et λR1+R2 sont le quotient et le reste de

la division de λP1+P2 par T . Autrement dit, on aura f(λP1+P2) = λQ2+Q2+X(λR1+R2) =
λf(P1) + f(P2), e qui prouve bien la linéarité de f .

2. La linéarité est onservée quand on e�etue la restrition. De plus, si P ∈ Cn[X], d�(P ) 6 n,

don d�(P (X2)) 6 2n ('est une omposition de polyn�mes). On en déduit que d�(QT ) 6 2n,
et omme T est supposé de degré exatement n, le quotient Q est don de degré inférieur ou

égal à n. Le reste X étant quant à lui de degré stritement inférieur à n, XR a également un

degré maximal égal à n, et f(P ) est la somme de deux polyn�mes appartenant à Cn[X], e
qui prouve que fn est bien à valeurs dans Cn[X]. Il s'agit don bien d'un endomorphisme.

3. (a) Calulons les images des trois polyn�mes de la base anonique. Si P (X) = 1, P (X2) = 1,
don Q = 0 et R = 1, puis f2(1) = X. Pour P = X, P (X2) = X2

, don Q = 1 et R = 0
(pas besoin de détailler la division eulidienne ii !), d'où f2(X) = 1. En�n, si P = X2

,

P (X2) = X4
. Là enore la division est triviale, Q = X2

et R = 0 don f2(X
2) = X2

. Il

ne reste plus qu'à érire la matrie orrespondante en faisant attention de bien garder la

base anonique dans le bon ordre : A =





0 1 0
1 0 0
0 0 1





.

(b) Un alul d'une di�ulté extrême permet d'obtenir A2 = I3. On en déduit que f2
2 = id,

et don que f2 est une symétrie, appliation bijetion égale à sa propre réiproque. Plus

préisément, f2 est la symétrie par rapport à Vect(X2,X+1) parallèlement à Vect(X−1)
(aluls qui n'étaient pas lairement demandés mais qui sont extrêmement failes ii).

4. Il est inutile de faire des aluls ompliqués si on est malin : les raines de U alulées plus

haut montrent que U(X) = (X − 2i)(X + 1), don U(X2) = (X2 − 2i)(X2 + 1). On peut

bien sûr fatoriser le terme X2 +1 sous la forme (X − i)(X + i), mais on peut aussi onstater

que (1 + i)2 = 2i, don X2 − 2i = X2 − (1 + i)2 + (X − 1 − i)(X + 1 + i). Autrement dit,

U(X2) = (X − 1 − i)(X + 1 + i)(X − i)(X + i) = (X + 1 + i)(X − i)T , don la division

eulidienne de U(X2) par T a un reste nul et un quotient égal à (X + 1 + i)(X − i), et
f2(U) = (X + 1 + i)(X − i) = X2 +X + 1− i.

III. Étude d'un as partiulier.

1. Calulons les images des polyn�mes de la base anonique : si P (X) = 1, P (X2) = 1, don Q =
0 et R = 1 (ave omme préédemment les notations évidentes), e qui donne f3(1) = X, e

qui orrespond bien à la première olonne de la matrie B. De même, si P = X, P (X2) = X2

et on a à nouveau un quotient nul, et ette fois-i un reste égal à X2
qui donne f3(X) = X3

,

'est bien e qu'on retrouve dans la deuxième olonne de la matrie B. Les deux derniers

aluls seront plus intéressants. Si P (X) = X2
, P (X2) = X4 = X(X3+X2+a)−X3−aX =
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X(X3+X2+a)−(X3+X2+a)+X2+a−aX = (X−1)(X3+X2+a)+X2−aX+a (on pouvait

bien sûr poser la division eulidienne de façon plus traditionnelle). On a don Q = X − 1 et

R = X2−aX +a, puis f3(X
2) = X− 1+X3 −aX2+aX = X3−aX2+(a+1)X − 1, e qui

orrespond à la troisième olonne de la matrie B. En�n, si P (X) = X3
, on a P (X2) = X6

.

On va vraiment érire la division eulidienne ette fois-i (si j'arrive à la faire tenir sur la

ligne) :

X6 X3 +X2 + a

− (X6 + X5 + aX3) X3 −X2 +X − a− 1
−X5 − aX3

− (−X5 − X4 − aX2)
X4 − aX3 + aX2

− (X4 + X3 + aX)
(−a− 1)X3 + aX2 − aX

+ ((a+ 1)X3 + (a+ 1)X2 + (a2 + a))
(2a+ 1)X2 − aX + a2 + a

On a don Q = X3 − X2 + X − a − 1 et R = (2a + 1)X2 − aX + a2 + a, puis f3(X
3) =

Q+XR = (2a+2)X3 − (a+1)X2 +(a2+a+1)X −a−1. Oh, inroyable, on a bien retrouvé

les oe�ients présents dans la quatrième olonne de la matrie B ! Cette question, il faut

bien l'avouer, était partiulièrement subtile...

2. Après avoir développé le déterminant suivant la deuxième olonne puis suivant la première

olonne (attention au fait que le oe�ient 1 de ette première olonne est en position � im-

paire �), on obtient det(B) = −
∣

∣

∣

∣

−1 −a− 1
−a −a− 1

∣

∣

∣

∣

= −(a+1−(a2+a)) = a2−1. Le déterminant

de l'appliation f3 étant par dé�nition le même que elui de B, il vaut aussi a2 − 1.

3. Le alul préédent montre que l'appliation n'est pas bijetive si a2−1 = 0, don pour a = 1
ou a = −1. Si on n'a pas pu e�etuer le alul de déterminant, on fait un pivot de Gausse

partiel sur la matrie B : de simples éhanges de lignes amènent à la matrie équivalente par

lignes









1 0 a+ 1 1 + a+ a2

0 1 1 2a+ 2
0 0 −1 −a− 1
0 0 −a −a− 1









. On e�etue alors l'opération L4 ⇐ L4 − aL3, e qui

annule le troisième oe�ient de la ligne L4 et modi�e son dernier oe�ient en −a−1+a2+
a = a2 − 1. On a don obtenue une matrie triangulaire supérieure ayant pour oe�ients

diagonaux 1, 1, −1 et a2 − 1, e qui permet de retrouver immédiatement le résultat obtenu

grâe au déterminant.

4. (a) Dans e as partiulier, on a don B =









0 0 −1 0
1 0 0 1
0 0 1 0
0 1 1 0









. Le polyn�me P = aX3 +

bX2 + cX + d appartient don au noyau de f3 si B ×









d

c

b

a









= 0, e qui donne les quatre

équations −b = 0, d+ a = 0, b = 0 et c+ b = 0, don on déduit très failement b = c = 0
et d = −a. Autrement dit, ker(f3) = Vect(X3 − 1).

(b) On peut déjà onstater (théorème du rang) que dim(Im(f3)) = 3. L'image est engendré

par les olonnes de la matrie B, omme les deux olonnes extrêmes sont identiques, on a

diretement Im(f3) = Vect(X,X3,X3 +X2 − 1), et la famille obtenue qui ontient trois

veteurs est une base de l'image.
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() Il su�t de voir si l'unique veteur formant une base du noyau appartient ou non à l'image.

Supposons que X3 − 1 = λ1X + λ2X
3 + λ3(X

3 + X2 − 1). L'absene de terme en X2

dans le membre de gauhe impose déjà λ3 = 0, don X3 − 1 = λ1X + λ2X
3
, e qui est

lairement impossible. Image et noyau ont don une intersetion nulle et sont bel et bien

supplémentaires dans C3[X].

IV. Étude du noyau.

1. Comme déja signalé plus haut, si P est un polyn�me de degré p, alors P (X2) aura pour degré

2p. Si on suppose que le degré de P (X2) est stritement inférieur à elui de T , la division

eulidienne sera très vite faite, on aura pour quotient Q = 0 et pour reste R = P (X2), don
f(P ) = XP (X2), qui n'est pas nul par hypothèse.

2. Supposons don que P ∈ ker(f), alors ave les notations de l'énoné Q + XR = 0, don
Q = −XR, et omme P (X2) = QT + R, on peut don érire P (X2) = −XRT + R =
R(1 −XT ), ave bien sûr d�(R) < n puisqu'il s'agit du reste d'une division eulidienne par

un polyn�me de degré n. Réiproquement, si on suppose que P (X2) = R(1 − XT ), alors
P (X2) = (−XR)T + R, ave d�(R) < n, qui est une division eulidienne de P (X2) par T .

Par uniité de la division eulidienne, on a don Q = −XR et on en déduit que f(P ) = 0.

3. Le polyn�me 1 − XT a pour degré n + 1 et R est supposé de degré stritement inférieur à

n, don d�(R(1−XT )) 6 2n. Si f appartient au noyau, la aratérisation préédente prouve

que d�(P (X2)) 6 2n, et don que d�(P ) 6 n, 'est-à-dire que P ∈ Cn[X].

4. Ave les hypothèses faites, on sait que P (X2) = R(1 − XT ) pour un polyn�me R de degré

stritement inférieur à n. Mais alors X2kP (X2) = X2kR(1 − XT ). Le dégré du polyn�me

X2kR vaut bien entendu 2k + d�(R), mais on sait que d�(R) = 2d�(P )− (n+ 1), don X2kR

a pour degré 2(k+ d�(P ))− (n+1) 6 2n− (n+1) = n− 1 par hypothèse, don le polyn�me

XkP véri�e la arétarisation de la question 2 et appartient bien lui aussi au noyau.

5. (a) C'est évident, il s'agit d'un sous-ensemble de N qui est par hypothèse non vide, il a don

un plus petit élément.

(b) On peut érire (toujours en exploitant la question 2) que P0 = R0(1 − XT ) et P1 =
R1(1−XT ), ave R0 et R1 de même degré puisqu'on a supposé que P0 et P1 étaient tous

les deux de degré d. En notant c le quotient des oe�ients dominants de R0 et de R1,

le polyn�me R1 − cR0 est alors de degré stritement inférieur à elui de R0. Mais omme

P1−cP0 = (R1−cR0)(1−XT ) est un polyn�me du noyau de f qui a un degré stritement

inférieur à d, il est néessairement nul, e qui prouve que P1 = cP0.

() Le noyau de f est un sous-espae vetoriel de Cn[X] ontenant tous les polyn�mes XkP0,

ave k 6 n− d (question 4). Étant stable par ombinaisons linéaires, il ontient don tous

les polyn�mes de la forme SP0, ave S ∈ Cn−d[X]. Réiproquement, si P ∈ ker(f), on
peut e�etuer la division eulidienne de S par le polyn�me P0 : P = SP0 + Z, ave bien

sûr d�(Z) < d. Comme P a un dégré inférieur ou égal à n (question 3), le quotient S

apartient à Cn−d[X], et SP0 est don un élément du noyau ('est la première partie de

notre preuve !). Mais ela prouve que Z = P − SP0 ∈ ker(f) ('est une somme de deux

polyn�mes du noyau), alors qu'il a un degré stritement inférieur à d. Seule possibilité :

Z = 0 et P = SP0, exatement e qu'on voulait prouver.

6. Les questions préédentes prouvent que le noyau de f est le même que elui de sa restrition

f3 à C3[X], qu'on a alulé plur haut. On onlut don aisément : ker(f) = Vect(X3 − 1).

V. Étude d'un produit salaire.

1. Quand on e�etue une division de polyn�mes à oe�ients réels, quotient et reste le sont

aussi, don R2[X] est stable par g, qui est bien sûr linéaire puisque f l'est. Sa matrie A dans

la base anonique est la même qu'en question II.3.a, les aluls restant valables tels quels !
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2. A étant une matrie symétrique, A⊤A = A2 = I3 (alul déjà e�etué plus haut), la matrie

est bien une matrie orthogonale.

3. Calulons don : g(1) = X don 〈g(1), g(1)〉 = 〈X,X〉 = 1 + 1 + 0, alors que 〈1, 1〉 =
1 + 0 + 0 = 1. Comme il me semble que 2 6= 1, l'appliation g n'est don pas une isométrie.

Pour eux qui auraient pris un peu d'avane sur le programme d'algèbre, e n'est absolument

pas ontraditoire ave le fait que la matrie de l'appliation est orthogonale dans la base

anonique, at ette base n'est pas une base orthonormale pour le produit salaire proposé.
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