
Devoir Maison n

o

11 : orrigé

MPSI Lyée Camille Jullian

28 avril 2023

Problème 1 : autour de la formule de Stirling.

Première méthode : ave des séries.

1. La suite (Sn) est roissante de façon évidente, puisque Sn+1 − Sn =
1

(n+ 1)2
. Pour la ma-

joration, on va exploiter poliment les indiations de l'énoné : si k > 2, la déroissane de

la fontion x 7→ 1

x2
permet e�etivement d'érire la majoration

1

k2
6

1

x2
, valable sur tout

l'intervalle [k − 1, k]. On intègre alors ette majoration pour obtenir

1

k2
6

∫ k

k−1

1

x2
dx. En

additionnant es inégalités pour toutes les valeurs de k omprises entre 2 et n, on peut en dé-

duire que

n
∑

k=2

1

k2
6

n
∑

k=2

∫ k

k−1

1

x2
dx, soit à l'aide de la relation de Chasles Sn−1 6

∫ n

1

1

x2
dx =

[

−1

x

]n

1

= 1− 1

n
. On a don prouvé que Sn 6 2− 1

n
6 2, e qui montre bien que la suite (Sn)

est majorée et don onvergente.

2. Commençons par simpli�er

un+1

un
=

1

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
√
n+ 1

en+1
× n!en

nn
√
n

=
(n+ 1)n+

1

2

enn+ 1

2

, puis

alulons vn = ln

(

un+1

un

)

= ln

(

1

e

(

1 +
1

n

)n+ 1

2

)

= −1 +

(

n+
1

2

)

ln

(

1 +
1

n

)

. Pour en

obtenir un équivalent on va e�etuer un DL à l'ordre 3 du ln, la variable

1

n
ayant bien sûr

une limite nulle (l'ordre 3 est néessaire à ause des termes qui vont se simpli�er, même

si e n'est pas forément lair avant de se laner dans le alul). On obtient vn = −1 +
(

n+
1

2

)(

1

n
− 1

2n2
+

1

3n3
+ o

(

1

n3

))

= −1 + 1− 1

2n
+

1

3n2
+

1

2n
− 1

4n2
+ o

(

1

n2

)

∼ 1

12n2

(on fait bien sûr attention au fait que la multipliation par n hange l'ordre de grandeur dans

le o). On applique ensuite le résultat donné dans l'énoné : vn est positif (au moins à partir

d'un ertain rang, vu l'équivalent obtenu) et équivalent au terme général d'une suite dont les

sommes partielles onvergent (à un fateur 12 près, il s'agit de la onvergene de (Sn) qu'on a

prouvée juste avant). La suite inorretement notée (Sn) dans l'énoné (il y deux fois la même

notation pour des suites di�érentes !) onverge don elle aussi. On notera plut�t Tn =

n
∑

k=1

vk

dans e orrigé pour ne pas entretenir la onfusion.

3. La suite (Tn) dont on vient de prouver la onvergene peut en fait être exprimée plus sim-

plement : par télesopage, Tn =

n
∑

k=1

ln(uk+1) − ln(uk) = ln(un+1) − ln(u1). En notant l la

limite de la suite suite (Tn), on peut don érire que lim ln(un+1) = l + ln(u1), e qui prouve
que la suite ln(un) onverge, et don que (un) elle-même onverge, et même vers une limite
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stritement positive (puisqu'il s'agit de l'exponentielle de la limite préédente). En notant

1

K

la limite de (un), on a don

1

n!

(n

e

)n √
n ∼ 1

K
, soit n! ∼ K

√
n
(n

e

)n

.

4. En reprenant les notations du problème sur les intégrales de Wallis, on y avait démon-

tré que I2n =
(2n)!

22n(n!)2
π

2
, e qui d'après la question préédente devrait être équivalent à

K
√
2n(2n)2n

e2n
× e2n

K2n2n+1
× π

22n+1
∼ π

K
√
2n

. Or, dans e même problème, on nous a�r-

mait (à la �n de la première partie) que In ∼
√
π√
2n

, don I2n ∼
√
π

2
√
n
. On en déduit que

√
π

2
√
n
× K

√
2n

π
∼ 1, soit K ∼

√
2π. K étant une onstante, on a don simplement K =

√
2π,

et la formule de Stirling stipule don que n! ∼
√
2πn

(n

e

)n

.

Deuxième méthode : ave des enadrements mohes de logarithmes.

1. La fontion g représente simplement la orde à la ourbe de ln passant par ses points d'absisse

k et k + 1, alors que h est onstitué de deux moreaux de tangentes à ette même ourbe.

Ci-dessous, la ourbe de ln est en bleu (on a uniquement représenté l'intervalle [1, 5]), les
segments verts orrespondent à g et les moreaux rouges à h. On ne voit objetivement à peu

près rien :

0 1 2 3 4 5

0

1

2

2. La fontion ln étant onave, sa ourbe est toujours située au-dessus de ses ordes, et en-

dessous de ses tangentes. On a don, sur l'intervalle [k, k + 1], l'enadrement g(x) 6 ln(x) 6

h(x), qu'on peut bien sûr intégrer entre k et k+1 pour obtenir un enadrement de

∫ k+1

k

ln(t) dt.

Or,

∫ k+1

k

g(t) dt =
1

2
(ln(k) + ln(k+1)) puisqu'on alule simplement l'aire d'un trapèze re-

tangle sont les deux hauteurs valent respetivement g(k) = ln(k) et g(k+1) = ln(k+1). Pour

l'intégrale de la fontion h, on va donner son expression expliite : sur

[

k, k +
1

2

]

, h(x) =

2



1

k
(x− k) + ln(k) (équation de tangente), don

∫ k+ 1

2

k

h(t) dt =

[

1

2k
(x− k)2 + t ln(k)

]k+ 1

2

k

=

1

8k
+

1

2
ln(k). De même,

∫ k+1

k+ 1

2

h(t) dt =

∫ k+1

k+ 1

2

1

k + 1
(t− k − 1) + ln(k + 1) dt

=

[

1

2(k + 1)
(t− k − 1)2 + t ln(k + 1)

]k+1

k+ 1

2

= − 1

8(k + 1)
+

1

2
ln(k = 1). En additionnant es

deux valeurs, on trouve bien le majorant demandé par l'énoné.

3. (a) Commençons par le plus évident : Jn =

∫ n

1
ln(t) dt = [t ln(t)− t]n1 = n ln(n)−n+1. C'est

pour Kn qu'on va faire apparaitre des fatorielles : Kn =
1

2

n−1
∑

k=1

ln(k) +
1

2

n−1
∑

k=1

ln(k + 1) =

1

2
(ln((n− 1)!) +

1

2
ln(n!) = ln(n!)− 1

2
ln(n). En�n, par télesopage,

n−1
∑

k=1

1

8

(

1

k
− 1

k + 1

)

=

1

8
− 1

8n
, don Ln = ln(n!)− 1

2
ln(n) +

1

8
− 1

8n
.

(b) On sait déjà que

∫ n+1

n

ln(t) dt >
1

2
(ln(n) + ln(n + 1)), e qui prouve exatement que

Jn+1 +Kn+1 − Jn −Kn > 0 et don que la suite est roissante. De plus, toujours d'après

les enadrements de la question préédente, Jn − Kn 6 Ln − Kn =
1

8
− 1

8(n + 1)
6

1

8
,

don la suite est bien majorée, elle onverge don.

() On a vu plus haut que Jn−Kn = n ln(n)−n+1− ln(n!)+
1

2
ln(n) = ln

(

nn+ 1

2

en−1n!

)

, don la

onvergene de la suite permet d'érire (quitte à passer à l'exponentielle) que

nn+ 1

2

en−1n!
∼ el,

et don que n! ∼ nn+ 1

2

elen−1
.

Troisième méthode : ave des fontions invraisemblables.

1. Les trois fontions sont bien dé�nies et dérivable sur l'intervalle [0, 1[. De plus, f ′(x) =

−1+
1

2
×x− 1− (x+ 1)

(x− 1)2
×x− 1

x+ 1
(on rappelle en passant qu'on peut dériver diretement ln(|u|)

sans se préoupper du signe de u), soit f ′(x) = −1− 1

x2 − 1
= − x2

x2 − 1
, dérivée manifestement

positive sur [0, 1[. La fontion f est don roissante. De plus, f(0) = 0, don f est positive.

Passons à la deuxième fontion : g′(x) =
9x2(1− x2) + x3 × 6x

9(1− x2)2
=

3x2 − x4

3(1− x2)2
=

x2(3− x2)

3(1 − x2)2
,

qui est à nouveau lairement positive sur [0, 1[. La fontion g est don elle aussi roissante, et

g(0) = 0 don g est positive. En�n, h′(x) =
x2

1− x2
+

3x2 − x4

3(1 − x2)2
=

3x2 − 3x4 − 3x2 + x4

3(1 − x2)2
=

−2x4

3(1 − x2)2
6 0, don la fontion h est déroissante et négative (elle s'annule bien sûr en 0).

2. Caludons : pour x =
1

2n+ 1
,

x+ 1

x− 1
=

1
2n+1 + 1
1

2n+1 − 1
=

2n+ 2

2n
= 1+

1

n
, don (2n+1)f

(

1

2n+ 1

)

=

−1+

(

n+
1

2

)

ln

(

1 +
1

n

)

(e qui devrait vous rappeler des hoses vues dans la première par-

tie du problème). L'autre alul est simplement bourrin : (2n + 1)g

(

1

2n + 1

)

=
2n+ 1

3
×

3



1
(2n+1)3

1− 1
(2n+1)2

=
1

3((2n + 1)2 − 1)
=

1

3(4n2 + 4n)
=

1

12n(n + 1)
.

3. Essayons don déterminer la monotonie de la suite (un). Pour ela, on va plut�t aluler

un+1

un
et déterminer sa position par rapport à 1 (tous les termes de la suite étant positifs, ela su�ra à

onnaître sa monotonie), voire même le logarithme de e quotient : ln(un) =

(

n+
1

2

)

ln(n)−

n− ln(n!), don ln(un+1)− ln(un) =

(

n+
3

2

)

ln(n+1)−n−1− ln((n+1)!)−
(

n+
1

2

)

ln(n)+

n+ln(n!) =

(

n+
1

2

)

ln(n+1)−1−
(

n+
1

2

)

ln(n) = −1+

(

n+
1

2

)

ln

(

1 +
1

n

)

. Tiens, 'est

exatement la première valeur alulée dans la question préédente, qui est positive puisque la

fontion f ne prend que des valeurs positives sur [0, 1[ et que
1

2n+ 1
appartient ertainement

à et intervalle. On en déduit que ln(un+1) > ln(un), don la suite (un) est roissante.

Calulons de même ln(vn+1) − ln(vn) = ln(un+1) +
1

12(n + 1)
− ln(un) −

1

12n
= (2n +

1)f

(

1

2n+ 1

)

− 1

12n(n + 1)
= (2n + 1)h

(

1

2n+ 1

)

en exploitant à nouveau les résultats

obtenus à la question préédente. La fontion h étant négative sur [0, 1[, on en déduit ette

fois-i que la suite (vn) est déroissante.

Comme e
1

12n
est un nombre toujours plus grand que 1, on a un < vn 6 v0 don la suite

(un) est roissante majorée et onverge, et de même pour (vn) qui est déroissante et minorée

(par exemple par 0). En notant l et l′ les limites respetives des deux suites, on aura don

lim
vn

un
=

l′

l
. Or,

vn

un
= e

1

12n
tend lairement vers 1, don l = l′ et les suites sont bien

adjaentes.

4. On note

1

K
la limite ommune des deux suites, omme d'habitude on peut érire un ∼ 1

K
,

soit n! ∼ Knn+ 1

2 e−n
, exatement e qu'on voulait.

5. On sait que lim
nn+ 1

2 e−n

n!
existe et est �nie, don lim

(

nn+ 1

2 e−n

n!

)
1

n

= 1. Autrement dit,

(n!)
1

n ∼ n1+ 1

2n

e
∼ n

e
, et lim

n

√
n!

n
=

1

e
.

Problème 2 : nombres de Bernoulli et formule d'Euler-MaLaurin.

Première partie : Une famille de polyn�mes.

1. Un polyn�me P appartenant au noyau de ∆n (ou de ∆) est 1-périodique. Or, seuls les

polyn�mes onstants sont périodiques (une façon simplement de le prouver : si P est 1-
périodique, alors le polyn�me dé�ni par Q(X) = P (X) − P (0) admet tous les entiers pour

raines puisqu'il s'annule en 0 et qu'il est lui-même 1-périodique, don il est nul, e qui prouve
que P est onstant égal à P (0)). Réiproquement, tout polyn�me onstant véri�e bien en-

tendu ∆(P ) = 0, don ker(∆n) = ker(∆) = R0[X]. Le théorème du rang assure alors que

dim(Im(∆n)) = dim(En) − 1 = n. Or, l'image d'un polyn�me de En par ∆n est toujours

un polyn�me de degré n − 1 au maximum puisque les oe�ients de degré n dans P (X) et
P (X − 1) sont identiques. On a don Im(∆n) ⊂ En−1 et l'égalité des dimensions prouve que

Im(∆n) = En−1. Pour pinailler, on peut signaler que, dans le as très partiulier où n = 0,
Im(∆n) = {0} (le noyau reste par ontre le même, ∆0 est simplement l'appliation nulle).

Reste à déterminer l'image de ∆. Soit P un polyn�me de degré n, alors P est l'image par ∆n+1

d'un polyn�me Q de degré n+ 1 d'après le alul préédent, et don appartient également à
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l'image de ∆. Comme ei est vrai quel que soit le degré de P , l'appliation ∆ est surjetive :

Im(∆) = E.

2. Si ∆(P1) = ∆(P2), alors P1 − P2 ∈ ker(∆), don P1 et P2 di�èrent d'une onstante (la

réiproque est immédiate).

3. (a) Pour l'existene, ommençons par onstater que (X − 1)n admet un antéédent par ∆ qui

est surjetive. En notant Q̃n et antéédent, il su�t de poser Qn(X) = Q̃n(X) − Q̃n(0)
pour obtenir un antéédent véri�ant Qn(0) = 0. Par ailleurs, deux polyn�mes véri�ant

les onditions de l'énoné di�éreraient d'une onstante tout en s'annulant tous les deux

en 0, 'est impossible. L'unique polyn�me Qn est de degré n+ 1 d'après les aluls de la

première question.

(b) On sait que Qn(0) = 0 et Qn(1)−Qn(0) = 0n, don Qn(1) = 0. De même, Qn(2)−Qn(1) =
1n, don Qn(2) = 1. On aurait de même Qn(3) = 1+2n, puis Qn(4) = 1+2n+3n et ainsi

de suite. Une réurrene triviale prouve que Qn(p) =

p−1
∑

k=1

kn.

() Le polyn�me Q0 est de degré 1 et s'annule en 0 don Q0 = aX. Comme on souhaite de plus

que Q0(X)−Q0(X−1) soit égal à (X−1)0 = 1, on doit don imposer aX−a(X−1) = 1,
don a = 1 et Q0 = X. De même, Q1 est de degré 2 et s'annule en 0 et en 1 (f question

3.b) don Q1(X) = aX(X − 1). La ondition Q1(X) − Q1(X − 1) = X − 1 impose

aX(X − 1) − a(X − 1)(X − 2) = X − 1, soit (X − 1)(aX − aX + 2a) = X − 1 et don

a =
1

2
puis Q2 =

1

2
X(X − 1).

4. Puisque Qn(X)−Qn(X − 1) = (X − 1)n, on peut dériver ette égalité pour obtenir Q′

n(X)−
Q′

n(X − 1) = n(X − 1)n−1
. Le polyn�me Q′

n est don un antéédent par ∆ de n(X − 1)n−1
,

e qui est aussi le as de nQn−1 par dé�nition. Ces deux polyn�mes di�èrent don d'une

onstante : nQn−1 = Q′n+ an, et il su�t d'évaluer l'égalité pour X = 0 pour obtenir an ∈ Q

(un polyn�me à oe�ients rationnels prend toujours une valeur rationnelle en 0 puisque ette
valeur est égale à son oe�ient onstant).

5. En remplaçant X par 1−X dans sa dé�nition, le polyn�me Qn véri�e Qn(1−X)−Qn(−X) =
(−X)n = (−1)nXn

, e qu'on peut érire sous la forme (−1)n+1Sn(X)− (−1)n+1Sn(X +1) =
(−1n)Xn

, ou enore en simpli�ant −Sn(X) + Sn(X + 1) = Xn
. E�etuons un nouveau

hangement de variable en remplaçant X par X − 1 : −Sn(X − 1) + Sn(X) = (X − 1)n,
e qui est l'équation véri�ée par Qn. Comme de plus Sn(0) = Qn(1) = 0, on a tout bêtement

Sn = Qn, dont déoule diretement l'égalité demandée.

6. On applique l'égalité préédente :Q2p(X)+Q2p(1−X) = 0, don 2Q2p

(

1

2

)

= 0, e qui prouve

évidemment que Q2p s'annule en
1

2
. Par ailleurs, en partant de Q2p+1(X)−Q2p+1(1−X) = 0

et en dérivant, on obtient (2p + 1)(Q′

2p+1(X) + Q′

2p+1(1 − X)) = 0, et on onlut de même

que i-dessus que Q′

2p+1

(

1

2

)

= 0. L'égalité de la question 4 appliquée pour n = 2p+1 donne

alors immédiatement a2p+1 = 0.

7. (a) On a alulé expliitement Q1 plus haut, et il est toujours négatif sur ]0, 1[. On n'a par

ontre pas alulé Q2 mais on sait déjà qu'il admet 0 et 1 pour raines, mais aussi

1

2
d'après

la question préédente. Comme il s'agit d'un polyn�me de degré 3, il ne peut pas avoir

d'autres raines que es trois-là, et ne s'annule don qu'en

1

2
sur l'intervalle ]0, 1[. Voilà

qui initialise une réurrene où va prouver simultanément les deux propriétés demandées.

Supposons don que Q2p−1 soit de signe onstant sur ]0, 1[ et que Q2p ne s'annule qu'en

1

2
sur e même intervalle. Supposons alors par l'absurde que Q2p+1 ne soit pas de signe

onstant sur ]0, 1[, ela signi�e don que Q2p+1(a) = 0 pour un ertain a ∈]0, 1[. Mais
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omme par ailleurs Q2p+1(0) = Q2p+1(1) = 0, on peut appliquer le théorème de Rolle

sur les deux intervalles ]0, a[ et ]a, 1[ pour obtenir deux valeurs d'annulation distintes de

Q′

2p+1, e qui ontredit nos hypothèses dans la mesure où Q′

2p+1 = (2p + 1)Q2p (question

4 en tenant ompte du fait que a2p+1 = 0). Le polyn�me Q2p+1 est don bien de signe

onstant. Passons maintenant au as de Q2p+2 et supposons qu'il s'annule ailleurs qu'en

1

2
. En appliquant à nouveau le théorème de Rolle sur trois intervalles (puisqu'ave 0 et 1

on a quatre valeurs d'annulation distintes pour Q2p+2), on en déduit que Q′

2p+2 s'annule

trois fois sur ]0, 1[, puis (toujours grâe à Rolle) que Q′′

2p+2 s'annule lui-même deux fois sur

]0, 1[. Or, Q′′

2p+2 = (2p+2)Q′

2p+1 et Q′

2p+1 = (2p+1)Q2p, don le polyn�me Q2p aurait lui

aussi deux valeur d'annulation dans ]0, 1[, e qui est ontraditoire ave nos hypothèses.

On a bien prouvé l'hérédité de notre réurrene.

(b) On sait déjà que Q2 s'annule en 0, en 1 et en

1

2
, don Qn = aX(X − 1)

(

X − 1

2

)

. En

revenant une fois de plus à la relation dé�nissant nos polyn�mes, aX(X − 1)

(

X − 1

2

)

−

a(X−1)(X−2)

(

X − 3

2

)

= (X−1)2, don aX

(

X − 1

2

)

−a(X−2)

(

X − 3

2

)

= X−1,

soit en développant tout aX2− a

2
X − aX2+

7a

2
X − 3a = X − 1, don 3aX − 3a = X − 1,

e qui donne a =
1

3
et Q2 =

1

3
X(X − 1)

(

X − 1

2

)

. Le polyn�me Q2 est don positif sur

]

0,
1

2

[

et négatif sur

]

1

2
, 1

[

. Comme Q′

3 = 3Q2, Q3 est don roissant puis déroissant

et, s'annulant en 0 et en 1, est néessairement positif sur ]0, 1[. On sait par ailleurs déjà

que Q1 est au ontraire stritement négatif sur ]0, 1[. Prouvons alors par réurrene que

Q2p+1 est toujours du signe de (−1)p+1
sur ]0, 1[ et que Q2p est du signe de (−1)p sur

]

1

2
, 1

[

et du signe de (−1)p+1
sur

]

0,
1

2

[

. On vient de le véri�er pour p = 0 et p = 1.

Supposons les signes et variations orrets au rang p, don pour Q2p et Q2p+1, alors

la relation Q′′2p+ 2 = (2p + 2)(2p + 1)Q2p (f question préédente) prouve que Q2p+2

est onvexe ou onave sur haun des intervalles

]

0,
1

2

[

et

]

1

2
, 1

[

. Comme le polyn�me

s'annule aux bornes de haun de es deux intervalles, son signe en déoule : par exemple

si Q2p est positif sur

]

0,
1

2

[

, Q2p+2 y sera onvexe et don négatif, et inversement. Le signe

du polyn�me Q2p+3 en déoule immédiatement : si Q2p+2 est négatif puis positif, Q′

2p+3

l'est aussi don Q2p+3 est déroissant puis roissant et don négatif sur ]0, 1[. De même

pour l'autre signe.

Déterminons en�n le signe de a2p : on sait que Q′

2p + a2p = 2pQ2p−1(X). Le membre de

droite de ette égalité est de signe onstant, e qui empêhe la nullité de a2p puisque Q′

2p,

lui, ne peut pas être de signe onstant (sinon, Q2p serait monotone sur tout l'intervalle, e

qui n'est pas le as). Dans le as où p est pair, Q2p−1 est positif et Q′

2p prend des valeurs

négatives, don a2p doit être positif. C'est le ontraire si p est impair. Le nombre a2p est

don du signe de (−1)p.

8. Les polyn�mes Qn véri�ent bien les relations données dans ette question (en déalant la

relation de la question 4 puis en dérivant pour obtenir Q′′

n+1 = (n + 1)Q′

n). Supposons réi-

proquement qu'une suite de polyn�mes (Tn) véri�e es mêmes relations, alors par hypothèse

T0 et T1 oïnident ave Q0 et Q1. Prouvons par réurrene que 'est le as pour tous les

polyn�mes de la suite : si Tn = Qn, alors T
′′

n+1 = Q′′

n+1, don Tn+1 −Qn+1 est un polyn�me

de degré au maximum 1 (il a une dérivée seonde nulle) qui s'annule par hypothèse en 0 et en

1. C'est don le polyn�me nul, e qui prouve que Tn+1 = Qn+1 et ahève don la réurrene.
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Deuxième partie : Formule d'Euler-Malaurin.

1. On va bien sûr proéder par réurrene. Essayons déjà de prouver la formule pour n = 0, qui

a�rme don que f(1) − f(0) =
f ′(1) + f ′(0)

2
+

∫ 1

0
Q1(t)f

′′′(t) dt. Or, on sait que Q1(t) =

1

2
t(t− 1), alulons don l'intégrale de droite via une IPP, en posant u(t) =

1

2
t(t − 1), don

u′(t) = t − 1

2
, et v′(t) = f ′′′(t) qu'on intègre simplement en v(t) = f ′′(t). On en déduit

que R0 =

[

1

2
t(t− 1)f ′′(t)

]1

0

−
∫ 1

0

(

t− 1

2

)

f ′′(t) dt. Le rohet est nul, on alule l'intégrale

restante via une deuxième IPP, en posant u(t) = t− 1

2
, don u′(t) = 1, et v′(t) = f ′′(t) qu'on

intègre en v(t) = f ′(t). On obtient ette fois-i R0 = −
[(

t− 1

2

)

f ′(t)

]1

0

+

∫ 1

0
f ′(t) dt =

−1

2
f ′(1)− 1

2
f ′(0) + f(1)− f(0), e qui orrespond exatement à la formule souhaitée.

Passons maintenant à l'hérédité, si on suppose la formule véri�ée au rang n, on alule

alors Rn en utilisant le fait que Q2n+1(t) =
1

2n+ 2
(Q′

2n+2(t) + a2n+2) (f première partie

du problème), don Rn =
1

(2n+ 2)!
[a2n+2f

(2n+2)(t)]10 +
1

(2n + 2)!

∫ 1

0
Q′

2n+2(t)f
(2n+3)(t) dt.

On intègre par parties le moreau de droite en dérivant f (2n+3)
et en primitivant Q′

2n+2

(de façon évidente) pour obtenir Rn =
1

(2n + 2)!
[a2n+2] +

1

(2n + 2)!
[Q2n+2(t)f

(2n+3)(t)]10 −

1

(2n + 2)!

∫ 1

0
Q2n+2(t)f

(2n+4)(t) dt. Le premier rohet vaut, par dé�nition des nombres de

Bernoulli,

(−1)n+1Bn+1

(2n + 2)!
(f (2n+2)(1)− f (2n+2)(0)), 'est-à-dire exatement la valeur à ajouter

à la somme de la formule au rang n pour obtenir la somme de la formule au rang n + 1.
Le deuxième rohet est nul puisque Q2n+2 s'annule en 0 et en 1, il ne reste don plus pour

ahever la réurrene qu'à démontrer que Rn+1 = − 1

(2n + 2)!

∫ 1

0
Q2n+2f

(2n+4)(t) dt. Or,

Q2n+2 =
1

2n+ 3
Q′

2n+3 (puisque a2n+3 = 0), on peut don e�etuer une nouvelle IPP en

dérivant f (2n+4)
et en primitivant Q′

2n+3, e qui donne − 1

(2n+ 3)!
[Q2n+3(t)f

(2n+4)(t)]10 +

1

(2n + 3)!

∫ 1

0
Q2n+3(t)f

(2n+5)(t) dt. Comme le rohet est une nouvelle fois nul, on trouve

bien la formule de Rn+1, e qui ahève notre réurrene.

2. En majorant brutalement f (2n+3)(t) par ‖f (2n+4)‖, on a diretement |Rn| 6
‖f (2n+3)

(2n + 1)!

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0
Q2n+1(t) dt

∣

∣

∣

∣

.

Or, en appliquant les mêmes méthodes que dans la question préédente,

∫ 1

0
Q2n+1(t) dt =

∫ 1

0

Q′

2n+2(t) + a2n+2

2n + 2
dt =

1

2n+ 2
[Q2n+2(t)+a2n+2t]

1
0 =

a2n+2

2n+ 2
. Comme |a2n+2| = Bn+1, on

obtient bien |Rn| 6
Bn+1

(2n + 2)!
‖f (2n+3)‖ (il y avait une erreur d'énoné sur l'indie du nombre

de Bernoulli).

3. Il faut être un peu ourageux pour ette question, ommençons déjà par déouper l'intégrale

en

∫ b

a

f(x) dx =

p−1
∑

i=0

∫ a+(i+1)h

a+ih

f(x) dx (on a simplement déoupé l'intervalle d'intégration

en p moreaux de largeur h et appliqué la relation de Chasles). Dé�nissons alors une fontion
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gi sur [0, 1] par gi(t) =

∫ a+(i+t)h

a+ih

f(x) dx. La fontion f étant supposée de lasse C2n+2
, les

fontions gi sont de lasse C2n+3
et on peut leur appliquer la formule de la première question :

∫ a+(i+1)h

a+ih

f(x) dx = gi(1)−gi(0) =
g′i(0) + g′i(1)

2
+

n
∑

k=1

(−1)k
Bk

(2k)!
(g

(2k)
i (1)−g

(2k)
i (0))+Rn(i),

ave |Rn(i)| 6
Bn+1

(2n + 2)!
‖g(2n+3)

i ‖. Calulons maintenant les dérivées des fontions gi : g
′

i(t) =

hf(a+(i+t)h), puis g
(k)
i (t) = hkf (k−1)(a+(i+t)h). On peut don érire (désolé, 'est tellement

mohe que ça ne tient pas sur une seule ligne) :

∫ a+(i+1)h

a+ih

f(x) dx = h
f(a+ ih) + f(a+ (i+ 1)h)

2
+

n
∑

k=1

(−1)kBk

(2k)!
h2k(f (2k−1)(a+ (i+1)h)−

f (2k−1)(a+ ih)) +Rn(i)

On additionne es formules pour i variant de 0 à p− 1 et on trouve alors la sublime formule

souhaitée :

∫ b

a

f(x) dx =

p−1
∑

i=0

h
f(a+ ih) + f(a+ (i+ 1)h)

2
+

n
∑

k=1

(−1)kBk

(2k)!
h2k(f (2k−1)(b)− f (2k−1)(a)) +

p−1
∑

i=0

Rn(i)

La somme à gauhe orrespond bien à la dé�nition donnée dans l'énoné de up (il su�t de dé-

aler un peu, 'est exatement e qu'on fait pour obtenir la formule simpli�ée dans la méthode

des trapèzes). Il ne reste qu'à majorer le reste |Tn| =
∣

∣

∣

∣

∣

p−1
∑

i=0

Rn(i)

∣

∣

∣

∣

∣

6
Bn+1

(2n + 2)!

p−1
∑

i=0

‖g(2n+3)
i ‖.

Or, ‖g(2n+3)
i ‖ 6 h2n+3‖f (2n+2)‖, e qui donne bien, puisqu'il y a p termes dans la somme,

|Tn| 6
pBn+1

(2n + 2)!
h2n+3‖f (2n+2)‖.

4. En e�et, puisque p =
b− a

h
, le reste Tn est en O(h2n+2) (oui 'est bien un grand O que j'ai

érit ii), don négligeable par rapport à h2n, et la formule de la question préédente est don

(quitte à faire passer la somme de droite à gauhe) un DL à l'ordre 2n suivant les puissanes

de h (dont les oe�ients sont ignobles, on est bien d'aord). Son terme onstant étant égal

à

∫ b

a

f(x) dx, la onvergene en déoule.

5. (a) La formule préédente permet d'érire up =

∫ b

a

f(x) dx+αh2+o(h2), en notant α le oef-

�ient dégueulasse situé devant h2. On en déduit failement que p2
(

up −
∫ b

a

f(x) dx

)

=

(b−a)2+o(1), qui est bornée. On rappelle aux plus étourdis que, par dé�nition, p =
b− a

h
.

La onvergene est don d'ordre 2 au moins. Si f ′(a) = f ′(b), on a α = 0 et don

up =

∫ b

a

f(x) dx + βh4 + o(h4) et un alul quasi-identique au préédent montre que

la onvergene est d'ordre au moins 4.

(b) On a up =

∫ b

a

f(x) dx+ αh2 + βh4 + o(h4). On peut en déduire que h2p =

∫ b

a

f(x) dx+

α

4
h2+

β

16
h4+o(h4), toujours en exploitant le fait que p est inversement proportionnel à h.
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On a don vp =

∫ b

a

f(x) dx− β

4
h4+ o(h4), e qui donne une onvergene vers

∫ b

a

f(x) dx

ave un ordre de onvergene au moins égal à 4.

De même, on peut érire, en ontinuant le DL, vp =

∫ b

a

f(x) dx− β

4
h4+ ξh6+o(h6), don

v2p =

∫ b

a

f(x) dx− β

64
h4 +

ξ

64
h6 + o(h6), dont on déduit que wp =

∫ b

a

f(x) dx− ξ

20
h6 +

o(h6). On a une fois de plus onvergene vers

∫ b

a

f(x) dx, mais ette fois-i ave un ordre

de onvergene au moins égal à 6.
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