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L'homme n'est rien d'autre que la série de ses ates.

Friedrih Hegel.

Objetifs du hapitre :

• savoir prouver orretement la onvergene d'une série numérique à l'aide des divers théorèmes

de omparaison disponibles.

• e�etuer un alul de somme dans un as simple ou lassique.

• omprendre le prinipe des familles sommables, et savoir les manipuler dans des as très

simples.

Introdution historique.

Revenons pour introduire e hapitre quelques sièles en arrière, au temps de Zénon d'Élée, phi-

losophe gre du inquième sièle avant J-C. Celui-i est resté élèbre pour sa position très septique

vis-à-vis de ertaines théories sienti�ques développées à l'époque (notamment par Platon) oner-

nant la divisibilité du temps et des mouvements, et nous a laissé quelques élèbres paradoxes à

méditer à e sujet. En gros, Zénon onsidérait arrément que le mouvement était impossible et pré-

tendait le démontrer à l'aide de raisonnements menant à des absurdités manifestes (omme on peut

penser que Zénon n'était en fait pas un débile omplet et savait très bien que le mouvement existait,

il s'agissait probablement plut�t d'une tentative de montrer qu'il est absurde de onsidérer le temps

omme in�niment divisible, et de le voir omme une quantité intrinsèquement ontinue. Mais bon,

on ne va pas se laner dans un ours de philosophie aujourd'hui).

Le plus onnu de es paradoxes est peut-être elui de la ourse entre Ahille et la tortue. Un beau

jour, don, Zénon déide d'organiser une ourse entre une tortue (animal réputé pour sa apaité à

gagner des ourses improbables, omme haun sait) et Ahille, héros gre bien onnu pour sa vitesse

(quali�é par Homère dans l'Iliade d'� Ahille aux pieds légers �, e qui est on�rmé par l'immonde

bouse le �lm hollywoodien Troie où on voit régulièrement Brad Pitt littéralement voler au-dessus de

ses ennemis). Bref, pour �xer les idées, supposons qu'Ahille ourt à 10 mètres par seonde (à peu

de hoses près la vitesse d'un reord du monde de 100 mètres par un athlète pas trop dopé), et la

tortue (qui, elle, doit être un peu dopée) à 1 mètre par seonde. Pour équilibrer un peu les hoses,

Ahille s'élane ave ent mètres de retard. Quand va-t-il rejoindre la tortue ? La réponse un peu

surprenante de Zénon est : � jamais �. Voii son raisonnement : le temps qu'Ahille paroure ses ent
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mètres, la tortue en a franhi dix, et Ahille est toujours derrière. Pas grave, ontinuons à ourir,

et faisons parourir à Ahille dix mètres supplémentaires. Sauf que, pendant e temps, la tortue va

elle-même parourir un mètre de plus ! On peut faire une troisième étape où Ahille parourt un

mètre et la tortue dix entimètres et ainsi de suite. On aura beau multiplier les étapes, Ahille sera

toujours derrière.

Comment résoudre le paradoxe ? Regardons les hoses d'un point de vue temporel : Ahille met

10 seondes pour franhir les ent premiers mètres, puis une seonde supplémentaire pour les dix

mètres suivants,

1

10
seonde pour le mètre suivant et. Au total, Ahille met don 10 + 1+

1

10
+ . . .

seondes avant de rejoindre la tortue. La somme onstituant e alul est bel et bien onstituée d'une

in�nité d'étapes, mais il n'empêhe qu'elle onverge quand même (ave le voabulaire mathématique

moderne) vers un nombre �ni. Tout e que Zénon a démontré, 'est don qu'Ahille ne rattrapera

pas la tortue après un nombre �ni d'étapes, mais absolument pas qu'il ne rattraperait pas la tortue

en un temps �ni. Mine de rien, ahée derrière et exemple en apparene idiot, se trouve la dé�nition

d'un outil mathématique très puissant mais loin d'être évident à omprendre et à manipuler : elle

de la série numérique. C'est exatement e qu'on vient de roiser : une somme d'un nombre in�ni de

réels stritement positifs donnant un résultat �ni. Véri�ons d'ailleurs qu'on est apable de prouver

la onvergene de la somme et de aluler sa limite. En notant Sn le temps éoulé pendant les n

premières étapes de la ourse, on a S1 = 10, S2 = 10 + 1 = 11, S3 = 10 + 1 +
1

10
=

111

10
et.

En fait, pour tout entier naturel n, on aura Sn+1 = Sn +
1

10n−1
, ou si on préfère Sn =

n∑

k=1

1

10k−2
.

On sait très bien aluler expliitement la valeur de Sn puisqu'il s'agit d'une somme géométrique :

en déalant les indies, Sn =
n−1∑

k=0

1

10k−1
= 10 ×

n−1∑

k=0

(
1

10

)k

. On applique la formule bien onnue :

Sn = 10 × 1− 1
10n

1− 1
10

=
100

9

(

1− 1

10n

)

. Il reste tout de même une étape à faire, un passage à la

limite (sans di�ulté ii) pour obtenir lim
n→+∞

Sn =
100

9
. On se permettra d'érire pour plus de lisilité

10 + 1 +
1

10
+ · · · =

+∞∑

k=1

1

10k−2
=

100

9
, mais il faut bien avoir onsiene qu'une � somme in�nie �

n'est en fait qu'une limite de somme onvergente (et se mé�er quand on manipule es éritures, on

ne peut pas faire les mêmes manipulations qu'ave des sommes �nies). Bien entendu, la valeur

100

9
,

qui orrespond don au temps mis par Ahille pour rejoindre la tortue, aurait pu être trouvée par

des méthodes plus basiques (en érivant par exemple les équations du mouvement de la tortue et

d'Ahille dans un repère dont l'origine est la position initiale d'Ahille).

1 Dé�nitions

Dé�nition 1. Soit (un) une suite réelle ou omplexe. La série de terme général un est la suite

(Sn) des sommes partielles de la suite (un). Autrement dit, Sn =

n∑

k=0

uk. On note ette série

∑

un.

Remarque 1. On peut onstruire des séries à partir de suites qui ne sont pas dé�nies à partir de

n = 0. Dans e as, on hangera naturellement la valeur de départ dans la somme : si (un) est par

exemple dé�nie pour n > 1, on pose ∀n > 1, Sn =

n∑

k=1

uk.

Remarque 2. Il faut faire très attention dans le adre des séries à bien manier le voabulaire. Ce

qu'on appelle le terme général (noté un) de la série est e qui se trouve à l'intérieur de la somme

dé�nissant la série. Il ne faut surtout pas le onfondre ave le terme d'indie n de la série, qui sera
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noté Sn et qui est égal à

n∑

k=0

uk. Le fait qu'on note la série toute entière (la suite (Sn) don) ave une

somme � sans indies � n'aide pas vraiment à simpli�er les hoses mais 'est une notation standard.

Exemple : La série de terme général

1

n2
(pour n > 1) est dé�nie par Sn =

k=n∑

k=1

1

k2
. Attention à ne

pas onfondre un et Sn : les premiers termes de la suite (un) sont u1 = 1 ; u2 =
1

4
; u3 =

1

9
. Ceux

de la série (Sn) sont S1 = 1 ; S2 = 1 +
1

4
=

5

4
; S3 = 1 +

1

4
+

1

9
=

49

36
. Préisons à nouveau que la

notation

∑ 1

n2
(sans indie) désigne la même hose que (Sn) (la série, autrement dit la suite des

sommes). Dans et exemple simple, il est évident que la suite (un) onverge vers 0, mais la nature

de la série

∑

un est beauoup moins évidente (la suite (Sn) est manifestement roissante, mais sa

onvergene est beauoup plus di�ile à prouver, et la valeur de sa limite est arrément impossible

à aluler par des méthodes basiques, omme vous le savez déjà depuis un ertain temps).

Dé�nition 2. La série

∑

un est onvergente si la suite (Sn) a une limite �nie. Dans e as, la

limite de la suite (Sn) est appelée somme de la série, et notée

+∞∑

k=0

uk. Dans le as ontraire, la série

est dite divergente. Déterminer la nature d'une série revient à déterminer si elle est onvergente.

Remarque 3. Attention, omme signalé préédemment, la onvergene de la suite (un) et elle de la

série

∑

un ne sont pas du tout la même hose ! La onvergene d'une série revient à elle des sommes

partielles de la suite (un), elle dépend en fait prinipalement du fait que la suite (un) onverge vite
vers 0 (on va voir rapidement que la onvergene de (un) vers 0 est une ondition néessaire pour

que la série

∑

un puisse onverger, mais absolument pas su�sante, ontrairement à e que des

générations d'étudiants inattentifs ontinuent à essayer de prétendre dans leurs opies), ou qu'il y ait

des ompensations entre les di�érents termes qu'on additionne (e qui suppose que es termes soient

de signe opposé). Il faut par ailleurs faire très attention à la manipulation des sommes in�nies. On ne

peut utiliser ette notation qu'à partir du moment où on sait que la série onverge, et on ne peut pas

manipuler es sommes aussi aisément que des sommes �nies. Dans tous les as, il est indispensable

de s'assurer de la onvergene d'une série avant d'utiliser es sommes, 'est pourquoi on ommene

toujours, lors de l'étude d'une série inonnue, par étudier les sommes partielles, puis passer à la

limite (on peut aussi éventuellement utiliser des théorèmes généraux assurant la onvergene de la

série sans faire le alul à la main).

Exemple : Dans l'exemple de l'introdution, la série (Sn) était onvergente, ave une somme égale

à

100

9
.

Exemple : Il peut arriver qu'on puisse démontrer la onvergene d'une série sans pour autant savoir

aluler sa somme. Reprenons l'exemple de Sn =

n∑

k=1

1

k2
. La suite (Sn) étant une somme de termes

positifs, elle est roissante (si on veut être ultra rigoureux, on érit Sn+1 − Sn =
1

(n+ 1)2
> 0),

elle sera don onvergente si et seulement si elle est majorée (thèorème de onvergene monotone).

Or, pour tout entier n > 1, on a ertainement n2 > n(n − 1), don
1

n2
6

1

n(n− 1)
(ette dernière

inégalité n'est évidemment valable que si n > 2), don Sn = 1+

n∑

k=2

1

k2
6 1+

n∑

k=2

1

k(k − 1)
(on a isolé

le premier terme de la somme pour pouvoir appliquer l'inégalité préédente). Or, la somme obtenue

maintenant à droite de l'inégalité se alule très bien à oups de déomposition en éléments simples et
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de somme télesopique :

1

k(k − 1)
=

k − (k − 1)

k(k − 1)
=

1

k − 1
− 1

k
, don

n∑

k=2

1

k(k − 1)
=

n∑

k=2

1

k − 1
− 1

k
=

n−1∑

k=1

1

k
−

n∑

k=2

1

k
= 1− 1

n
. Finalement, on déduit de tous nos petits aluls que Sn 6 1+ 1− 1

n
< 2. La

suite roissante (Sn) étant majorée par 2, elle onverge néessairement.

Bien entendu, notre raisonnement ne nous permet pas de onnaitre la limite de ette série, qu'on

noterait

+∞∑

k=1

1

k2
, tout e qu'on peut dire est que ette limite est inférieure ou égale à 2. En fait,

on l'a déjà roisée quelque fois, et on sait qu'elle vaut

π2

6
. Notons qu'on peut aussi démontrer la

onvergene de (Sn) à l'aide par exemple de suites adjaentes ('était l'objet d'un exemple vu en

ours il y a quelques mois), mais auune des méthodes simples prouvant la onvergene ne donnera

en même temps la valeur de la somme.

Exemple : Un petit dernier ave alternane de signes dans le terme général :

∑ (−1)n+1

n
(pour

n > 1). Le fait d'avoir des signes qui hangent omplique l'étude de la série puisque (Sn) ne sera

pas roissante (ni déroissante). Regardons les premiers termes pour se faire une idée de e qui va

se passer : S1 = 1, puis S2 = 1 − 1

2
=

1

2
; S3 = 1 − 1

2
+

1

3
=

5

6
et S4 = S3 −

1

4
=

5

6
− 1

4
=

7

12
.

Si on va un peu plus loin et qu'on s'amuse à plaer les di�érents termes de la suite, on soupçonne

qu'elle va e�etivement onverger (vers une valeur se situant quelque part entre

1

2
et 1) en osillant

autour de sa limite. Cette observation va nous pousser à séparer l'étude des termes d'indies pairs

et impairs. Posons don vn = S2n et wn = S2n+1. La suite (vn) est roissante : vn+1 − vn =

S2n+2 − S2n =
(−1)2n+3

2n + 2
+

(−1)2n+2

2n+ 1
= − 1

2n+ 2
+

1

2n+ 1
> 0. De même, (wn) est déroissante :

wn+1 − wn = S2n+3 − S2n+1 =
(−1)2n+4

2n+ 3
+

(−1)2n+3

2n+ 2
=

1

2n+ 3
− 1

2n+ 2
< 0. Comme de plus,

leur di�érene wn − vn = S2n+1 − S2n =
(−1)2n+2

2n+ 1
tend vers 0, les deux suites sont adjaentes, et

onvergent don vers une limite ommune, qui est également limite de la suite (Sn). On peut montrer

par d'autres méthodes que lim
n→+∞

Sn = ln(2) (si vous voulez savoir d'où peut bien sortir e ln(2),

érivez don le développement limité de ln(1 + x) et posez x = 1, ça devrait vous élairer).

Dé�nition 3. Si la série

∑

un onverge, le reste d'indie n de la série est le réel

+∞∑

k=0

uk − Sn.

Proposition 1. Sous les hypothèses préédentes, la suite (Rn) onverge vers 0.

Démonstration. En e�et, omme les sommes partielles onvergent vers la somme de la série, l'éart

entre les deux tend vers 0.

2 Théorèmes de onvergene.

2.1 Séries à termes positifs.

La plupart des résultats de onvergene que nous allons étudier ne s'appliquent en fait qu'à des

séries dont tous les termes sont positifs. Comme on le verra dans un ou deux exemples, les séries dont
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les termes sont de signe variable sont nettement plus ompliquées à étudier (et les séries omplexes

également). Quelques résultats de e paragraphe sont toutefois généraux et s'appliquent à toutes les

séries.

Proposition 2. Si la série

∑

un est onvergente, alors le terme général (un) onverge

vers 0.

Démonstration. En e�et, si la série onverge, (Sn) onverge vers la somme de la série, qu'on va par

exemple noter S (notation standard pour une somme de série). Mais alors, (Sn+1) tend aussi vers S.

Or, on a un = Sn+1 − Sn, qui onverge don vers 0.

Remarque 4. Attention, ette ondition est néessaire mais pas su�sante. La série de terme général

1

n
diverge, et pourtant, la limite de

1

n
vaut bien 0. C'est une erreur extrêmement fréquente sur les

opies, à éviter absolument ar ça énerve énormément les orreteurs.

Exemple : Ce ritère s'utilise surtout via sa ontraposée : si le terme général ne tend pas vers 0,
alors la série est divergente. Par exemple, la série de terme général (−1)n ne onverge pas. On dit

dans e as que la série est grossièrement divergente.

Proposition 3. L'ensemble E des séries onvergentes est un espae vetoriel sur lequel

l'appliation

∑

un 7→
+∞∑

k=0

uk est une appliation linéaire. Autrement dit :

• Si deux séries

∑

un et

∑

vn sont onvergentes, alors leur somme

∑

(un + vn) est

onvergente, et

+∞∑

k=0

uk +

+∞∑

k=0

vk =

+∞∑

k=0

(uk + vk).

• Si λ est un salaire quelonque et

∑

un une série onvergente,

∑

λun onverge et

+∞∑

k=0

λuk = λ

+∞∑

k=0

uk.

• De plus, si

∑

zn est une série à terme général omplexe,

∑

zn onverge vers une

somme S si et seulement si

∑

Re (zn) et
∑

Im (zn) sont deux séries onvergentes,

de sommes respetivement égales à Re (S) et Im (S).

Démonstration. C'est une appliation direte des propriétés de la limite. Montrons par exemple la

première partie. Notons Sn, Tn et Un les sommes partielles respetives des séries de terme général

un, vn et un + vn. On a manifestement Un = Sn + Tn. Si les deux suites Sn et Tn onvergent, e sera

don aussi le as de Un et sa limite est bien la somme des limites de Sn et de Tn.

Remarque 5. Attention enore une fois à la rédation : e n'est pas pare qu'une série est onvergente

et qu'on peut déouper la somme en deux moreaux que les deux moreaux en question forment

également des séries onvergentes. Il est don préférable de ne travailler dans un premier temps

qu'ave des sommes partielles.

Exemple : On a vu un peu plus haut que la série de terme général

(−1)n+1

n
onvergeait vers ln(2)

(en�n, on a prouvé qu'elle onvergeait, et je vous ai a�rmé que la limite valait ln(2). Autrement
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dit, on peut érire une égalité du genre 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · · = ln(2). Imaginons qu'on

onserve les mêmes termes, ave les mêmes signes, mais qu'on bousule un peu l'ordre : on veut

savoir si la somme 1 +
1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+

1

9
+

1

11
− 1

6
+ . . . onverge (on alterne en permanene

deux termes � positifs � de dénominateur impair et un terme � négatif � de dénominateur pair, en

utilisant tous les dénominateurs à un moment ou à un autre, omme préédemment). Si ette nouvelle

somme (qu'on peut dérire de façon théorique omme une série, bien entendu) onverge, quelle sera

sa limite ? Je sens l'inompréhension gagner vos petits erveaux, vous avez tous envie de répondre

� bah oui, ça onverge vers ln(2), on vient de le dire, 'est quoi ette question triviale ? �. Eh bien,

la question est peut-être triviale, mais la réponse beauoup moins. En fait, ette nouvelle somme

onverge bel et bien, mais pas du tout vers ln(2), alors qu'on a gardé les mêmes termes en modi�ant

simplement l'ordre (elle tend vers

3

2
ln(2)). C'est en fait pire que ça : à partir des mêmes termes

(ave les mêmes signes), toujours en modi�ant l'ordre, on peut réer d'autres séries qui onvergent,

mais pas néessairement vers ln(2). On peut même réer des séries qui onvergent vers n'importe

quel réel �xé à l'avane ! Je sens vos vagues ertitudes mathématiques vailler, la somme n'est don

pas une opération ommutative ? Si, bien sûr, mais la somme de série, qui est un mélange de alul

de somme et de limites, elle, est beauoup plus ompliquée. En fait, e qui pose problème dans

l'exemple i-dessus, 'est qu'on ne peut pas séparer les termes positifs et les termes négatifs dans

deux sommes distintes et dire que notre série va onverger vers la di�érene des deux, ar es deux

sommes distintes ne onvergeraient pas (don on aurait en gros un résultat qui vaudrait +∞−∞,

belle forme indéterminée). Il faut retenir que les séries dont les termes sont de signes alternés, de

façon générale, 'est très vilain.

Proposition 4. Si le terme général un de la série est positif, la série onverge si et seule-

ment si la suite des sommes partielles est majorée.

Démonstration. En e�et, la suite (Sn) est alors roissante. Elle est don soit majorée et onvergente,

soit non majorée, auquel as elle tend vers +∞.

Corollaire 1. Soient deux séries de termes généraux un et vn véri�ant 0 6 un 6 vn à partir

d'un ertain rang. Si la série

∑

vn onverge, alors la série

∑

un onverge également. Si

∑

un diverge, alors

∑

vn diverge aussi.

Démonstration. En e�et, dans le premier as on aura, en notant n0 le rang à partir duquel les

inégalités sont véri�ées, ∀n > n0, Sn =
k=n∑

k=n0

uk 6

k=n∑

k=n0

vk 6

+∞∑

k=n0

vk, don les sommes partielles

de terme général un sont majorées et la série orrespondante onverge. La deuxième propriété est

similaire, en utilisant ette fois-i que la série de terme général vn est supérieure à une suite divergant

vers +∞, don diverge elle aussi vers +∞.
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Théorème 1. Comparaison série-intégrale.

Soit

∑

un une série à termes positifs véri�ant les hypothèses suivantes :

• il existe une fontion f ontinue sur un intervalle de la forme [a,+∞[ telle que

un = f(n).
• la fontion f est déroissante sur l'intervalle [a,+∞[.

Alors la série

∑

un a la même nature que l'intégrale

∫ n

a

f(t) dt lorsque n tend vers +∞.

Démonstration. Même si nous n'avons pas étudié ette année la notion d'intégrale impropre (dont

font parties les intégrales dont une des bornes est in�nie), e théorème relie fondamentalement

la série

∑

un à l'intégrale

∫ +∞

a

f(t) dt, dont l'existene est onditionnelle à elle de la somme

de la série. La démonstration est en fait assez faile. Pour simpli�er les hoses, on supposera que

a = 0 (si e n'est pas le as, il su�t de n'étudier que le reste de la série obtenu en partant de

n = a). La fontion f étant supposée déroissante, on peut a�rmer que, ∀k ∈ N, ∀x ∈ [k, k + 1],
f(k + 1) 6 f(x) 6 f(k). En intégrant et enadrement entre k et k + 1, on obtient uk+1 = f(k +

1) 6

∫ k+1

k

f(t) dt 6 f(k) = uk. On peut alors additionner es enadrements pour k variant entre

0 et n pour trouver

n∑

k=0

un+1 6

∫ n+1

0
f(t) dt 6

n∑

k=0

uk. Autrement dit, en notant Sn =

n∑

k=0

uk,

on aura

∫ n+1

0
f(t) dt 6 Sn 6 f(0) +

∫ n

0
f(t) dt (l'inégalité de droite étant obtenue en déalant

l'inégalité de gauhe de l'enadrement préédent d'une unité). Si la suite (Sn) onverge, e sera don

le as de

∫ n+1

0
f(t) dt (tous les termes de l'enadrement orrespondent à des suites roissantes).

Réiproquement, la onvergene de l'intégrale assure elle de la série via l'inégalité de droite.

Exemple : La série de terme général

1

n ln(n)
(pour n > 2) véri�e les hypothèses de e théo-

rème. Elle a don la même nature que

∫ x

2

1

t ln(t)
dt = [ln(ln(t))]x2 = ln(ln(x)) − ln(ln(2)). Comme

lim
x→+∞

ln(ln(x)) = +∞, la série est divergente ('est un as partiulier de e qu'on appelle les séries

de Bertrand).

Théorème 2. Utilisation de relations de omparaison.

Soient

∑

un et

∑

vn deux séries à termes positifs. Si un ∼ vn, alors les deux séries ont

la même nature.

Si un = O(vn) (toujours pour des séries à termes positifs) et

∑

vn onverge, alors

∑

un

onverge ('est a fortiori vrai si un = o(vn)).

Démonstration. Par dé�nition, si un = O(vn), un 6 Mvn à partir d'un ertain rang, il su�t alors

d'appliquer les résultats de omparaison vus plus haut. Si un ∼ vn, alors un = O(vn) et vn = O(un)
d'où l'équivalene en utilisant le as préédent.
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2.2 Séries à termes quelonques.

Dé�nition 4. La série

∑

un est dite absolument onvergente si la série

∑

|un| onverge.

Proposition 5. Une série absolument onvergente est onvergente.

Démonstration. Pour une série dont les termes sont réels, 'est assez faile : on note (vn) la suite

dé�nie par vn = max(un, 0) (qui ne ontient don que les termes positifs de la suite (un), les autres
ayant été remplaés par 0) et (wn) la suite dé�nie par wn = −min(un, 0) (qui garde ette fois-i

les termes négatifs, en hangeant leur signe). On onstate aisément que 0 6 vn 6 |un|, le ritère de

omparaison préédent permet don d'a�rmer la onvergene de la série

∑

vn. De même, 0 6 wn 6

|un|, don
∑

wn onverge également. Par linéarité, la série

∑

vn−wn est également onvergente, et

il s'agit exatement de la série

∑

un. Si on travaille ave des omplexes, on se ontente de onstater

que les deux séries

∑

Re (zn) et
∑

(Im (zn)) sont absolument onvergentes (|Re (zn)| 6 |zn|, et de
même pour la partie imaginaire), don onvergentes, et on en déduit la onvergene de

∑

zn.

Remarque 6. Attention, la réiproque n'est pas vraie. Par exemple la série de terme général

(−1)n+1

n
,

dont on a vu qu'elle était onvergente, n'est pas absolument onvergente (f la suite du ours,

divergene de la série harmonique). On dit que 'est une série semi-onvergente.

Dé�nition 5. Une série alternée est une série dont le terme général est de la forme (−1)nan, ave
(an) une suite réelle positive.

Autrement dit, 'est une série dont les termes hangent de signe en permanene.

Théorème 3. Critère spéial des séries alternées.

Soit

∑

(−1)nan une série alternée telle que (an) soit déroissante et de limite nulle, alors

∑

un onverge. De plus, le reste de la série est alors majoré : |Rn| 6 an+1.

Démonstration. C'est exatement le as de la série

∑ (−1)k+1

k
étudiée en début de hapitre, et

la démonstration générale est rigoureusement la même : on note un = S2n =
2n∑

k=0

(−1)kak, et vn =

S2n+1 =

2n+1∑

k=0

(−1)kak. La suite (un) est déroissante : un+1−un = S2n+2−S2n = a2n+2−a2n+1 6 0,

et la suite (vn) est roissante (même alul). Comme de plus |un − vn| = a2n+1, lim
n→+∞

un − vn = 0,

et les suites (un) et (vn) sont don adjaentes, e qui prouve la onvergene de (Sn) vers une limite

S. En�n, puisqu'on est en présene de suites adjaentes, on a toujours vn 6 S 6 un, e qui prouve

que |Rn| 6 |Sn+1 − Sn| = an+1 pour tout entier.
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Exemple : on herhe à étudier la nature de

∑ (−1)n√
n+ (−1)n

. Pas faile ar les signes alternent

mais la déroissane de la valeur absolue du terme général n'est pas du tout évidente. En fait on

n'en a pas besoin si on onnait ses développements limités :

(−1)n√
n+ (−1)n

=
(−1)n√

n
× 1

1 + (−1)n√
n

=

(−1)n√
n

(

1− (−1)n√
n

+O

(
1

n

))

=
(−1)n√

n
− 1

n
+O

(
1

n
3

2

)

. Notre terme général est don la somme de

deux termes généraux de séries onvergentes (le premier terme est elui d'une série qui est ette fois

lairement alternée, le troisième ave le O onverge absolument d'après le ritère de Riemann que

nous allons détailler plus loin) et du terme général de la série harmonique divergente. Notre série

diverge don.

3 Séries de référene.

Proposition 6. Séries télesopiques.

Soit

∑

un une série dont le terme général peut s'érire sous la forme vn+1 − vn, alors la

nature de ette série est la même que elle de la suite (vn).

Démonstration. C'est trivial :

n∑

k=0

uk =

n∑

k=0

(vk+1− vk) = vn+1− v0, qui a lairement la même nature

que (vn) (mais pas la même limite dans le as où elles onvergent, il y a un déalage de v0). En

fait, on peut aussi avoir des as de télesopages entre plusieurs termes onséutifs de la série, pas

néessairement deux (on a déjà vu des exemples de e type lors du alul de sommes �nies il y a

quelques mois).

Exemple : On herhe à déterminer la nature et la somme de la série de terme général ln

(

1− 1

n2

)

.

Comme la série est à termes négatifs et que ln

(

1− 1

n2

)

∼ − 1

n2
, qui est le terme général d'une

série onvergente, notre série onverge. Pour le alul de la somme par télesopage, il est fortement

onseillé d'érire le télesopage ave des sommes partielles pour ne pas risquer de déouper une série

onvergente en somme de deux séries divergentes :

n∑

k=2

ln

(

1− 1

k2

)

=

n∑

k=2

ln

(
k2 − 1

k2

)

=

n∑

k=2

ln(k +

1) + ln(k− 1)− 2 ln(k) =

n+1∑

k=3

ln(k) +

n−1∑

k=1

ln(k)− 2

n∑

k=2

ln(k) =

n−1∑

k=3

ln(k) + ln(n) + ln(n+1) + ln(2) +

n−1∑

k=3

ln(k)− 2 ln(2)− 2
n−1∑

k=3

ln(k)− 2 ln(n) = − ln(2)+ ln

(
n+ 1

n

)

. Cette expression ayant pour limite

− ln(2) quand n tend vers +∞, notre série est bien onvergente, et

+∞∑

k=2

ln

(

1− 1

k2

)

= − ln(2).

Dé�nition 6. Soit q ∈ R, la série

∑

qn est appelée série géométrique de raison q.
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Proposition 7. La série géométrique de raison q est onvergente si et seulement si |q| < 1.

Dans e as, on a

+∞∑

k=0

qk =
1

1− q
.

Démonstration. On sait aluler les sommes partielles depuis un ertain temps : Sn =
1− qn+1

1− q
.

En faisant tendre n vers +∞ et en utilisant les résultats sur les limites de suites géométriques, on

onstate la onvergene de la série lorsque |q| < 1, vers la somme indiquée.

Remarque 7. Ce résultat se généralise à d'autres séries, souvent désignées sous le nom de séries

géométriques dérivées (vous omprendrez pourquoi quand on va faire le alul de la somme partielle).

Nous donnerons simplement le as de la dérivée première (on peut aussi faire des dérivées seondes,

tieres, sur le même prinipe), qui est d'ailleurs à la limite du programme (mais 'est bien pratique,

vous pourrez don l'utiliser dans les exeries).

Proposition 8. On appelle série géométrique dérivée de raison q la série de terme

général kqk−1
. Cette série onverge si et seulement si |q| < 1, et dans e as,

+∞∑

k=1

kqk−1 =

1

(1− q)2
.

Démonstration. Pour prouver ette proposition, on va réellement utiliser un alul de dérivée, en

� transformant la série en fontion �. Posons don f(x) =

n∑

k=0

xk (e qui orrespond à la somme

partielle de la série géométrique de raison x). Si on dérive ette fontion à partir de son expres-

sion sous forme de somme, on obtient f ′(x) =

n∑

k=1

kxk−1
, 'est-à-dire exatement la somme par-

tielle de la série géométrique dérivée de raison x (d'où le nom de ette dernière). Or on sait par

ailleurs que f(x) =
1− xn+1

1− x
, don (via un sympathique alul de dérivée de quotient) f ′(x) =

−(n+ 1)xn + (1− xn+1)

(1− x)2
=

nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(1− x)2
. Il ne reste plus qu'à faire tendre n vers +∞,

en utilisant le fait que lim
n→+∞

nxn = 0 (par roissane omparée) pour obtenir la onvergene de

la somme partielle vers la valeur voulue :

+∞∑

k=1

kxk−1 =
1

(1− x)2
. On onstate d'ailleurs que la for-

mule obtenue est la dérivée (par rapport à la variable x) de x 7→ 1

1− x
, e qui permet si besoin

de retrouver très failement la formule. On aurait d'ailleurs de même, en dérivant une fois de plus,

+∞∑

k=2

k(k − 1)xk−2 =
2

(1− x)3
, et ainsi de suite.

Remarque 8. On peut déduire du résultat préédent les valeurs d'autres sommes de séries. Par

exemple, si |q| < 1, la série de terme général nqn onverge et

+∞∑

k=0

kqk =
q

(1− q)2
. En e�et, on a

Sn =

n∑

k=0

kqk = q ×
n∑

k=1

kqk−1
, et on est ramené au as de la série géométrique dérivée.
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Proposition 9. La série de terme général

xn

n!
onverge pour tout réel x, et

+∞∑

k=0

xk

k!
= ex.

Pour ette raison, ette série est souvent appelée série exponentielle.

Démonstration. La formule déoule bien sûr du développement de Taylor de la fontion exponentielle.

Pour prouver orretement sa onvergene, il faudrait appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange, e

que je vous laisse en exerie (ça vous fera réviser).

Exemple : Quand on hoisit x = 1, on obtient

+∞∑

k=0

1

k!
= e.

Dé�nition 7. La série de terme général

1

n
est appelée série harmonique.

Proposition 10. La série harmonique est divergente. Plus préisément, la somme partielle

de ette série est équivalente à lnn.

Démonstration. La divergene de ette série est une onséquene triviale du théorème de omparaison

série-intégrale. Pour obtenir l'équivalent, on va faire un alul un peu plus préis (qui est exatement

elui de la démonstration du théorème en question) : si k est un entier naturel non nul, ∀x ∈ [k, k+1],
1

k + 1
6

1

x
6

1

k
. En intégrant es inégalités entre k et k+1, on obtient

∫ k+1

k

1

k + 1
dx 6

∫ k+1

k

1

x
dx 6

∫ k+1

k

1

k
dx, soit

1

k + 1
6

∫ k+1

k

1

x
dx 6

1

k
(seule l'intégrale du milieu est une � vraie � intégrale,

les deux autres sont des intégrales de onstantes). Gardons l'inégalité de droite et déalons l'indie

dans elle de gauhe pour obtenir l'enadrement

∫ k+1

k

1

x
dx 6

1

k
6

∫ k

k−1

1

x
dx. En additionnant

es enadrements pout tous les entiers de 2 à n (on ne peut pas le faire pour k = 1 à ause du

k− 1 apparaissant dans le membre de gauhe), on obtient alors

∫ n+1

2

1

x
dx 6

k=n∑

k=2

1

k
6

∫ n

1

1

x
dx (les

sommes d'intégrales se simpli�ant en appliquant simplement la relation de Chasles), soit ln(n+1)−

ln 2 6

k=n∑

k=2

1

k
6 ln(n). En notant Hn =

k=n∑

k=1

1

k
, on a don ln(n+ 1)− ln(2) + 1 6 Hn 6 ln(n) + 1. En

divisant tout par lnn, on en déduit

ln(n + 1)− ln(2) + 1

ln(n)
6

Hn

lnn
6 1 +

1

ln(n)
. Le membre de droite

a manifestement pour limite 1, quand n tend vers +∞, et elui de gauhe également, ar ln(n+1) =

ln

(

n

(

1 +
1

n

))

, don

ln(n+ 1)

lnn
= 1+

ln(1 + 1
n
)

lnn
, qui tend vers 1. Via le théorème des gendarmes, on

en déduit que lim
n→+∞

Hn

lnn
= 1, e qui signi�e exatement que Hn ∼ lnn. Sur l'illustration i-dessous,

la ourbe de la fontion inverse est en rouge, et on visualise bien l'enadrement

10∑

k=2

1

k
(retangles en

vert) 6

∫ 10

1

1

t
dt 6

9∑

k=1

1

k
(retangles en bleu). En hahures rose super mohes, on a une aire totale
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égale à

9∑

k=1

1

k
− ln(9), on verra un peu plus loin que si on ontinuait le shéma, ette aire aurait une

limite �nie.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

1

Dé�nition 8. On appelle séries de Riemann les séries de terme général

1

nα
, ave α ∈ R

+∗
.

Théorème 4. Critère de Riemann.

Une série de Riemann onverge si et seulement si α > 1.

Démonstration. C'est un exerie faile utilisant la omparaison série-intégrale.

Remarque 9. Ainsi, la série

∑ 1

n2
est une série de Riemann onvergente puisque orrespondant

à α = 2. La série harmonique

∑ 1

n
est aussi une série de Riemann, mais divergente puisqu'elle

orrespond à α = 1. C'est en quelque sorte la � plus petite � série de Riemann qui ne onverge pas.

Exemple : On peut aller plus loin qu'un simple équivalent pour la série harmonique et démontrer

notamment que

n∑

k=0

= ln(n)+γ+o(1), où γ est une onstante appelée onstante d'Euler-Masheroni

(pour information, γ ≃ 0.577, on n'en onnait auune expression simple et on ne sait même pas si

elle est irrationnelle). Une démonstration possible : on pose un = ln(n) −
n∑

k=0

1

k
, et on s'intéresse à

la série télesopique (de même nature que la suite (un))
∑

un−un−1 =
∑

ln(n)− ln(n− 1)− 1

n
=

∑

− 1

n
− ln

(

1− 1

n

)

. Or, − 1

n
− ln

(

1− 1

n

)

∼ − 1

2n2
, et on peut appliquer le ritère d'équivalene

pour en déduire la onvergene de la série (les séries sont ii à termes négatifs) et don de la suite

(un).
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Pro�tons de e résultat pour obtenir par un joli alul la somme de la série

∑ (−1)k+1

k
déjà roisée

quelques fois depuis le début de e hapitre. En notant Hn =

n∑

k=1

1

k
(somme partielle de la série

harmonique), on peut onstater que

2n∑

k=1

(−1)k+1

k
= 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · + 1

2k − 1
− 1

2n
= H2n −

2

(
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)

= H2n − Hn. Or, si Hn = ln(n) + γ + o(1), alors H2n = ln(2n) + γ + o(1),

don H2n − Hn = ln(2n) − ln(n) + o(1) = ln(2) + o(1), e qui revient exatement à dire que

+∞∑

k=1

(−1)k+1

k
= ln(2).

4 Familles sommables.

4.1 Familles de réels positifs.

Nous allons tenter dans ette partie de ours de généraliser les résultats obtenus sur les séries

numériques à des sommes (in�nies) indexées par des ensembles plus ompliqués que N, et notam-

ment par des ensembles n'admettant pas d'ordre naturel, e qui empêhe de voir le alul de la

somme omme un simple passage à la limite. On utilisera dans e paragraphe quelques propriétés

de l'ensemble R+
, obtenu en ajoutant à l'intervalle [0,+∞[ une valeur égale à ∞, ave les règles de

alul déjà vues plus t�t dans l'année sur R : ∀x ∈ [0,+∞[, x +∞ = ∞, et ∀x ∈ [0,+∞[, x 6 ∞.

On peut même prolonger la multipliation en imposant que ∀x 6= 0, x ×∞ = ∞, mais 0 ×∞ = 0
(pour onserver le aratère absorbant de l'élément neutre additif). Dans et ensemble, on dispose

du résultats suivant (admis) :

Théorème 5. Tout sous-ensemble non vide de R+
admet une borne supérieure.

Remarque 10. C'est en fait assez faile à prouver : si l'ensemble ontient ∞, sa borne supérieure est

égale à ∞. Sinon, soit l'ensemble est majoré et admet lassique une borne supérieure �nie, soit non

et on prouve sans di�ulté que sa borne supérieure est ∞. Notons même que l'ensemble vide admet

dans R+
une borne supérieure égale à 0.

Dé�nition 9. Soit I un ensemble quelonque et (xI) une famille de nombres réels positifs, alors on

appelle somme de la famille (xi) la borne supérieure dans R+
de l'ensemble S =







∑

j∈J

xj | J ⊂ I �ni






.

On la note

∑

i∈I

xi. La famille (xi) est une famille sommable de réels positifs si ette somme est

�nie.

Remarque 11. Si la famille n'est pas sommable, on notera tout de même

∑

i∈I

xi = +∞.

Exemple : La famille

(
1

q

)

indexée par l'ensemble des nombres rationnels appartenant à ]1,+∞[,

n'est pas sommable. En e�et, elle ontient la famille

(
1

n

)

n∈N∗

qui ne peut pas être sommable

puisqu'on sait bien que les sommes partielles de la série harmonique ne sont pas majorées.
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Remarque 12. Si l'ensemble I est �ni, la famille (xi) est toujours sommable et sa somme est égale à la

somme �nie usuelle

∑

i∈I

xi. Si I = N, la famille (xn) est sommable si et seulement si la série de terme

général xn onverge, et sa somme oïnide ave elle de ette série. Autrement dit, le onept de

famille sommable ne représente qu'une généralisation de elui de la onvergene des séries à termes

positifs.

Démonstration. On va proéder par double impliation. Supposons dans un premier temps que la

série dé�nie par Sn =
n∑

k=0

xk onverge vers un réel S. Si on onsidère un sous-ensemble J �ni de

N, e sous-ensemble admet un maximum n, et on peut alors érire

∑

j∈J

xj 6

n∑

k=0

xk 6 S (rappelons

que tous les termes de haunes des sommes sont des réels positifs), don







∑

j∈J

xj | J ⊂ I �ni







est majoré par S, e qui prouve que la famille (xi) est sommable et que sa somme T est inférieure

ou égale à S (puisque S est un majorant de l'ensemble dont ette somme est borne supérieure).

Réiproquement, supposons la famille (xi) sommable, de somme égale à T , alors {0, 1, . . . , n} étant

un sous-ensemble �ni de N, on a par dé�nition de la sommabilité

n∑

k=0

xk 6 T , don la série (Sn) est

majorée par T et onverge don vers une somme S 6 T . Finalement, on a bien équivalene entre les

deux onvergenes, et égalité des sommes dans le as de la onvergene.

Exemple : On souhaite prouver la sommabilité de la famille

(
1

ap + aq

)

(p,q)∈N2

pour tout réel a > 1.

Pour ela, il va don falloir réussir à majorer les sommes �nies obtenues à partir de ette famille.

Commençons par onstater que (a
p

2 − a
q

2 )2 = ap + ap − 2a
p

2 a
q

2 > 0, don ap + aq > 2a
p

2 a
q

2
, puis

1

ap + aq
6

1

2a
p

2 a
q

2

=
1

2

(
1√
a

)p( 1√
a

)q

. Soit maintenant un sous-ensemble �ni J de N
2
, il existe

un entier N tel que J ⊂ {1, 2, . . . , N}2 (il su�t de onsidérer les maximums sur haque oordonnée

du ouple d'entiers, et poser pour N le plus grand des deux). On peut don érire

∑

(i,j)∈J

1

ap + aq
6

1

2

N∑

p=0

N∑

q=0

(
1√
a

)p( 1√
a

)q

=
1

2





N∑

p=0

(
1√
a

)q





2

6
1

2

(
+∞∑

n=0

(
1√
a

)n
)2

1

2

(

1

1− 1√
a

)2

=
a

2(
√
a− 1)2

.

La famille est don sommable, et on a même obtenu par la même oasion une majoration sur la

valeur de sa somme.

Théorème 6. Théorème de sommation par paquets.

Pour toute partition (Ik)k∈K de l'ensemble I,
∑

i∈I

xI =
∑

k∈K

∑

i∈Ik

xi.

Démonstration. La démonstration de e théorème est hors programme même si son prinipe est

assea intuitif : on a simplement déoupé la somme en moreaux disjoints. Quelques exemples de

� déoupages � lassiques de sommes utilisant le prinipe de e théorème :

•
∑

i∈Z

xi =
+∞∑

i=0

xi +
+∞∑

i=1

x−i
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•
+∞∑

i=0

xi =

+∞∑

i=0

x2i +

+∞∑

i=0

x2i+1

•
∑

(i,j)∈N2

xi,j =
+∞∑

i=0

+∞∑

j=0

xi,j =
+∞∑

j=0

+∞∑

i=0

xi,j

•
∑

(n,p)∈N2

xn,p =
+∞∑

k=0

k∑

i=0

xi,k−i

Exemple : C'est plut�t un ontre-exemple que nous allons donner pour ommener, pour montrer

que le théorème de sommation par paquets ne peut pas fontionner ave des sommes de nombres

réels qui ne sont pas tous positifs. Considérons en e�et

∑

n∈N

(−1)n, qui est lassiquement une série

divergente. Si on avait le droit d'e�etuer une sommation par paquets, on pourrait utiliser la partition

dé�nie par les ensembles {2k, 2k+1}k∈N pour obtenir que la somme préédente est nulle (sur haque

ensemble de la partition, on additionne un 1 et un −1, e qui donne évidemment 0). Mais on pourrait

aussi hoisir la partition onstituée de l'ensemble I0 = {0} et des ensembles {(2k − 1, 2k)}k∈N∗
, et

on obtiendrait ette fois-i une somme égale à 1 (le premier ensemble ne ontient qu'un terme égal

à 1 mais tous les autres verraient un −1 s'additionner à un 1 pour donner 0). C'est un peu gênant.

Exemple : On peut en fait pratiquer la sommation par paquets même ave des familles qui ne sont

pas sommables, le résultat sera simplement in�ni. Considérons ainsi la famille

(
1

n2 + p2

)

(n,p)∈N∗2

.

Comme n2+p2 6 (n+p)2, on peut érire
∑

(n,p)∈N∗2

1

n2 + p2
>

∑

(n,p)∈N∗2

1

(n+ p)2
=

+∞∑

k=2

n−1∑

i=1

1

(i+ (n− i))2

(ii, on a fait une sommation par paquets en regroupant tous les ouples d'entiers ayant la même

somme k dans un même paquet ; un tel ouple d'entiers peut s'érire (i, k− i), ave i et k− i tous les

deux supérieurs ou égaux à 1 par hypothèse, et leur somme k peut prendre n'importe quelle valeur

entière à partir de 2). Notre somme est don minorée par

+∞∑

k=2

k − 1

k2
qui est une série divergente (terme

général équivalent à elui de la série harmonique). La famille étudiée n'est don pas sommable.

Proposition 11. Règles de alul sur les familles sommables.

• ∀λ ∈ R+
,

∑

i∈I

(λxi + yi) = λ
∑

i∈I

xi +
∑

i∈I

yi (linéarité)

• si ∀i ∈ I, xi 6 yi, alors
∑

i∈I

xi 6
∑

i∈I

yi (roissane)

• si ϕ : J → I est une appliation bijetive,

∑

i∈I

xi =
∑

j∈J

xϕ(j) (hangement d'indies)

•
∑

(i,j)∈I×J

xi,j =
∑

i∈I

∑

j∈J

xi,j =
∑

j∈J

∑

i∈I

xi,j (théorème de Fubini)

•
∑

(i,j)∈I×J

xiyj =

(
∑

i∈I

xi

)


∑

j∈J

yj





Démonstration. Démontrons séparément haune de es propriétés :
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• Supposons les deux familles sommables et notons Sx et Sy leurs sommes respetives. Soit

J ⊂ I un sous-ensemble �ni, par dé�nition de la sommabilité des familles, on aura alors

∑

i∈J

(λxi + yi) = λ
∑

i∈J

xj +
∑

i∈J

yi 6 λSx + Sy, e qui prouve que la famille (λxi + yi) est

sommable, et que sa somme Sλ véri�e Sλ 6 λSx + Sy. Réiproquement, �xons un ε > 0. La
aratérisation de la borne supérieur nous assure alors l'existene d'un sous-ensemble �ni J1 de

I tel que
∑

i∈J1

xi > Sx−
ε

λ
. De même, il existe un sous-ensemble J2 tel que

∑

i∈J2

yi > Sy−ε. Si on

pose J = J1∪J2 (qui est bien sûr toujours �ni), on aura don

∑

i∈J1∪J2

λxi+yi > λSx+Sy−2ε,

e qui prouve que λSx + Sy − 2ε 6 Sλ. Comme ette inégalité est vraie pour tout ε > 0, on a

don λSx + Sy 6 Sλ, e qui, ombiné à l'inégalité déjà obtenue, prouve la formule souhaitée.

Dane le as où une des deux familles (voire les deux) a une somme in�nie, 'est enore plus

rapide : si par exemple (xi) n'est pas sommable, on peut trouver, pour tout réel positif A,

un sous-ensemble �ni J tel que

∑

i∈J

xi >
A

λ
, e qui prouve que les sommes �nies de la famille

(λxi + yi) ne sont pas non plus majorées, et la famille n'est don pas sommable.

• Comme toujours, e genre de résultat déoule de la positivité : la somme d'une famille de

réels positifs est toujours positivie ou nulle, don

∑

i∈I

yi =
∑

i∈I

xi +
∑

i∈I

(yi − xi) >
∑

i∈I

xi en

appliquant la linéarité qu'on vient juste de prouver.

• C'est intuitivement évident (les sommes sont les mêmes !), pour ne pas s'embêter ave une dé-

monstration tehnique, on peut simplement appliquer la sommation par paquets : l'ensembles

des singletons {ϕ(j)}j∈J est une partition de l'ensemble I, don
∑

i∈I

xi =
∑

j∈J

xϕ(j).

• C'est à nouveau une appliation du théorème de sommation par paquets : I × J peut être

partitionné par les ensembles {i} × J pour i parourant I, ou I × {j}, pour j parourant J .

• On applique diretement le théorème de Fubini, puis la linéarité :

∑

(i,j)∈I×J

xiyj =
∑

i∈I

∑

j∈J

xiyj =

∑

i∈I

xi
∑

j∈J

yj .

Exemple : Le théorème de Fubini qui permet d'inverser des sommes doubles � quelonques � est

extrêmement utile pour simpli�er des aluls autrement infaisables, il ne faut pas hésiter à s'en

servir dès que possible. Par exemple,

+∞∑

n=2

ζ(n) − 1 =

+∞∑

n=2

+∞∑

p=2

1

pn
=

+∞∑

p=2

+∞∑

n=2

1

pn
=

+∞∑

p=2

1

p2

+∞∑

n=0

1

pn
=

+∞∑

p=2

1

p2
× 1

1− 1
p

=

+∞∑

p=2

1

p(p− 1)
=

+∞∑

p=2

1

p− 1
− 1

p
= 1. Notez en passant qu'ave les familles sommables,

on ne s'embête pas à travailler ave des sommes partielles puisqu'on a le droit de traiter les sommes

ayant une valeur in�nie omme les autres.

Exemple : On souhaite aluler la somme (éventuellement in�nie) S =
∑

(n,p)∈N∗2

1

np(n+ p− 1)
. On

va pour ela proéder à une déomposition en éléments simples � lassique � mais en proédant en

deux temps. Considérons pour ommener p omme �xe (on indexera don la somme extérieure

par p quand on érira S omme une somme double), alors on peut déomposer, en onsidérant n

omme variable,

1

n(n+ p− 1)
=

1

p− 1
× n+ p− 1− n

n(n+ p− 1)
=

1

p− 1

(
1

n
− 1

n+ p− 1

)

. On peut alors

érire (sans trop s'inquiéter du dénominateur qui s'annule pour p = 1, la somme intérieure est
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alors nulle) S =

+∞∑

p=1

1

p(p− 1)

+∞∑

n=1

1

n
− 1

n+ p− 1
. Intéressons-nous à ette somme intérieure, mais

attention, on va devoir manipuler des sommes partielles ar ça ne onverge pas du tout absolument :

N∑

n=1

1

n
− 1

n+ p− 1
=

N∑

n=1

1

n
−

N+p−1
∑

n=p

1

n
. Quitte à hoisir N su�samment grand, la somme se télesope

pour laisser

p−1
∑

n=1

1

n
−

N+p−1
∑

n=N+1

1

n
. En exploitant le développement asymptotique de la série harmonique

démontré plus haut dans e ours, on peut érire

N+p−1
∑

n=N+1

1

n
= HN+p−1 − HN = ln(N + p − 1) +

γ + o(1) − ln(N) − γo(1) = ln

(

1 +
p− 1

N

)

+ o(1), qui a le bon goût de tendre vers 0 quand N

tend vers +∞. Autrement dit, on a prouvé que la série de terme général

1

n
− 1

n+ p− 1
onvergeait

quelle que soit la valeur de p, vers

p−1
∑

n=1

1

n
. On peut en�n reprendre le alul de la somme initiale :

S =
+∞∑

p=1

1

p(p− 1)

p−1
∑

n=1

1

n
. On va maintenant inverser la somme pour �nir le alul plus failement : n

prend des valeurs stritement inférieures à p (e qui élimine le as problématique de p = 1), don

S =

+∞∑

n=1

1

n

+∞∑

p=n+1

1

p(p− 1)
=

+∞∑

n=1

+∞∑

p=n+1

1

p− 1
− 1

p
=

+∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
.

4.2 Familles sommables dans C.

Ce deuxième paragraphe reouvrira aussi le as de familles sommables de réels potentiellement

négatifs. Comme on va le voir tout de suite, on ne va pas faire dans le détail pour dé�nir la sommabilité

de e genre de familles :

Dé�nition 10. Une famille (xi)i∈I d'éléments de C est sommable si la famille (|xi|) est une famille

sommable de réels positifs. L'ensemble des familles sommables indexées par l'ensemble I est noté

l1(I,C) (ou l1(I,R) si on se retreint à des familles sommables de nombres réels).

Remarque 13. On reonnait dans ette dé�nition une notion prohe de elle de série absolument

onvergente vue plus haut dans e ours. Attention tout de même, on a vu dans le ours des as de

séries onvergentes qui ne sont pas absolument onvergentes. Ces séries ne sont don pas des familles

sommables au sens que nous venons de dé�nir. Par exemple, la famille

(
(−1)n+1

n

)

n∈N∗

n'appartient

pas à l1(N,R).

Proposition 12. Si la famille (xi) est une famille sommable de nombres omplexes, il

existe un unique nombre omplexe S tel que, ∀ε > 0, il existe un sous-ensemble Jε �ni de

I tel que Jε ⊂ J ⇒
∣
∣
∣
∣
∣

∑

i∈J

xi − S

∣
∣
∣
∣
∣
6 ε. Le nombre S est alors appelé somme de la famille

(xi) et noté omme d'habitude

∑

i∈I

xI .
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Démonstration. On ne démontrera pas e résultat tehnique (omme tous eux qui vont suivre,

d'ailleurs). L'idée est simplement la suivante : on obtient la somme d'une famille sommable en

prenant une sorte de � limite � des sommes obtenues sur les sous-ensembles �nis. Le ritère de

sommabilité assure qu'on obtiendra toujours la même valeur, quel que soit � l'ordre � qu'on impose

sur le alul de somme. En pratique, on prouvera la sommabilité en utilisant la dé�nition (don ave

des modules, typiquement en majorant par des sommes bien onnues, ou en déoupant en sommes

de séries lassiques via le théorème de sommation par paquets), puis on utilisera sans se préoupper

du fait qu'on a des nombres omplexes ou des indies un peu bizarres les régles de alul habituelles

qu'on va rappeler i-dessous.

Remarque 14. Dans le as d'une famille de nombres réels de signe quelonque, si on note (omme on

l'a déjà fait pour la démonstration de la linéarité des sommes de séries) x+i la partie positive de xi
(don x+i = max(xi, 0)), et x

−
i la partie négative (x−i = −min(xi, 0)), la famille (xi) est sommable si

et seulement les deux familles de réels positifs (x+i ) et (x
−
i ) sont sommables (au sens du paragraphe

préédent), et dans e as,

∑

i∈I

xi =
∑

i∈I

x+i −
∑

i∈I

x−i .

On peut e�etuer un déoupage similaire ave des familles de nombres omplexes en séparant en

quatre suites de réels positifs (deux pour la partie réelle, deux pour la partie imaginaire), et notre

famille sera sommable si et seulement si es quatre familles sont des familles sommables de réels

positifs.

Exemple : La famille

(
cos(p+ q) sin(p− q)

p2q2

)

(p,q)∈N∗2

est une famille sommable de réels puisque

+∞∑

p=1

+∞∑

q=1

| cos(p + q) sin(p− q)|
p2q2

6

+∞∑

p=1

1

p2

+∞∑

q=1

1

q2
, qui onverge. Notez qu'en termes de rédation, vous

pouvez toujours érire des � sommes in�nies � dès le début des aluls, puisque par onvention le

résultat vaudra simplement +∞ si la famille n'est pas sommable. Attention toutefois à ne le faire que

sur les valeurs absolues (ou modules), e serait un abus sur des familles de réels (ou de omplexes)

quelonques.

Proposition 13. Règles de alul sur les familles sommables.

• L'ensemble l1(K) est un espae vetoriel sur K, et le alul de somme est une forme

linéaire sur l1(K).

Autrement dit, la linéarité reste valable : ∀λ ∈ K,

∑

i∈I

(λxi + yi) = λ
∑

i∈I

xi +
∑

i∈I

yi.

• Si (xi), (yi) ∈ l1(K)2 et ∀i ∈ I, xi 6 yi, alors
∑

i∈I

xi 6
∑

i∈I

yi (roissane).

• Si (xi) ∈ l1(K) et ϕ : J → I est une appliation bijetive, alors (xϕ(j)) ∈ l1(K) et
∑

i∈I

xi =
∑

j∈J

xϕ(j) (hangement d'indies).

• Le théorème de sommation par paquets reste vrai pour les familles sommables de

nombres omplexes.

• Le théorème de Fubini reste vrai pour les familles sommables de nombres omplexes

(sous réserve de sommabilité des familles (xi) et (yj)) :∑

(i,j)∈I×J

xi,j =
∑

i∈I

∑

j∈J

xi,j =
∑

j∈J

∑

i∈I

xi,j .

• Le résultat sur les familles produits reste également vrai :

∑

(i,j)∈I×J

xiyj =

(
∑

i∈I

xi

)


∑

j∈J

yj




.
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Démonstration. Les démonstrations seraient en fait les mêmes que pour les familles sommables de

réels positifs. On ne les (re)fera pas, et e d'autant moins qu'on n'a déjà pas démontré la première

version du théorème de sommation par paquets, qui est un peu le résultat entral de ette partie de

hapitre.

Exemple : La famille de nombres réels

(
(−1)n

nk(k + 1)

)

16n6k

est une famille sommable. Ii, les no-

tations ne sont pas très pratiques (il est sous-entendu que k et n sont des entiers naturels), on

aimerait pouvoir dire diretement qu'on herhe à aluler

+∞∑

n=1

(−1)n

n

+∞∑

k=n

1

k(k + 1)
, mais on ne peut

pas érire ette somme sans avoir prouvé son existene. En pratique, on fera souvent l'abus de nota-

tion onsistant à érire les aluls de sommes in�nies � sous réserve de sommabilité � avant d'avoir

prouvé ladte sommabilité. Ii, prouvons-là don avant d'aller plus loin (une fois les valeurs absolues

prises, on peut travailler ave des sommes in�nies, quitte à avoir une somme égale à +∞ en bout

de alul) :

+∞∑

n=1

1

n

+∞∑

k=n

1

k(k + 1)
=

+∞∑

n=1

+∞∑

k=n

1

k
− 1

k + 1
=

+∞∑

n=1

1

n2
, qui onverge e�etivement (série de

Riemann). On peut maintenant e�etuer exatement le même alul sans valeur absolue pour obtenir

+∞∑

n=1

+∞∑

k=n

(−1)n

nk(k + 1)
=

+∞∑

n=1

(−1)n

n2
= −

+∞∑

n=1

1

n2
+ 2

+∞∑

n=1

1

(2n)2
= −π2

6
+

π2

12
= −π2

12
.

Exemple : On souhaite aluler

+∞∑

k=1

+∞∑

n=k+1

e
2ikπ
n

2n
. Commençons par prouver la sommabilité en pre-

nant les modules :

+∞∑

k=1

+∞∑

n=k+1

1

2n
=

+∞∑

n=2

n−1∑

k=1

1

2n
=

+∞∑

n=2

n− 1

2n
, qui onverge (série géométrique dérivée).

E�etuons maintenant le même � éhange d'indies � sur la somme de départ :

+∞∑

k=1

+∞∑

n=k+1

e
2ikπ
n

2n
=

+∞∑

n=2

1

2n

n−1∑

k=1

ei
2kπ
n
. Vous n'avez bien sûr pas oublié que la somme des raines n-èmes de l'unité était

nulle. Ii, il nous en manque une, en l'ourene la plus simple, elle qui est égale à 1, don notre

somme est égale à −
+∞∑

n=2

1

2n
= −1

4

+∞∑

n=0

1

2n
= −1

4
× 1

1− 1
2

= −1

2
.

Dé�nition 11. Soient (un) et (vn) les termes généraux de deux séries absolument onvergentes.

On appelle produit de Cauhy des deux séries la famille (pn)n∈N dé�nie par pn =
∑

i+j=n

uivj =

n∑

k=0

ukvn−k.

Proposition 14. Le produit de Cauhy de deux séries absolument onvergentes est tou-

jours une famille sommable.

De plus, ave les notations préédentes,

+∞∑

n=0

pn =

+∞∑

n=0

un ×
+∞∑

n=0

vn.

Démonstration. Il s'agit en fait d'une simple appliation du théorème de sommation par paquets :

en notant In = {(i, j) ∈ N
2 | i + j = n}, les ensembles (In)n∈N forment une partition de N

2
,
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d'où la sommabilité de la famille (pn) et la formule annonée. Intuitivement, il s'agit simplement

de � développer � le produit de sommes in�nies de la façon suivante :

+∞∑

n=0

un ×
+∞∑

n0

vn = u0v0
︸︷︷︸

i+j=0

+

u0v1 + u1v0
︸ ︷︷ ︸

i+j=1

+u0v2 + u1v1 + u2v0
︸ ︷︷ ︸

i+j=2

+ . . . . Autrement dit, on somme tous les produits � en diagonale �

dans N
2
.

Remarque 15. Attention, il est hors de question d'appliquer e résultat lorsque les deux séries ne sont

pas absolument onvergentes. Posons par exemple un = vn =
(−1)n√
n+ 1

. La série de terme général

un onverge (série alternée) mais pas absolument puisque |un| ∼
1√
n
, terme génaral d'une série de

Riemann divergente. On peut alors véri�er que le produit de Cauhy des deux séries ne onverge

pas : |pn| =
n∑

k=0

1
√

(k + 1)(n − k + 1)
. Si on pose f(x) = (x + 1)(n + 1 − x) = n + 1 + nx − x2, la

fontion f est dérivable, de dérivée f ′(x) = n − 2x qui s'annule pour x =
n

2
, et admet don pour

maximum f
(n

2

)

=
(n+ 2)2

4
. On peut alors minorer failement pn (on majore haque dénominateur

par la raine arrée du maximum qu'on vient de aluler, puisque es dénominateurs sont de la forme

√

f(k)) : pn >

n∑

k=0

2

n+ 2
=

2n + 2

n+ 2
, qui a le mauvais goût de ne pas du tout tendre vers 0. La série

∑

pn diverge don grossièrement.

Exemple : Si q ∈] − 1, 1[, on sait que la série géométrique de terme général qn onverge vers

1

1− q
. Si on applique la propriété préédente à un = vn = xn, on obtient le résultat suivant :

1

(1− q)2
=

+∞∑

n=0

n∑

k=0

qkqn−k =
+∞∑

k=0

(n + 1)qn =
+∞∑

n=1

nqn−1
. Un moyen partiulièrement élégant de

retrouver la formule des séries géométriques dérivées.

Exemple : On sait que la série exponentielle de terme général

xn

n!
est toujours absolument onver-

gente, de somme ex. Si on alule le produit de Cauhy des séries de terme général

xn

n!
et

yn

n!
, on

obtient ex × ey =

+∞∑

n=0

n∑

k=0

xk

k!

yn−k

(n− k)!
=

+∞∑

n=0

1

n!

n∑

k=0

(
n

k

)

xkyn−k =

+∞∑

n=0

(x+ y)n

n!
= ex+y

. En gros, on

vient de prouver que la relation fondamentale véri�ée par la fontion exponentielle est une espèe de

généralisation du bin�me de Newton à une somme in�nie.

5 Mathémagiques.

Cette dernière partie, omplètement hors-programme, est fortement inspirée d'un artile du

grand mathématiien Pierre Cartier (né en 1932), intitulé Mathemagis (a tribute to L.Euler and

R.Feynman), et failement téléhargeable en ligne pour les plus motivés d'entre vous (une bonne

partie de l'artile dépasse quand même nettement votre domaine de ompétenes, et aessoirement,

ça vous fera bosser un peu votre anglais, il n'y a pas de tradution disponible à ma onnaissane).

On ne présente plus Leonhard Euler en ours de maths, mais pour eux qui ne le sauraient pas, Ri-

hard Feynman est l'un des plus grands physiiens du 20ème sièle (et fût notamment un très grand

vulgarisateur). Vous demanderez à Mme Galliani de vous expliquer rapidement les diagrammes de

Feynman, je suis sûr qu'elle se fera un plaisir de vous répondre.
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5.1 Des aluls dignes d'un élève de MPSI !

Nous allons e�etuer dans les paragraphes qui suivent des séries de aluls pour le moins douteux,

notamment en manipulant joyeusement des séries divergentes omme si elles onvergeaient, pour

obtenir des résultats assez suprenants. La partie suivante essaiera de donner quelques pistes pour

justi�er la ohérene de tels aluls, mais il est évident qu'ils n'auraient auun sens dans le adre

dérit dans le ours, et qu'il est hors de question de faire �gurer sur une opie !

5.1.1 Sommes de séries divergentes.

Considérons la série de terme général (−1)n. Elle diverge bien sûr grossièrement puisque (−1)n

ne tend pas vraiment vers 0. Pourtant, si on supposait qu'elle puisse admettre une somme que nous

noterons S =
+∞∑

n=0

(−1)n, quelle serait la valeur la plus logique à donner à S ? Laissons la parole à

notre taupin peu rigoureux, qui va faire le brillant alul suivant (il érit deux fois la somme S,

en insérant un 0 au début de la deuxième somme et en déalant tous les termes suivants, puis il

additionne les deux lignes) :

S = 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 . . .

+S = 0 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 . . .

2S = 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 . . .

Finalement, 2S = 1, soit S =
1

2
. Logique, non ? Tout e qu'on a utilisé, 'est le droit d'additionner

deux séries (propriété de linéarité), et le fait qu'on ne hange pas la somme en déalant les termes et

en ajoutant un 0 au début (e qu'on appellera pour la suite la propriété de � déalabilité �). Sur sa

lanée, notre élève zélé déide de tenter une bidouille à sa façon sur la série

∑

(−1)nn, qui diverge

tout autant (si e n'est plus !) que la préédente. Il note T la somme de ette série divergente, et

e�etue le alul suivant :

T = 0 − 1 + 2 − 3 + 4 − 5 + 6 . . .

+T = 0 + 0 − 1 + 2 − 3 + 4 − 5 . . .

2T = 0 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 . . .

On reonnait sur la dernière ligne l'opposée de la série préédente, on onlut don que 2T = −S =

−1

2
, don T = −1

4
. Enore un alul d'une logique imparable, qui utilise les mêmes propriétés que

préédemment (linéarité et � déalabilité � de la somme). Il est maintenant temps de tenter un

troisième alul enore plus impressionnant que les deux autres réunis. On va tenter de aluler la

somme de la série

∑

n, qui semble vraiment très très divergente. N'ayons pas peur et notons U la

somme de ette série, puis e�etuons le alul suivant :

U = 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 . . .

+T = 0 − 1 + 2 − 3 + 4 − 5 + 6 . . .

U + T = 0 + 0 + 4 + 0 + 8 + 0 + 12 . . .

On obtient ette fois-i la relation U + T = 4U (quitte à supprimer les 0 qui ne hangeront de toute

façon pas la valeur de la somme), soit 3U = T = −1

4
. On onlut au surprenant résultat suivant : la

somme de tous les entiers vaut − 1

12
. Bon, n'allez pas trop le répéter, on risquerait de vous prendre

pour enore plus mauvais en maths que vous ne l'êtes vraiment. Contentons-nous de signaler que,
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pour obtenir es résultats absurdes, on n'a utilisé à nouveau que les deux propriétés suivantes : la

linéarité de la somme de série, et la � déalabilité �. Ces deux propriétés sont évidemment vraies

pour des séries onvergentes, mais peut-on les prolonger de façon ohérente à d'autres séries ? Nous

reviendrons là-dessus plus loin. En attendant, ontinuons à faire des aluls bizarres pour obtenir

des résultats rigolos (et parfois même orrets !). Il n'y a pas que les sommes dans la vie, on peut

manipuler bien d'autres hoses de façon peu rigoureuse.

5.1.2 Manipulations douteuses de polyn�mes.

Intéressons-nous au polyn�me S(t) =

+∞∑

k=0

(−1)ktk. Ah oui, tiens, e n'est pas tout à fait un vrai

polyn�me. Bon, pas grave, on va faire omme si de rien n'était. E�etuons alors une manipulation qui

ressemble étrangement à e que nous avons fait à plusieurs reprises dans le paragraphe préédent :

S(t) = 1 − t + t2 − t3 + t4 − t5 . . .

+tS(t) = 0 + t − t2 + t3 − t4 + t5 . . .

(1 + t)S(t) = 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 . . .

Bref, S(t) =
1

1 + t
. En fait, ette relation est rigoureusement exate, à une ondition, 'est qu'on ait

|t| < 1 (on alule alors une somme de série géométrique onvergente). Poussons un peu le bouhon en

onsidérant que e n'est pas loin de marher pour t = 1, e qui donnerait
+∞∑

k=0

(−1)k =
1

2
. Tiens, ça ne

vous rappelle pas quelque hose ? Généralisons un peu (volontairement, je ne mets pas d'indies sous

la somme, puisqu'on va appliquer un alul qui serait orret ave des sommes �nies à des sommes

de séries), pour tout entier naturel p, on peut érire :

∑

(−1)ktkkp =
∑

kp(−t)k. Remarquons

maintenant la hose suivante : si on pose f(t) = (−t)n, alors tf ′(t) = t×(−n)×(−t)n−1 = n(−t)n. En
notant ϕ l'appliation linéaire qui, à une fontion f de la variable t, assoie tf ′(t), on peut alors érire

que kp(−t)k = ϕp((−t)n) (la puissane étant à omprendre au sens d'une omposée d'appliations

linéaires, omme d'habitude). Enhainons ave le sublime alul suivant, en utilisant la linéarité sur

une somme in�nie (après tout, ça marhe quand la somme est �nie, y a pas de raison de se priver

de généraliser) :

+∞∑

k=0

kp(−t)k =

+∞∑

k=0

ϕp((−t)k) = ϕp

(
+∞∑

k=0

(−t)k

)

= ϕp

(
1

1 + t

)

. Lorsque p est égal

à 0, on retrouve le résultat du alul préédent :

+∞∑

k=0

(−t)k =
1

1 + t
. Appliquons une première fois

l'appliation ϕ : la dérivée de

1

1 + t
vaut − 1

(1 + t)2
, don ϕ

(
1

1 + t

)

= − t

(1 + t)2
, e qui revient à dire

que

+∞∑

k=0

k(−1)ktk = − t

(1 + t)2
. Enore une fois, ette formule est rigoureusement exate pour toutes

les valeurs de t appartenant à l'intervalle ]−1, 1[. Si on se permet de prendre t = 1 dans ette relation,

on retrouve

+∞∑

k=0

(−1)kk = −1

4
, soit la formule obtenue pour la somme T dans le paragraphe préédent.

On peut ontinuer : pour p = 2, on alule t×
( −t

(1 + t)2

)′

= t× −(1 + t)2 + 2t(1 + t)

(1 + t)4
=

t(t− 1)

(1 + t)3
.

On peut don érire

+∞∑

k=0

(−1)kk2tk =
t(t− 1)

(1 + t)3
, e qui donne, en prenant t = 1, l'intéressante relation

+∞∑

k=0

(−1)kk2 = 0 (mais oui). Je vous laisse véri�er si vous le souhaitez que, pour p = 3, on obtiendrait
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de même

+∞∑

k=0

(−1)kk3 =
1

8
, et on peut ontinuer enore longtemps omme ça. Passons plut�t à autre

hose.

5.1.3 Un peu d'intégrales.

Puisque multiplier un peu tout et n'importe quoi par (−1)k donne des résultats rigolos, pourquoi

ne pas introduire des hoses qui divergent enore plus rapidement omme des fatorielles ? On va

désormais tenter de donner une valeur à la somme suivante :

+∞∑

k=0

(−1)kk!. Après tout, là, on a quelque

hose qui diverge quand même bien violemment. Pas grave, on va s'en sortir, il � su�t � pour ela

de savoir qu'on peut érire k! =

∫ +∞

0
e−ttk dt ('est même à peu près à votre portée, ça se prouve

par une réurrene assez tranquille, en admettant qu'on a le droit de faire une IPP sur une intégrale

ave une borne in�nie). Il ne reste plus alors qu'à utiliser la linéarité de l'intégrale (quoi ? une somme

in�nie ? ah désolé je n'avais pas vu) :

+∞∑

k=0

(−1)kk! =

+∞∑

k=0

∫ +∞

0
e−t(−t)k dt =

∫ +∞

0
e−t

+∞∑

k=0

(−t)k dt =

∫ +∞

0

e−t

1 + t
dt. Bon, on ne sait pas aluler ette dernière intégrale, mais on sait très bien prouver

mathématiquement qu'elle existe bel et bien (attendez l'an prohain pour faire ette preuve). Elle

vaut environ 0.596 (meri Wolfram, ça ne s'exprime pas très simplement, on a besoin d'une primitive

de

ex

x
pour pouvoir donner une valeur exate).

5.1.4 Une généralisation osée des relations oe�ients-raines.

Dans e dernier paragraphe onsaré à des aluls absurdes, nous allons obtenir des relations

tout à fait ensées, et même rigoureusement exates, à l'aide de aluls qui le sont nettement moins.

Vous onnaissez tous les relations oe�ients-raines sur les polyn�mes ? On va les exprimer de façon

légèrement di�érente de e qu'on a vu en ours, puis appliquer le résultat à une fontion qui n'a rien

d'un polyn�me, et le résultat sera vraiment magique. Soit don un polyn�me P unitaire de degré

n ayant n raines notées α1, . . ., αn (pas d'arnaque pour l'instant, 'est un vrai polyn�me). On

peut don érire P (x) = (x−α1)(x− α2) . . . (x−αn). On peut également érire e même polyn�me

sous forme développée P = xn + cn−1x
n−1 + · · · + c1x + c0, ave les relations que vous onnaissez

bien : α1 + · · · + αn = −cn−1 et. On va e�etuer un alul di�érent en s'intéressant à la dérivée

logarithmique du polyn�me P , à savoir

P ′(x)

P (x)
=

1

x− α1
+

1

x− α2
+ · · · + 1

x− αn

. Allons plus

loin :

P ′(x)

P (x)
= −

n∑

i=1

1

αi

× 1

1− x
αi

= −
n∑

i=1

1

αi

+∞∑

k=0

(
x

αi

)k

(bon, ok, e serait mieux que le quotient

apparaissant dans la deuxième somme soit de valeur absolue plus petite que 1, mais faisons omme

si on n'avait rien vu). Autrement dit (et quitte à inverser les sommes),

P ′(x)

P (x)
= −

+∞∑

k=0

n∑

i=1

xk

αk+1
i

.

Notons, pour tout entier k > 1, γk =
n∑

i=1

1

αk
i

, on peut alors érire notre relation sous la forme (en

multipliant tout par x pour avoir les mêmes puissanes dans la somme de droite) :

xP ′(x) + P (x)×
+∞∑

k=1

γkx
k = 0

.

On peut identi�er les termes de même degré dans ette équation, en érivant P ′
et P sous forme

développée : c1x+ 2c2x
2 + · · ·+ ncnx

n + (c0 + c1x+ · · · + cnx
n)(γ1x+ γ2x

2 + · · · + γnx
n) = 0. On
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suppose pour simpli�er que c0 = 1, et en prenant les termes par puissanes roissantes, on trouve les

relations :

• c1 + γ1 = 0, soit γ1 = −c1.

• 2c2 + γ2 + c1γ1 = 0, soit γ2 = c21 − 2c2.
• 3c3 + γ3 + c1γ2 + c2γ1 = 0, soit γ3 = −c31 + 3c1c2 − 3c3.
• 4c4 + γ4 + c1γ3 + c2γ2 + c3γ1 = 0, soit γ4 = c41 − 4c21c2 + 4c1c3 − 4c4 + 2c22.

Appliquons don es superbes résultats à un dr�le de polyn�me : P (x) =
sin(x)

x
. Quoi, vous n'êtes

pas ontents ? Pourtant, vous savez tous que

sin(x)

x
= 1− x2

6
+

x4

120
+ . . . , oublions le fait que ça part

un peu jusqu'à l'in�ni. On aura don c0 = 1 (tout va bien), c1 = 0 (et plus généralement c2k+1 = 0

pour tout entier k), c2 = −1

6
, c4 =

1

120
et. Quelles sont les raines du � polyn�me � P ? Faile, e

sont elles de la fontion sinus, sauf 0, autrement dit, tous les multiples pairs de π (attention, il y

en a des négatives, e n'est pas évident de numéroter). Ave les notations préédentes, on peut par

exemple aluler γ2 =
+∞∑

k=1

1

(kπ)2
+

+∞∑

k=1

1

(−kπ)2
=

2

π2

+∞∑

k=1

1

k2
. Si on en roit les relations i-dessus,

γ2 = c21 − 2c2 =
1

3
, soit en faisant passer les onstantes à droite,

+∞∑

k=1

1

k2
=

π2

6
. Eh ben oui, 'est vrai,

ça marhe ! Si ça 'est pas une méthode qui tue pour démontrer e résultat di�ile, je ne sais pas e

qu'il vous faut. Ne nous arrêtons pas en si bon hemin, regardons e que vaut γ4 =
2

π4

+∞∑

k=1

1

k4
. En

appliquant enore les relations, γ4 = 0 − 0 + 0 − 4

120
+

2

36
= − 1

30
+

1

18
=

2

90
. On en déduit que

+∞∑

k=1

1

k4
=

π4

90
, e qui est également tout à fait exat. On pourrait bien sûr généraliser à toutes les

sommes de la forme

+∞∑

k=1

1

kp
, pour tous les entiers p qui sont pairs. Par ontre, ça ne marhe pas du

tout quand p est impair, puisqu'on a alors trivialement γp = 0 (les raines négatives ompensent les

positives). Ce n'est pas un hasard, puisque es valeurs ne peuvent de fait pas s'exprimer simplement.

On va revenir un peu dessus un peu plus bas.

5.2 D'autres types de onvergene pour les séries numériques.

Revenons un peu désormais à l'aspet théorique ahé derrière es dr�les de aluls. Nous avons

expliqué plus haut dans e ours que les séries onvergentes formaient un espae vetoriel E et que

l'appliation ϕ :

{

E → R
∑

un 7→ S
est une appliation linéaire, qui est de plus � déalable � au sens

vu préédemment. La question qu'on peut se poser est simple : peut-on prolonger ette appliation

ϕ à un espae E′
plus gros que E de façon à e qu'elle onserve la linéarité et la � déalabilité � et

qu'elle oïnide bien sûr ave l'appliation ϕ pour toutes les séries onvergentes ? Eh bien, la réponse

est oui. Attention tout de même, on ne va non plus obtenir tout e qu'on voudrait, et notamment

on ne justi�era jamais la somme U de la première partie par un alul de onvergene � déalable �,

omme le prouve le alul suivant :

U = 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 . . .

−2U = 0 + 0 − 2 − 4 − 6 − 8 − 10 . . .

+U = 0 + 0 + 0 + 1 + 2 + 3 + 4 . . .

0 = 0 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 . . .
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La relation 0 = 1, quand même, on a beau aller herher aussi loin qu'on veut, ça pose problème.

Pas grave, on va quand même voir deux nouvelles dé�nitions de la onvergene de séries qui étendent

la dé�nition lassique vue dans e ours, et qui permettent de omprendre un peu mieux pourquoi

les valeurs aberrantes alulées pour S, T et U ont une ertaine logique. Commençons par quelque

hose que vous pouvez vraiment bien omprendre :

Dé�nition 12. Une suite réelle (un) est onvergente au sens de Cesaro si la suite auxiliaire

dé�nie par vn =
u0 + u1 + · · ·+ un

n+ 1
onverge.

Autrement dit, (un) onverge si la moyenne de ses sommes partielles onverge. Un résultat lassique

sur les suites a�rme qu'une suite onvergente (au sens lassique) est toujours onvergente au sens

de Cesaro (ave la même limite), e qui prouve que ette nouvelle notion de onvergene étend la

notion lassique (e résultat onstitue une partie de l'exerie 20 de la feuille d'exeries numéro 9).

Il est assez faile de réer des exemples de suites qui onvergent au sens de Cesaro, mais pas au sens

usuel. Par exemple, un = (−1)n tend vers 0 au sens de Cesaro.

Essayons d'appliquer ette dé�nition à nos di�érentes séries (attention, il s'agit bien ii de faire la

moyenne des sommes partielles, et pas des termes généraux) : pour

∑

(−1)k, on alule S0 = 1,

S1 = 1 − 1 = 0, S2 = 1, S3 = 0 et. Autrement dit,

S0 + S1 + · · · + Sn

n+ 1
=

1

2
si n est impair, et

S0 + S1 + · · ·+ Sn

n+ 1
=

n
2 + 1

n+ 1
si n est pair. Ces moyennes tendent vers

1

2
quand n tend vers +∞, e

qui prouve la onvergene au sens de Cesaro de notre série vers

1

2
. Tentons de faire la même hose

pour

∑

(−1)kk. On alule don T0 = 0, T1 = −1, T2 = 1, T3 = −2, T4 = 2 et. On va ette fois-i

obtenir alternativement des sommes partielles égales à 0 (si n est pair), et à −n+ 1

2
si n est impair.

Ce n'est pas bon du tout, puisqu'il n'y a pas de limite unique quand n tend vers +∞. Tentons alors

une nouvelle dé�nition :

Dé�nition 13. Soit (un) une suite réelle. On pose, pour tout réel x pour lequel ette somme a un

sens, f(x) =

+∞∑

n=0

unx
n
. Si f est dé�nie au voisinage de 1 (mais pas en 1, sinon la série onvergerait

au sens usuel du terme), et si f admet une limite l quand x tend vers 1, on dit que la série

∑

un

onverge au sens d'Abel vers l.

En fait, la fontion f est presque toujours dé�nie sur ]−1, 1[ ('est notamment toujours le as si (un)
est bornée), et beauoup de séries divergentes onvergent au sens d'Abel. C'est par exemple le as de

notre série (Tn) : on pose alors f(x) =

+∞∑

k=0

k(−x)k =
−x

(1 + x)2
si |x| < 1 ('est une série géométrique

dérivée tout e qu'il y a de plus lassique). De plus, f admet bel et bien une limite en 1, égale à

−1

4
, e qui justi�e (au sens d'Abel) la valeur obtenue pour T . Il ne faut pas rêver, on n'obtiendra

pas U de la même façon, ar ette onvergene véri�e le ritère de � déalabilité �. Pour tenter de

trouver une expliation pour ette dernière valeur, on va rester dans le domaine des prolongements

de fontion, mais en passant dans le domaine omplexe :

Dé�nition 14. La fontion ζ de Riemann est dé�nie par ζ(s) =

+∞∑

n=1

1

ns
(la lettre greque ζ est un

� dzeta �, l'équivalent de notre z).

Cette fontion est dé�nie tout à fait rigoureusement et orretement à la ondition que Re (s) > 1

(la variable s étant ii un nombre omplexe). En partiulier, on notera que ζ(2) =

+∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
;
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ζ(4) =

+∞∑

n=1

1

n4
=

π4

90
. Toutes les valeurs de la fontion ζ pour les entiers pairs sont bien onnues

depuis longtemps, et peuvent s'exprimer à l'aide des puissanes paires de π et de nombres appelés

nombres de Bernoulli qui sont très lassiques en théorie des nombres. Curieusement, les valeurs pour

les entiers impairs ne s'expriment pas du tout aussi simplement, et on sait même très peu de hoses

sur elles. On a par exemple simplement réussi à démontrer que ζ(3) était un nombre irrationnel en

1977. Quelques progrès ont été e�etués depuis puisqu'on sait désormais qu'une in�nité des valeurs

prises par la fontion ζ pour les entiers impairs sont irrationnelles, mais on ne sait pas lesquelles (on

soupçonne qu'elles le sont toutes) ! La fontion ζ est par ailleurs fondamentale pour de nombreux

problèmes mathématiques, et intervient notamment de façon entrale dans l'étude des propriétés

des nombres premiers. Sans herher à rentrer dans les détails (si vous êtes vraiment motivés, un

simple oup d'oeil à la page Wikipedia onsarée à ette fontion devrait vous faire très peur), itons

simplement le plus élèbre problème posé par ette fontion, qui reste un problème ouvert à l'heure

atuelle (si vous arrivez à démontrer ette onjeture, un million de dollars pour vous) :

Théorème 7. Hypothèse de Riemann.

Tous les zéros omplexes non triviaux de la fontion ζ ont une partie réelle égale à

1

2
.

J'ai énoné le résultat sous forme de théorème, mais j'insiste, e n'en est pas un, mais une simple

onjeture. On onnait des entaines de zéros non triviaux (les zéros triviaux sont les entiers négatifs

pairs) de la fontion qui véri�ent tous e ritère (et bien sûr auun qui ne le véri�e pas). Je ne peux

malheureusement pas vous expliquer beauoup plus de hoses sur ette fontion, si e n'est qu'on

peut la prolonger de façon unique (sous ertaines onditions) en une fontion dé�nie sur C\{1}, et
que e prolongement véri�e en partiulier (en gardant la même notation pour la fontion prolongée)

que ζ(0) = −1

2
, e qui reviendrait à dire que

+∞∑

k=1

1 = −1

2
; et surtout que ζ(−1) = − 1

12
, e qui

signi�e que

+∞∑

k=1

k = − 1

12
. La fontion prendra aussi, naturellement, des valeurs pour les autres

entiers négatifs, e qui donne par exemple ζ(−3) =

+∞∑

k=1

k3 =
1

120
. Allez, un dernier alul absurde

pour �nir en beauté :

Pour hanger, on souhaite désormais aluler un produit in�ni très divergent, à savoir 1×2×3×· · · =
+∞∏

k=1

k, e qu'on va très logiquement noter ∞!. L'astue pour le alul de e produit est de passer sous

forme exponentielle : ∞! = e
∑+∞

k=1
ln(k)

. Or, un alul tout à fait banal nous permet de onstater

que ζ ′(s) =

+∞∑

k=1

− ln(k)e−s ln(k) =

+∞∑

k=1

− ln(k)

ks
. En partiulier, ζ ′(0) = −

+∞∑

k=1

ln(k). Ce qui tombe

franhement bien, 'est que les innombrables relations faisant intervenir la fontion ζ permettent de

prouver que ζ ′(0) est en fait égal à −1

2
ln(2π). On en déduit alors que ∞! = e

1

2
ln(2π) =

√
2π. Je rois

qu'il est temps de lore e hapitre sur e résultat partiulièrement fasinant.
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