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Monsieur et Madame Bertienne ont un �ls, omment s'appelle-t-il ?

Basile.

Si quelqu'un, en l'éveil de son intelligene, n'a pas

été apable de s'enthousiasmer pour une telle arhiteture,

alors jamais il ne pourra réellement s'initier à la reherhe théorique.

Albert Einstein, à propos de la géométrie eulidienne.

L'objetif de e dernier hapitre d'algèbre de l'année (mais oui, déjà) est de munir nos espaes

vetoriels préférés d'une struture supplémentaire permettant de vraiment pouvoir faire de la géo-

métrie de façon satisfaisante : elle de produit salaire. Jusqu'ii, le produit salaire était pourvu

un moyen d'étudier l'orthogonalité, et déoulait don des notions naturelles d'angle et de perpen-

diularité. Dans le adre plus général des espaes vetoriels réels, on proèdera en fait exatement

en sens inverse : il n'existe pas de notion � naturelle � d'orthogonalité ou même de distane dans

un espae vetoriel, es notions sont en fait une onséquene de l'introdution d'un outil théorique

appelé produit salaire. Il est surtout essentiel de bien omprendre qu'un tel produit salaire n'a

auune raison d'être unique, et qu'il existe don plusieurs façons di�érentes (tout aussi valables les

unes que les autres) de dé�nir des distanes (ou une notion d'orthogonalité) dans un espae vetoriel

ommeM3(R) ou R[X]. Même dans R
n
, le produit salaire usuel n'est pas le seul disponible, même

s'il sera privilégié en pratique. Une fois e hoix de produit salaire e�etué, on pourra vraiment faire

de la géométrie dans notre espae, et notamment parler de projetions ou de symétries orthogonales

sur un sous-espae vetoriel donné. On reviendra en partiulier sur la notion d'isométrie, qu'on verra

sous un jour nouveau (et beauoup plus algébrique) par rapport à la première étude faite dans le

hapitre sur les omplexes.

Objetifs du hapitre :

• omprendre la notion de produit salaire et de distane dans un espae vetoriel autre que R
2

et R
3
.

• savoir exploiter les bases orthonormales (et en aluler) pour e�etuer des aluls de proje-

tions.

• onnaître les di�érents types d'isométries dans le plan et dans l'espae.
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Introdution.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, quelques mots sur des onepts qui vont irriguer les deux

derniers hapitres de l'année onernant la géométrie du plan (e hapitre sera diretement entré

sur la géométrie dans les espaes vetoriels réels, le suivant sera onsaré aux fontions de deux

variables, sujet a priori assez éloigné du préédent, mais qui néessite une bonne ompréhension de

la topologie dans R
2
, e qui n'est pas sans lien ave e dont je vais parler ii). Vous avez l'habitude

depuis que vous avez ommené à faire de la géométrie de onsidérer ertains onepts géométriques

basiques omme � naturels � et de vous appuyer dessus pour omprendre les notions plus ompliquées

progressivement mises en plae dans votre ours de mathématiques. Ainsi, la notion � visuelle �

d'angles et de perpendiularité dans le plan fait partie des premières renontrées au début du ollège,

et mène par exemple, après quelques péripéties, à la onstrution d'outils omme le produit salaire,

qui permet de aratériser de façon très pratique l'orthogonalité. Sauf que, omme souvent, les

mathématiiens ont une vision plus abstraite des hoses, et aiment bien baser leurs théories sur des

onstrutions logiques solides, et qu'en l'ourrene ela risque de perturber un peu vos habitudes.

Commençons don par deux remarques fondamentales avant de donner les premières dé�nitions :

• la notion d'orthogonalité n'a en fait rien de naturel dans les espaes vetoriels (y ompris les

plus simples omme R
2
ou R

3
), et surtout rien d'intrinsèque : autant la olinéarité déoule

logiquement de la struture même d'espae vetoriel, autant l'orthogonalité néessite l'ajout

d'une struture supplémentaire qui n'a auune raison d'être initialement présente dans notre

espae. C'est d'ailleurs pour ela que nous verrons dans e hapitre le produit salaire omme

l'outil fondamental dont vont déouler toutes les autres notions, et non le ontraire.

• toutes les notions que nous allons étudier dans a hapitre (produit salaire, orthogonalité,

distane, projetions) n'ont pas la moindre raison d'être uniques ! Il existe ainsi des dizaines

de possibilités de réer des produits salaires, et don des distanes, di�érentes sur R
2
qui

vont � déformer � notre vision intuitive des hoses (par exemple, les boules ne seront plus

rondes, f exemple i-dessous). Mais es di�érentes façons de proéder dé�niront malgré tout

la même topologie sur R
2
(e ne serait pas forément le as dans des espaes de dimension

in�nie, mais vous étudierez ça plus en détail l'an prohain), nous essaierons d'en redire deux

mots dans le prohain hapitre.

Un exemple onret : dans le plan, on appelle boule ouverte entrée en A et de rayon R l'ensemble

des points du plan dont la distane à A est stritement inférieure à R. Pour la distane usuelle, les

boules ouvertes sont e�etivement des boules (des disques en l'ourrene). Mais onsidérons une

autre dé�nition possible de la distane : si A(x, y) et M(x′, y′), on va déréter que la distane AM

sera désormais égale à max(|x − x′|, |y − y′|). Cette distane un peu inhabituelle a des propriétés

mathématiques su�samment sympathiques pour qu'elle mérite e�etivement le nom de distane.

Mais à quoi ressemble, pour ette distane, la boule ouverte entrée en A de rayon R ? Eh bien, à un

arré (ouvert). Un autre exemple : on onsidère maintenant qu'on travaille ave la distane usuelle,

mais en ayant uniquement le droit de se déplaer suivant des segments de droite parallèles aux axes

(imaginez le plan des rues de Manhattan, on ne peut pas traverser les immeubles pour se rendre

d'un point à un autre). Les boules ouvertes pour ette nouvelle distane ressembleraient à nouveau

à des arrés, mais dont les �tés seraient � diagonaux �. Une illustration i-dessous : en bleu, la

boule ouverte entrée en l'origine de rayon 3, en rouge la même boule ouverte pour la distane � de

Manhattan �, et en vert toujours une boule de rayon 3 pour la deuxième distane dé�nie.

2



0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

On pourra remarquer que, quitte à faire une homothétie, haque type de boule peut être entièrement

inluse dans une boule d'un autre type. C'est e qui fait que les topologies assoiées sont les mêmes.

1 Dé�nition du produit salaire.

Dans tout le hapitre, nous ne manipulerons que des espaes vetoriels réels, même si les notions

étudiées peuvent se généraliser (ave quelques petites modi�ations) à des espaes omplexes. Ces

espaes vetoriels peuvent par ontre très bien être de dimension in�nie.

Dé�nition 1. On appelle produit salaire dans un espae vetoriel réel E toute forme linéaire

dé�nie symétrique, autrement dit tout appliation ϕ : E × E → R véri�ant les trois propriétés

fondamentales suivantes :

• bilinéarité : ∀(u, v, w) ∈ E2
, ∀(λ, µ) ∈ R

2
, ϕ(λu+ µv,w) = λϕ(u,w) + µϕ(v,w) et ϕ(u, λv +

µw) = λϕ(u, v) + µϕ(u,w).
• symétrie : ∀(u, v) ∈ E2

, ϕ(u, v) = ϕ(v, u).
• dé�nie positivité : ∀u ∈ E, ϕ(u, u) > 0, et ϕ(u, u) = 0⇔ u = 0.

Si ϕ est un produit salaire, ϕ(u, v) sera souvent noté u · v, ou 〈u, v〉 ou même 〈u | v〉 (mais ette

dernière notation étant privilégiée par les physiiens, on l'évitera dans e ours de maths).

Remarque 1. En pratique, pour démontrer qu'une appliation ϕ est un produit salaire, on se ontente

de prouver la linéarité à gauhe (première des deux relations données pour la bilinéarité), elle à droite

déoulant ensuite de la symétrie.

Dé�nition 2. Un espae préhilbertien est un espae vetoriel E muni d'un produit salaire. Si

E est de dimension �nie, on parlera plut�t d'espae eulidien.
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Proposition 1. L'appliation ϕ : Rn × R
n → R dé�nie par ϕ(u, v) =

n
∑

i=1

uivi (en notant

ui et vi les oordonnées respetives des veteurs u et v dans la base anonique) est un

produit salaire appelé produit salaire anonique sur R
n
.

L'appliation ϕ dé�nie sur (Mn,p(R))
2
dé�nie par ϕ(A,B) = Tr(A⊤B) =

n
∑

i=1

p
∑

j=1

ai,jbi,j

est un produit salaire appelé produit salaire anonique surMn,p(R).

Démonstration. Tout est essentiellement trivial : la symétrie est évidente dans les deux as (ave

la formule expliite faisant intervenir les oe�ients dans le as des matries), la bilinéarité aussi

à partir des formules données, la positivité est triviale (u · u =

n
∑

i=1

u2i et A · A =

n
∑

i,j=1

a2i,j . En�n,

le aratère dé�ni déoule du fait que toutes nos oordonnées (ou oe�ients dans le as matriiel)

doivent être nulles pour que la somme de leur arré soit égale à 0, e qui ne peut don arriver que

pour le veteur nul.

Remarque 2. On peut en fait aluler le produit salaire de deux veteurs de R
n
de façon matriielle :

en notant X et Y les matries-olonnes des oordonnées des deux veteurs u et v dans la base

anonique, alors u · v = X⊤Y .

Exemple : Il existe bien d'autres produits salaires dé�nis sur R
2
. En notant u = (x, y) et v = (x′, y′),

le produit salaire anonique orrespond à la formule usuelle u · v = xx′ + yy′. Mais on peut par

exemple prouver aisément que u · v = 2xx′ + xy′ + x′y + 2yy′ est également un produit salaire : la

symétrie et la bilinéarité son évidents, et ave ette dé�nition, u·u = 2x2+2y2+2xy = x2+y2+(x+y)2

est toujours positif et ne s'annule que si x = y = 0.

Exemple : Dans l'espae vetoriel Rn[X], l'appliation dé�nie par ϕ(P,Q) =

n
∑

k=0

P (k)Q(k) est un

produit salaire : elle est bien symétrique et bilinéaire, et ϕ(P,P ) =

n
∑

k=0

P 2(k) > 0. De plus, si

ϕ(P,P ) = 0, alors on peut a�rmer que ∀k ∈ {0, . . . , n}, P (k) = 0, et don P est un polyn�me de

degré n admettant (au moins) n+ 1 raines distintes, il est don néessairement nul. Remarquons

tout de même qu'il est indispensable de faire intervenir n + 1 valeurs distintes dans le alul de

ϕ(P,Q) pour qu'il s'agisse d'un produit salaire (peu importe par ontre qu'il s'agisse des entiers

de 0 à n ou d'autres valeurs). En partiulier, il s'agit d'un produit salaire qu'on ne pourrait pas

� étendre � failement à R[X]. On verra plus bas quelques autres exemples de produits salaires sur

les espaes de polyn�mes.

Exemple : Sur l'espae vetoriel E des fontions ontinues sur [0, 1], on peut dé�nir un produit

salaire par la formule suivante : f · g =

∫

1

0

f(t)g(t) dt. Là enore, les véri�ations de symétrie,

bilinéarité et positivité sont triviales. De plus, si f · f = 0, alors

∫

1

0

f(t)2 dt = 0. Comme il s'agit

de l'intégrale d'une fontion ontinue et positive sur [0, 1], elle ne peut s'annuler que si la fontion

f est nulle sur tout l'intervalle [0, 1]. Attention tout de même, ette même dé�nition ne fournirait

pas un produit salaire sur l'ensemble des fontions ontinues sur R tout entier ar l'appliation ne

serait pas dé�nie (il existe plein de fontions ontinues sur R et nulles entre 0 et 1, mais qui ne

sont pas nulles partout). Ce produit salaire est en fait une sorte de � généralisation ontinue � du

produit salaire anonique de R
n
dé�ni plus haut. On peut d'ailleurs e�etuer exatement la même
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onstrution sur tout segment [a, b] autre que [0, 1]. Notons en passant que, sur e même segment

[0, 1], on peut onstruire failement d'autres produits salaires en ajoutant une fontion positive à

l'intérieur de l'intégrale, par exemple f · g =
∫

1

0

f(t)g(t)et dt, ou f · g =

∫

1

0

t2f(t)g(t) dt (la preuve

du fait qu'il s'agit toujours de produits salaires est laissée en exerie).

Dé�nition 3. Soit (E, ·) un espae vetoriel préhilbertien, et (u, v) ∈ E2
. La norme du veteur u est

le réel positif ‖u‖ = √u · u. La distane entre les veteurs u et v est le réel positif d(u, v) = ‖u− v‖.

Remarque 3. Il est essentiel de bien omprendre que la distane entre deux veteurs dépend du

hoix initial du produit salaire. On peut très bien avoir des distanes entre deux mêmes veteurs

qui vont être très di�érentes selon le produit salaire utilisé. En fait, la notion de distane est don

initimement liée à elle d'orthogonalité, e que ertains des résultats énonés plus loin dans e ours

vont illustrer.

Exemple : plaçons-nous dans l'espae vetoriel E = R3[X] des polyn�mes de degré inférieur ou

égal à 3. On souhaite dé�nir un produit salaire sur et espae vetoriel, notamment pour pouvoir

aluler des distanes entre polyn�mes. Cette notion de distane entre deux polyn�mes peut tout à

fait s'interpréter intuitivement : on peut par exemple avoir envie de dire que deux polyn�mes sont

� prohes � s'ils ont des oe�ients prohes, ou bien s'ils prennent des valeurs prohes à ertains

endroits, ou enore si leurs ourbes ne s'éloignent pas trop l'une de l'autre (tout ça restant bien sûr

assez �ou pour l'instant). Eh bien, es di�érentes notions de proximité entre polyn�mes peuvent en

fait être matérialisées par di�érents hoix de produits salaires sur l'espae E, qui amèneront à des

dé�nitions di�érentes des distanes.

On peut ainsi prouver que l'appliation ϕ dé�nie par ϕ(P,Q) =

3
∑

i=0

aibi (où ai et bi désignent les

oe�ients des polyn�mes P et Q) est un produit salaire. C'est même le produit salaire naturel

sur R3[X] puisqu'il orrespond au produit salaire anonique sur R
4
, en identi�ant les oe�ients

du polyn�me à des oordonnées. À partir de e produit salaire, la distane entre deux polyn�mes P

et Q sera dé�nie par la formule ‖P −Q‖ =

√

√

√

√

3
∑

i=0

(ai − bi)2. On retrouve ii une notion de distane

où des polyn�mes sont à une faible distane l'un de l'autre si leurs oe�ients sont prohes. Par

exemple, la distane entre P = 1 et Q = 2X2 −X sera égale à

√
1 + 1 + 4 =

√
6, mais la distane

entre P = X et Q = 2X +X2
sera égale à

√
1 + 1 =

√
2 et don plus petite que la préédente (e

qui devrait vous paraitre vaguement logique).

Dé�nissons maintenant sur e même espae vetoriel un deuxième produit salaire : on pose ψ(P,Q) =
∫

1

0

P (t)Q(t) dt. Je vous laisse véri�er que ette dé�nition est bien elle d'un produit salaire, à

partir duquel on peut don dé�nir une notion de distane qui n'est plus du tout la même que

la préédente. Cette fois-i, la distane entre deux polyn�mes P et Q sera égale à ‖P − Q‖ =
√

∫

1

0

(P (t)−Q(t))2 dt. Pour e nouveau produit salaire, la distane entre P = 1 et Q = 2X2 −X

sera égale à

√

∫

1

0

(2t2 − t− 1)2 dt =
2√
5
, et la distane entre P = X et Q = 2X + X2

vaut

√

∫

1

0

(t2 + t)2 dt =

√

31

30
. Cette fois-i 'est la deuxième distane qui est plus grande, e qui peut se

traduire par le fait que les ourbes des polyn�mes P et Q sont � plus prohes l'une de l'autre sur

l'intervalle [0, 1] � dans le deuxième as. Bien entendu, e genre de alul peut sembler sans intérêt,

mais toute la puissane de la géométrie eulidienne appliquée aux espaes vetoriels réside dans le

fait qu'on peut réellement exploiter toutes les notions et tous les aluls lassiques de géométrie dans

e adre. Un exemple : on herhe une ourbe qui approhe le plus possible elle d'une fontion
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(allez, disons elle de l'exponentielle pour �xer les idées) sur l'intervalle [0, 1], en imposant que la

fontion reherhée soit un polynome de degré 3. Les développements limités fournissent une réponse

si on herhe la meilleure approximation possible en un point donné, mais pas sur un intervalle. En

fait, le produit salaire dont nous venons de parler fournit une façon de faire e alul : il � su�t �

d'e�etuer une projetion orthogonale de la fontion exponentielle sur le sous-espae vetoriel R3[X],
et e alul est réellement un alul de projetion orthogonale tout à fait lassique (au détail près

que la notion d'orthogonalité utilisée est bien entendu elle qui déoule de notre produit salaire).

Nous allons voir dans plus loin dans e ours omment e�etuer de tels aluls.

Proposition 2. Lien entre normes et produit salaire.

Si (E, ·) est un espae vetoriel préhilbertien, et (u, v) ∈ E2
, on a les relations suivantes :

• ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + 2〈u, v〉 + ‖v‖2
• ‖u− v‖2 = ‖u‖2 − 2〈u, v〉 + ‖v‖2
• 〈u+ v, u− v〉 = ‖u‖2 − ‖v‖2

• 〈u, v〉 = 1

2
(‖u+v‖2−‖u‖2−‖v‖2) = 1

4
(‖u+v‖2−‖u−v‖2) (identités de polarisation)

• ‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2) (identité du parallélogramme)

• |〈u, v〉| 6 ‖u‖ × ‖v‖ (inégalité de Cauhy-Shwartz), ave égalité si et seulement si

u et v sont olinéaires

• ‖u+ v‖ 6 ‖u‖+ ‖v‖ (inégalité triangulaire)

Démonstration. La plupart de es formules sont des onséquenes diretes de la bilinéarité et de la

symétrie du produit salaire :

• ‖u+ v‖2 = (u+ v) · (u+ v) = uu̇+ u · v + v · u+ v · v = ‖u‖2 + 2u · v + ‖v‖2.
• Pareil que i-dessus ave des hangements de signes.

• Enore à peu près pareil : 〈u+ v, u− v〉 = 〈u, u〉+ 〈v, u〉 − 〈u, v〉 − 〈v, v〉 = ‖u‖2 − ‖v‖2.
• Les identités de polarisation déoulent de façon triviale des deux premières formules prouvées.

• L'identité du parallalogramme est obtenue diretement en additionnant es deux mêmes for-

mules.

• Il y a un peu plus de travail pour démontrer l'inégalité de Cauhy-Shwartz. Rappelons la

démonstration lassique déjà vue dans le ours d'intégration : on pose P (t) = 〈u+tv, u+tv〉 =
‖u‖2+2t〈u, v〉+ t2‖v‖2. Comme le produit salaire alulé est toujours positif, le disriminant

du trin�me obtenu doit être négatif, e qui revient à dire que 4(〈u, v〉)2 − 4‖u‖2‖v‖2 6 0. On
en déduit immédiatement l'inégalité. De plus, l'inégalité est une égalité si le disriminant

alulé est nul, e qui se produit si P (t) s'annule pour une ertaine valeur de t, autrement dit

s'il existe un réel t tel que u+ tv = 0, e qui implique bien la olinéarité des deux veteurs.

• L'inégalité triangulaire déoule de elle de Cauhy-Shwartz : ‖u+v‖2 = ‖u‖2+2〈u, v〉+‖v‖2 6

‖u‖2+2‖u‖×‖v‖+‖v‖2 = (‖u‖+‖v‖)2, on passe tout à la raine arrée pour obtenir l'inégalité.

Exemple : L'inégalité de Cauhy-Shwartz permet de démontrer énormément d'inégalités, y om-

pris ertaines qui n'ont a priori pas grand rapport ave la géométrie eulidienne. Par exemple, si

on l'applique dans R
2
aux veteurs u = (x1, . . . , xn) et v = (1, . . . , 1), on obtient la majoration

(

n
∑

k=1

xk

)2

6 n

n
∑

k=1

x2k, ave égalité si et seulement si x1 = · · · = xn.

Dé�nition 4. Un veteur u ∈ E préhilbertien est unitaire (ou normé) si ‖u‖ = 1.
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2 Orthogonalité.

2.1 Bases orthogonales.

Dé�nition 5. Soit E un espae vetoriel préhilbertien, alors :

• deux veteurs (u, v) ∈ E2
sont orthogonaux si u · v = 0. On le notera u ⊥ v.

• deux sous-ensembles F et G de E (pas néessairement des sous-espaes vetoriels) sont or-

thogonaux si ∀(u, v) ∈ F ×G, u · v = 0. On le notera F ⊥ G.
• une famille de veteurs F = (u1, . . . , uk) est orthogonale si elle est onstituée de veteurs

deux à deux orthogonaux, orthonormale si de plus les veteurs de la famille sont tous

unitaires.

• une base orthonormale (ou simplement orthogonale) dans un espae eulidien est une

base qui forme une famille orthonormale (respetivement orthogonale).

Remarque 4. On ne parlera jamais de perpendiularité pour des sous-ensembles d'espaes préhilber-

tiens, mais toujours d'orthogonalité. En e�et, l notion de droites perpendiulaires dans un espae

préhilbertien (droites orthogonales ayant un point en ommun) n'a auun intérêt dans la mesure où

deux droites vetorielles ont toujours un élément en ommun (le veteur nul de l'espae). La notion

de perpendiularité serait adaptée uniquement si on onsidérait des sous-espaes a�nes, e que nous

ne ferons pas.

Exemple : La base anonique de R
n
est une base orthonormale pour le produit salaire anonique.

De même pour la base anonique deMn,p(R). Si on reprend par ontre les deux exemples de produits

salaires sur R3[X] donnés dans le paragraphe préédent, la base anonique de R3[X] est orthonor-
male pour ϕ, mais pas du tout pour ψ. En e�et, elle n'est même pas normée pour e produit salaire,

par exemple ‖1‖ =
√

∫

1

0

1 dt = 1, mais ‖X‖ =
√

∫

1

0

t2 dt =
1√
3
. Elle n'est pas non plus orthogo-

nale puisque ψ(1,X) =

∫

1

0

t dt = 1. On va voir dans le paragraphe suivant omment onstruire une

base orthonormale pour e produit salaire en partant de la base anonique.

Exemple : En notant E = {f : R → R ontinues et 2π-périodiques}, on peut dé�nir un produit

salaire sur E par f · g =
1

π

∫

2π

0

f(t)g(t) dt. En notant un : t 7→ cos(nt) et vn : t 7→ sin(nt)

(pour n > 1), la famille Fn = (1, u1, v1, . . . , un, vn) est une famille orthonormale dans E quel que

soit n > 1. En e�et, via formules de dupliation,

1

π

∫

2π

0

cos2(nt) dt =
1

π

∫

2π

0

1 + cos(2nt)

2
dt =

1

2π

[

t+
sin(2nt)

2n

]2π

0

= 1, don ‖un‖ = 1. Le alul est quasiment le même pour les sinus. De plus,

ave un peu de transformations sommes-produits, si n 6= p, un · up =
1

π

∫

2π

0

cos(nt) cos(pt) dt =

1

2π

∫

2π

0

cos((n+p)t)+cos((n−p)t) dt = 0 (les deux osinus ont des primitives en sinus qui s'annulent

en 0 et en 2π). Un alul identique montre que vn · vp = 0, et un dernier alul pas plus intéressant

montre en�n que un · vp est toujours nul (même pour n = p). On aurait bien envie de dire que la

famille in�nie obtenue en prenant toutes les fontions un et vn (et la fontion onstante égale à 1)
est une base orthonormale de l'espae E, mais il faudrait pour ela que toute fontion de E puisse

s'érire omme ombinaison linéaires de fontions osinus et sinus, e qui n'est pas le as (si 'était

le as, on dirait que la famille est une base hilbertienne de l'espae E, dé�nition qui n'est pas

à votre programme ette année mais qui vous permettra de omprendre l'hilarante blague donnée

en préambule de e hapitre). On peut par ontre approher n'importe quelle fontion de E par un

élément de Vect(Fn), quel que soit l'entier n, en e�etuant une projetion orthogonale sur e sous-

espae vetoriel (f paragraphes suivants). Plus n est grand, plus ette projetion sera � prohe �
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de la fontion de départ. C'est exatement le prinipe du développement en série de Fourier d'une

fontion périodique.

Théorème 1. Théorème de Pythagore :

Deux veteurs (u, v) ∈ E préhilbertien sont orthogonaux si et seulement si ‖u + v‖2 =
‖u‖2 + ‖v‖2.

Démonstration. C'est trivial à partir du développement de ‖u+ v‖2 donné dans le paragraphe pré-

édent.

Corollaire 1. Une famille orthogonale de veteurs non nuls dans un espae préhilbertien

est toujours libre.

Démonstration. Si (u1, . . . , uk) est orthogonale supposons

k
∑

i=1

λiui = 0, alors ‖
k
∑

i=1

λiui‖2

=
k
∑

i=1

‖λiui‖2 = 0, e qui impose que ∀i ∈ {1, . . . , k}, ‖λiui‖2 = 0, et don λi = 0 (les veteurs

n'ayant pas le droit d'être nuls). Ce raisonnement prouve bien la liberté de la famille.

Proposition 3. Soit u ∈ E et B = (e1, . . . , en) une base orthonormale de E, alors u =
n
∑

k=1

〈u, ek〉ek. Autrement dit, les oordonnées de u dans la base B sont ses produits salaires

ave les veteurs de B.

Démonstration. Soient (u1, . . . , un) les oordonnées de u dans la base B, alors 〈u, ek〉 =
n
∑

i=1

〈uiei, ek〉 =

ui (tous les produits salaire de la somme sont nuls, sauf elui ave ei qui vaut ui, par dé�nition de

e qu'est une base orthonormale).

Proposition 4. Si B est une base orthonormale de E, le produit salaire des veteurs

u = (u1, . . . , un) et v = (v1, . . . , vn) peut se aluler par la formule u · v =

n
∑

i=1

uivi, où les

réels ui et vi sont les ooordonnées des deux veteurs dans la base B. Par onséquene,

‖u‖2 =
n
∑

i=1

u2i .

Démonstration. On utilise à nouveau très simplement la bilinéarité : u · v =
(

∑

i = 1nuiei

)

·




n
∑

j=1

vjej



 =
n
∑

i,j=1

uivj(ei · ej) =
n
∑

i=1

uivi.
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2.2 Orthonormalisation de Gram-Shmidt.

Le but de e paragraphe est très simple : proposer une onstrution expliite permettant de

transformer n'importe quelle base d'une espae vetoriel eulidien en base orthonormale (on parlera

plut�t de base orthonormée dans e as). Pour ela, on va s'appuyer sur le prinipe suivant : il su�t

de � redresser � un veteur pour le rendre orthogonal à tous les veteurs d'une famille.

Proposition 5. Si la famille (e1, . . . , ek) est orthonormale, et u ∈ E, alors le veteur

u−
k
∑

i=1

〈u, ek〉ek est orthogonal à tous les veteurs e1, e2, . . ., ek.

Sur la �gure i-dessous, la famille (i, j) est orthonormale, et le veteur v = u − 〈u, i〉i − 〈u, j〉j est

orthogonal à la fois à i et à j. Les veteurs 〈u, i〉i et 〈u, j〉j sont indiqués ave une �èhe (e sont les
deux veteurs olinéaires à i et j).

ji

u

v

Démonstration. C'est enore une fois un alul immédiat :

〈

u−
k
∑

i=1

〈u, ek〉ek, ej
〉

= 〈u, ej〉−
k
∑

i=1

〈u, ei〉〈ei, ej〉 =

〈u, ej〉 − 〈u, ej〉 = 0.
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Théorème 2. Proédé d'orthonormalisation de Gram-Shmidt.

Soit (u1, u2, . . . , un) une base d'un espae vetoriel eulidien E, on peut alors onstruire

une base orthonormale (e1, . . . , en) de E en proédant de la façon suivante :

• on pose e1 =
u1

‖u1‖
• on alule u′2 = u2 − 〈u2, e1〉e1, puis on pose e2 =

u′2
‖u′

2
‖

• plus généralement, pour tout entier k 6 n, en supposant avoir déjà onstruit les

veteurs (e1, . . . , ek−1), on alule u′k = uk −
k−1
∑

i=1

〈uk, ei〉ei, puis on normalise le

veteur en posant ek =
u′k
‖u′k‖

.

De plus, on aura, ∀k ∈ {1, 2, . . . , n}, Vect(e1, . . . , ek) = Vect(u1, . . . , uk).

Démonstration. C'est en fait à peu près trivial en utilisant la propriété préédente. On démontre par

réurrene sur k que la famille (e1, . . . , ek) est toujours libre, orthonormale, et véri�e Vect(e1, . . . , ek) =
Vect(u1, . . . , uk). C'est évident pour k = 1 (on a simplement transformé u1 en veteur unitaire en

le divisant par sa norme), et si on le suppose au rang k, alors par onstrution ek+1 est normé, et

orhogonal à tous les veteurs onstruits préédemment, don la famille est bien orthonormale. De

plus, ek ne peut pas appartenir à Vect(e1, . . . , ek−1) sinon e serait aussi le as de uk (qui ne di�ère

de ek que par un élément appartenant justement à Vect(e1, . . . , ek−1)), e qui ontredirait la liberté

de la famille initiale puisque par hypothèse de réurrene Vect(e1, . . . , ek−1) = Vect(u1, . . . , uk−1).
La famille (e1, . . . , ek) est don toujours une famille libre, et uk ∈ Vect(e1, . . . , ek) (par dé�nition de

u′k puis de ek), don Vect(e1, . . . , ek) = Vect(u1, . . . , uk) (il ontient tous les veteurs u1, . . . , uk et

est de dimension k). À la �n de la onstrution, on a don bien obtenu une famille orthonormale de

n veteurs qui est libre, 'est une base orthonormale de E.

Corollaire 2. Il existe des bases orthonormales dans tout espae eulidien E. De plus, on

peut ompléter toute famille orthonormale de E en une base orthonormale de E (théorème

de la base orthonormale inomplète).

Démonstration. Il su�t d'appliquer le proédé de Gram-Shmidt à une base quelonque de E (tout

ev de dimension �nie admet des bases). Pour ompléter une famille orthonormale en base, on la

omplète en base, puis on applique enore une fois Gram-Shmidt : le proédé laissera intat les

premiers veteurs de la base qui onstituaient une famille orthonormale.

Exemple : Il est absolument essentiel de savoir appliquer l'agorithme de Gram-Shmidt en pratique.

Si vous avez bien ompris la �gure faite un peu plus haut, les formules à appliquer doivent en fait

vous paraître naturelles. Reprenons l'exemple de E = R3[X], muni du produit salaire P · Q =
∫

1

0

P (t)Q(t) dt, et appliquons le proédé de Gram-Shmidt à la base anonique pour obtenir une

base orthonormale de E pour e produit salaire :

• On ommene par normer le premier veteur de la base anonique : ‖1‖ =

√

∫

1

0

1 dt = 1,

don il n'y a rien à faire, on pose e1 = 1.
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• On alule ensuite X · 1 =

∫

1

0

t dt =
1

2
, puis on pose u′2 = X − 1

2
. Il reste à aluler

∥

∥

∥

∥

X − 1

2

∥

∥

∥

∥

2

=

∫

1

0

(

t− 1

2

)2

dt =

∫

1

0

t2 − t+ 1

4
dt =

1

3
− 1

2
+

1

4
=

1

12
(on a alulé le arré de

la norme pour éviter de trainer des raines arrées dans les aluls, e qu'on fera aussi pour

les aluls de normes suivants), puis à poser e2 =
X − 1

2

1√
12

= 2
√
3X −

√
3.

• On alule ensuite X2 · 1 =

∫

1

0

t2 dt =
1

3
, et ('est moins agréable) X2 · (2

√
3X −

√
3) =

∫

1

0

2
√
3t3 −

√
3t2 dt =

√
3

2
−
√
3

3
=

√
3

6
, puis on pose u′3 = X2 − 1

3
−
√
3

6
(2
√
3X −

√
3) =

X2−X+
1

6
. Reste à nouveau à aluler la norme :

∥

∥

∥

∥

X2 −X +
1

6

∥

∥

∥

∥

2

=

∫

1

0

(

t2 − t+ 1

6

)2

dt =
∫

1

0

t4 − 2t3 +
4

3
t2 − 1

3
t+

1

36
dt =

1

5
− 1

2
+

4

9
− 1

6
+

1

36
=

36− 90 + 80− 30 + 5

180
=

1

180
. On

posera don e3 =
√
180

(

X2 −X +
1

6

)

= 6
√
5X2 − 6

√
5X +

√
5.

• Normalement, vous devriez déjà vous être enfuis en antiipant que le dernier alul va être

immonde. Je vous rassure tout de suite : oui, e sera le as. Calulons don X3 · 1 =
∫

1

0

t3 dt =
1

4
, X3 · (2

√
3X −

√
3) =

∫

1

0

2
√
3t4 −

√
3t3 dt =

2
√
3

5
−
√
3

4
=

3
√
3

20
, et en�n

X3 · (6
√
5X2 − 6

√
5X +

√
5) =

∫

1

0

6
√
5t5 − 6

√
5t4 +

√
5t3 dt =

√
5 − 6

√
5

5
+

√
5

4
=

√
5

20
.

Il est temps de poser u′4 = X3 − 1

4
− 3
√
3

20
(2
√
3X −

√
3) −

√
5

20
(6
√
5X2 − 6

√
5X +

√
5) =

X3 − 3

2
X2 +

3

5
X − 1

20
. Allez, un dernier e�ort à fournir pour aluler la norme de ette

horreur : ‖u′4‖2 =

∫

1

0

(

t3 − 3

2
t2 +

3

5
t− 1

20

)2

dt =

∫

1

0

t6 − 3t5 +
69

20
t4 − 19

10
t3 +

51

100
t2 −

3

50
t +

1

400
dt =

1

2 800
. Oui, je vous ai épargné une partie du détail ar je n'ai tout sim-

plement pas �ni le alul à la main, 'est trop horrible. Conluons quand même en posant

e4 =
√
2 800

(

X3 − 3

2
X2 +

3

5
X − 1

20

)

= 20
√
7X3 − 30

√
7X2 + 12

√
7X −

√
7.

On onlut bien sûr brillament que la base (e1, e2, e3, e4) est bel et bien orthonormale pour notre

produit salaire. Ce alul aura au moins servi à démontrer une hose : en pratique, un produit

salaire en apparene bien gentillet peut donner des bases orthonormales extrêmement laides. On

appliquera de fait très rarement Gram-Shmidt en dimension supérieure à 3 ou 4, sauf as partiuliers
de produits salaires donnant des résultats très maniables.

2.3 Supplémentaires orthogonaux.

Dé�nition 6. Soit E un espae préhilbertien et F ⊂ E, on appelle orthogonal de F , et on note

F⊥
, l'ensemble F⊥ = {u ∈ E | ∀v ∈ F, u · v = 0}.

Exemples : même si e n'est pas expliitement imposé, on alulera quasiment exlusivement les

orthogonaux de sous-espaes vetoriels de E. Comme le veteur nul est le seul veteur orthogonal à

tous les veteurs d'un espae préhilbertien (il est le seul veteur à être orthogonal à lui-même), on a

E⊥ = {0}, et � réiproquement � {0}⊥ = E.

Dans R
3
muni du produit salaire anonique, en notant F = {(1, 1, 1)}, on onstate que F⊥ =

{(x, y, z) ∈ R
3 | x + y + z = 0}. On onstate ii que l'orthogonal d'un veteur (ou de la droite

engendrée par e veteur, on obtiendra le même ensemble) est un plan dérit par une équation
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artésienne dont les oe�ients sont les oordonnées du veteur. On dit plut�t en géométrie que

le veteur est un veteur normal au plan. La onstatation se généralise en fait : si u ∈ E a pour

ooordonnées (u1, u2, . . . , un) dans une base orthonormale de E (qu'on suppose don ii eulidien),

alors {u} ⊥ est un hyperplan de E dérit par l'équation artésienne

n
∑

i=1

uixi = 0 (et on dira, omme

dans l'espae, que u est un veteur normal de l'hyperplan en question).

Dans R3[X], on déide de se munir du produit salaire suivant : P · Q = P (0)Q(0) + P (1)Q(1) +
P (2)Q(2) + P (3)Q(3) (démonstration du fait qu'il s'agit d'un produit salaire laissée en exerie),

et on souhaite déterminer (R1[X])⊥. Par bilinéarité du produit salaire, un polyn�me est orhogonal

à Vect(1,X) si et seulement si il est orthogonal à 1 et à X (plus généralement, un veteur sera

orthogonal à un sous-espae vetoriel de E si et seulement s'il est orthogonal à tous les veteurs

d'une famille génératrie de e sous-espae). Soit don P = aX3 + bX2 + cX + d, P · 1 = P (0) +
P (1) +P (2) +P (3) = 36a+14b+6c+4d, et P ·X = P (1) + 2P (2) + 3P (3) = 98a+36b+14c+6d.
Notre orthogonal est don onstitué des polyn�mes véri�ant 36a + 14b + 6c + 4d = 98a + 36b +

14c + 6d = 0. En multipliant la première équation par

3

2
avant de la soustraire à la seonde, on

trouve 45a+15b+5c = 0, soit c = −9a− 3b. On peut alors reporter dans notre première équation :

36a + 14b − 54a − 18b + 4d = 0, don 4d = 18a + 4b, ou enore d =
9

2
a+ b. Finalement on obtient

(R1[X])⊥ = Vect

(

X3 − 9X +
9

2
,X2 − 3X + 1

)

.

Proposition 6. Propriétés de l'orthogonal.

• F⊥
est toujours un sous-espae vetoriel de E.

• si F est un sous-espae vetoriel de E, alors F et F⊥
sont en somme direte.

• si F est un sous-espae vetoriel de dimension �nie de E, alors F⊥
est un supplé-

mentaire de F , appelé supplémentaire orthogonal de F .

• F ⊂ F⊥⊥
, ave égalité dans le as où F est un sous-espae vetoriel de dimension

�nie de E.

Démonstration. La bilinéarité du produit salaire fait que F⊥
est naturellement stable par ombi-

naisons linéaires, et don qu'il s'agit d'un sous-espae vetoriel de E (il ontient toujours le veteur

nul). Supposons maintenant que F est lui-même un sous-espae vetoriel, et que u ∈ F ∩ F⊥
. Alors

u doit en partiulier véri�er u · u = 0, e qui implique u = 0. F et son orthogonal sont don bien en

somme direte. Passons au as de la dimension �nie pour F . On sait déjà que F ∩ F⊥ = {0}, reste
à prouver que F + F⊥ = E. Soit don u ∈ E, on a vu plus haut que, si (e1, . . . , ek) était une base

orthonormale de F (et il en existe toujours), le veteur v = u−
k
∑

i=1

(u ·ek)ek était orhogonal à tous les

veteurs de la famille (e1, . . . , ek). Par linéarité, on en déduit que v ∈ F ⊥. Comme

k
∑

i=1

(u · ek)ek ∈ F

par onstrution, on a bien u ∈ F + F⊥
, e qui prouve la supplémentarité des deux sous-espaes.

L'inlusion F ⊂ F⊥⊥
est omplètement triviale. Dans le as où F est de dimension �nie, la supplé-

mentarité prouvée plus haut montre que tout veteur peut s'érire sous la forme u = f1 + f2, ave

f1 ∈ F et f2 ∈ F⊥
. Supposons u ∈ F⊥⊥

, alors u ⊥ f2, don (f1 · f2) + (f2 · f2) = 0. Mais f1 · f2 = 0
par dé�nition de f2, don (f2 · f2) = 0, e qui impose f2 = 0 et don u ∈ F .

Exemples : On se plae dans E = {f : [0, 1]→ R ontinues}, muni du produit salaire intégral déjà

roisé f · g =

∫

1

0

f(t)g(t) dt, et on pose F = {f ∈ E | f(0) = 0}. Cet ensemble est un sous-espae
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vetoriel de E distint de E tout entier ('est même un hyperplan). Pourtant, on peut onstater

que F⊥ = {0}. En e�et, soit f ∈ F⊥
, posons g(t) = tf(t), alors g(0) = 0, don f · g = 0. Or,

f · g =

∫

1

0

tf2(t) dt, intégrale d'une fontion positive qui ne peut don s'annuler que si tf2(t) = 0

sur tout l'intervalle [0, 1]. Cela implique que f soit nulle sur ]0, 1], et don aussi en 0 par ontinuité.

Seule la fontion nulle appartient don à F⊥
.

Un autre exemple extrêmement lassique : pour le produit salaire anonique surMn(R), les sous-
espaes Sn(R) et An(R) sont supplémentaires orthogonaux. Soient en e�et A une matrie symétrique

et B une matrie antisymétrique, alors A · B = Tr(A⊤B) = Tr(AB), mais B · A = Tr(B⊤A) =
Tr(−BA) = −Tr(BA). Or, on sait que Tr(AB) = Tr(BA), don la symétrie du produit salaire

impose Tr(AB) − Tr(AB), don A · B = 0. Ce alul prouve que (Sn(R)) ⊂ (An(R))
⊥
, et un

raisonnement sur les dimensions permet alors de onlure.

3 Projetions et symétries orthogonales.

Dé�nition 7. Soit E un espae préhilbertien et F un sous-espae vetoriel de dimension �nie de

E. La projetion orthogonale sur F est la projetion sur F parallèlement à F⊥
, la symétrie

orthogonale par rapport à F est la symétrie par rapport à F parallèlement à F⊥
.

Proposition 7. Si (e1, . . . , ek) est une base orthonormale de F , alors le projeté orthogonal

de u sur F est égal à

k
∑

i=1

〈u, ek〉ek.

Démonstration. C'est une onséquene immédiate du alul e�etué plus haut pour prouver que

F + F⊥ = E dans le as d'un sev de dimension �nie.

Remarque 5. Attention, le fait que la base soit orthonormale est essentiel. Si on ne dispose que d'une

base quelonque de F , on aura deux possibilités pour aluler les projetions orthogonales sur F :

orthonormaliser la base à l'aide du proédé de Gram-Shmidt pour pouvoir appliquer la proposition,

ou revenir tout simplement à la dé�nition du projeté orthogonal pour s'en sortir sans. Par dé�nition,

en notant v le projeté reherhé du veteur u, on doit avoir v ∈ F et u − v ∈ F⊥
, e qui fournit

su�samment d'informations pour avoir un système à résoudre.

Exemple : On se plae dans l'espae E des fontions ontinues sur [0, 2π], muni lassiquement du

produit salaire intégrale f · g =

∫

2π

0

f(t)g(t) dt. On pose dans et espae f(t) = t et on souhaite

aluler le projeté orthogonal de f sur le sous-espae vetoriel F de E engendré par les fontions cos
et sin (qui est ertainement de dimension �nie). La base (cos, sin) n'est pas une base orthonormale de

F puisque ‖ cos ‖ =
√

∫

2π

0

cos2(t) dt =

√

∫

2π

0

cos(2t) + 1

2
dt =

√

[

sin(2t)

2
+
t

2

]2π

0

=
√
π. Comme

∫

2π

0

cos2(t) + sin2(t) dt =

∫

2π

0

1 dt = 2π, on en déduit failement que ‖ sin ‖ =
√
π également.

Par ontre, la famille (cos, sin) est bien orthogonale puisque

∫

2π

0

cos(t) sin(t) dt =

∫

2π

0

sin(2t)

2
dt =

[

−cos(2t)

4

]2π

0

= 0. Le alul d'une base orthonormale de F est alors assez rapide puisqu'il su�t de

normer les fontions sin et cos et qu'on a déjà tous les éléments pour le faire. Mais on va plut�t,

volontairement, passer par la dé�nition. Notons g le projeté orthogonal de f sur F . Par dé�nition,
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g ∈ F don g = a cos+b sin. De plus, f − g doit être orthogonale aux deux fontions cos et sin, e

qui impose g · cos = (a cos +b sin) · cos = aπ = f ˙cos =

∫

2π

0

t cos(t) dt = [t sin(t)]2π0 −
∫

2π

0

sin(t) dt =

0 − [− cos(t)]2π0 = 0 (on a e�etué une IPP pour le alul de ette dernière intégrale). Autrement

dit a = 0. On e�etue un alul similaire ave le sinus : g · sin = (b sin) · sin = bπ = f ˙sin =
∫

2π

0

t sin(t) dt = [−t cos(t)]2π0 +

∫

2π

0

cos(t) dt = −2π. En déoule b = −2, et le projeté reherhé est
don dé�ni par g(t) = −2 sin(t).
Remarque 6. Si p est la projetion orthogonale sur un sous-espae F , alors idE −p est la projetion

orthogonale sur F⊥
.

Dé�nition 8. Une symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan de E (ii supposé eulidien)

est appelée ré�exion. En notant a un veteur normal unitaire de l'hyperplan, ette ré�exion a

pour expression u 7→ u − 2〈u, a〉a, et la projetion orthogonale orrespondante a pour expression

u 7→ u− 〈u, a〉a.

Démonstration. C'est une onséquene des propriétés et remarques préédentes : le projeté orthogo-

nal de u sur H⊥
est égal à 〈u, q〉a, puisque a onstitue à lui tout seul une base orthonormale de H⊥

.

La propriété en déoule.

Dé�nition 9. Soit E un espae préhilbertien et A un sous-ensemble quelonque (non vide) de E.

Pour tout veteur u ∈ E, on appelle distane de u à A le réel positif d(u,A) = infy∈A d(x, y) =
infy∈A ‖x− y‖.

Proposition 8. Si F est un sous-espae vetoriel de dimension �nie de E, et p(u) le projeté
orthogonal de u sur F , alors d(u, F ) = ‖u− p(u)‖, et e minimum est atteint uniquement

pour le projeté orthogonal. De plus, d(u, F )2 = ‖u‖2 − ‖p(u)‖2.

u

p(u)

u−p(u)

y

y−u

F

F
_|

Démonstration. C'est une onséquene direte du théorème de Pythagore : si y ∈ F (f illustration

i-dessus), alors ‖y− u‖2 = ‖u− p(u)‖2 + ‖p(u)− y‖2, e qui prouve que ‖y− u‖ > ‖u− p(u)‖, ave
égalité si et seulement si y = p(u).
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Exemple : le résultat préédent est fondamental ar il permet de aluler failement des distanes

à des sous-espaes vetoriels (il su�t de savoir projeter). Or, il y a énormément de aluls en mathé-

matiques qu'on peut interpréter omme de tels aluls de distanes, y ompris dans des domaines

a priori assez éloignés des mathématiques. On herhe par exemple à déterminer les réels a et b

pour lesquels l'intégrale I =

∫

2π

0

(t − a cos(t) − b sin(t))2 dt est minimale, ainsi que la valeur de

ette intégrale. Il s'agit exatement de aluler la distane de la fontion identité à l'espae vetoriel

de dimension �nie F = Vect(cos, sin) pour le produit salaire f · g =

∫

2π

0

f(t)g(t) dt déjà utilisé

dans notre exemple préédent. On a déjà alulé le projeté orthogonal orrespondant, qui nous as-

sure que le minimum reherhé est atteint pour a = 0 et b = −2. Il ne reste plus qu'à aluler

‖ id ‖2 − ‖ − 2 sin ‖2 =
∫

2π

0

t2 dt−
∫

2π

0

4 sin2(t) dt =
8π3

3
−
∫

2π

0

2− 2 cos(2t) dt =
8π3

3
− 4π.

4 Isométries d'un espae eulidien.

Cette dernière partie de ours est tehniquement hors programme depuis que nos hers déideurs

ont déidé de vraiment supprimer tout e qui ressemblait trop à de la géométrie des programmes

de première année. Cette étude permet toutefois de bien mieux omprendre l'intérêt de toutes les

onstrutions faites dans e hapitre en se penhant sur les appliations linéaires � naturellement

intéressantes � dans un espae eulidien : elles qui onservent produit salaire et norme. Dans toute

ette partie, E désignera don un espae vetoriel eulidien, hypothèse qui ne sera pas rappelée par

la suite.

4.1 Endomorphismes orthogonaux.

Dé�nition 10. Un endomorphisme f ∈ L(E) est appelé endomorphisme orthogonal ou isomé-

trie si ∀(u, v) ∈ E2
, f(u) · f(v) = u · v. On note O(E) l'ensemble des isométries de E.

Remarque 7. Un endomorphisme est don orthogonal s'il onserve le produit salaire, e qui est

une ondition naturelle. Attention tout de même au voabulaire, une symétrie orthogonale est un

endomorphisme orthogonal, mais pas une projetion orthogonale !

Proposition 9. Un endomorphisme est orthogonal si et seulement s'il onserve la norme :

∀u ∈ E, ‖f(u)‖ = ‖u‖.

Démonstration. En e�et, si f est orthogonale, on aura toujours f(u) · f(u) = u · u, don ‖f(u)‖2 =
‖u‖2. La réiproque déoule de l'identité de polarisation. Cette propriété explique le terme d'isomé-

trie, e sont des appliations qui onservent les longueurs. On retrouve bien entendu la dé�nition

lassique des isométries dans le plan par exemple, que nous avions eu le bonheur d'étudier dans le

hapitre onsaré aux nombres omplexes. Il n'existe pas d'isométries qui ne soient pas des applia-

tions linéaires dans E (exerie laissé au leteur très motivé, e n'est pas trivial), la restrition aux

appliations linéaires n'en est don pas vraiment une.

Proposition 10. Un endomorphisme orthogonal est néessairement bijetif. Plus préisé-

ment, O(E) est un sous-groupe de GL(E).
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Démonstration. Pour un endomorphisme d'un espae vetoriel de dimension �nie, être bijetif ou

injetif est équivalent. Or, si f(u) = 0, d'après la propriété préédente, on aura ‖u‖ = 0, don u = 0,
e qui prouve l'injetivité et don la bijetivité de f . De plus, la omposée de deux endomorphismes

onservant la norme onserve trivialement la norme, et de même pour la réiproque, e qui prouve

que O(E) est bien un sous-groupe de GL(E).

Proposition 11. Un endomorphisme f est orthogonal si et seulement s'il véri�e, au hoix,

l'une des deux onditions suivantes :

• L'image par f de toute base orthonormale de E est une base orthonormale.

• L'image par f d'une base orthonormale �xée de E est une base orthonormale.

Démonstration. Le fait que es onditions soient néessaire est évident : puisqu'une isométrie onserve

à la fois les normes et les produits salaires, l'image d'une base orthonormale par une isométrie sera

toujours une base orthonormale. La réiproque déoule de l'expression du prosuit salaire dans une

base orthonormale vue plus haut dans e ours (et de la bilinéarité du produit salaire), il su�t de

déomposer les veteurs u et v dans la base orthonormale qui a une image orthonormale par f , et de

déomposer f(u) et f(v) dans ette même image, pour obtenir le résultat (je vous épargne le alul,

les démonstrations seront réduites au strit minimum dans ette partie de ours faultative).

Dé�nition 11. Une matrie A ∈ Mn(R) est orthogonale si elle est la matrie représentative

d'un endomorphisme orthogonal f dans la base anonique (ou dans toute base orthonormale) de

R
n
(ou d'un espae eulidien E de dimension n). On note On(R) l'ensemble de toutes les matries

orthogonales.

Proposition 12. A ∈ On(R)⇔ A⊤A = In.

Démonstration. Supposons que A⊤A = In, et notons f l'endormorphisme représenté par A dans une

base (e1, e2, . . . , en) orthonormale (la base anonique onvient très bien). Dire que A⊤A = In signi�e

deux hoses : pour haque olonne de A, la somme des arrés des éléments de la olonne est égale à

1 ('est le alul qu'on fait pour obtenir (A⊤A)ii), e qui revient à dire que f(ei) est un veteur de

norme 1 , et si on e�etue le alul

n
∑

k=1

aikajk pour i 6= j, on obtient 0, e qui revient ette fois-i à

dire que f(ei) et f(ej) sont orthogonaux. Autrement dit, l'image de notre base orthonormale est une

base orthonormale, don f est orthogonal. La réiproque se fait exatement de la même façon.

Remarque 8. Attention dans la dé�nition des matries orthogonales à ne pas oublier qu'on doit

se plaer dans une base orthonormale. Dans une base quelonque, la matrie d'une appliation

orthogonale peut ressembler à n'importe quoi (d'inversible tout de même puisque f est bijetive).

Au passage, notre dernière propriété on�rme que A est une matrie inversible, et même que son

inverse est égale à sa transposée.

Exemple : La matrie A =
1

9





8 −1 −4
−1 8 −4
4 4 7





est une matrie orthogonale. Pour le véri�er, on

peut évidement aluler A⊤A, mais on peut aussi utiliser le petit tru suivant : on véri�e que les

olonnes � sont de norme 1 � et � orthogonales entre elles � omme expliqué dans la démonstration
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i-dessus. Ii,

1

9
‖(8,−1, 4)‖ =

1

9

√
64 + 1 + 16 = 1 et de même pour les deux autres olonnes, et

(8,−1, 4) · (−1, 8, 4) = −8 − 8 + 16 = 0, et de même pour les deux autres produits salaires de

olonnes.

Proposition 13. Une matrie A est orthogonale si et seulement si ses veteurs-olonnes

forment une base orthonormale de E. De même pour les veteurs-lignes.

Démonstration. On vient de voir que 'est une autre façon de dire exatement la même hose que

dans la proposition préédente. Si ça marhe pour les olonnes, ça marhe pour les lignes, ar A est

orthogonale si et seulement si A⊤
l'est (ela déoule de l'égalité A⊤A = In).

Proposition 14. La matrie de passage entre deux bases orthonormales est une matrie

orthogonale.

Démonstration. En e�et, si B et B′ sont deux bases orthonormales de E, il existe une appliation

f ∈ L(E) envoyant B sur B′, et sa matrie dans la base B est exatement la matrie de passage

reherhée. Comme f est orthogonale (elle transforme par dé�nition une base orthonormale en une

autre base orthonormale), notre matrie de passage l'est aussi.

Proposition 15. Si A ∈ On(R), alors det(A) = ±1.

Démonstration. On sait que A⊤A = In, et que det(A⊤) = det(A), don det(A)2 = det(In) = 1, la
propriété en déoule.

Dé�nition 12. L'ensemble des matries orthogonales de déterminant 1 est noté SOn(R) (groupe
spéial orthogonal) ou O+

n (R), l'ensemble de elles de déterminant −1 est noté O−
n (R) (non, n'insistez

pas, il n'y a pas d'équivalent à la notation SOn(R) dans e as-là).

Dé�nition 13. Une isométrie est direte si sa matrie dans une base orthonormale appartient à

SOn(R), elle est indirete sinon.

Remarque 9. Ces dé�nitions et notations ont bien sûr un lien ave la notion d'orientation de l'espae

évoquées dans le hapitre sur les déterminants. Une isométrie direte est une isométrie qui transforme

toute base orthonormale en une base de même orientation, et 'est le ontraire pour une isométrie

indirete. En partiulier, ave l'orientation anonique, une isométrie f est direte (ou indirete) si et

seulement l'image de la base anonique par f est une base orthonormale direte (ou indirete).

4.2 Isométries du plan.

Théorème 3. Toute matrie A ∈ SO2(R) peut s'érire sous la forme A =
(

cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)

, où θ ∈ R. L'appliation f ayant pour matrie A dans n'importe

quelle base orthonormale est appelée rotation d'angle θ.
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Démonstration. Soit A =

(

a b

c d

)

∈ SO2(R). On peut traduire l'égalité A⊤A = I2 par le système

d'équations suivant :







a2 + b2 = 1
ac + bd = 0
c2 + d2 = 1

(deux des équations obtenues sont identiques). On a de

plus la ondition det(A) = ad−bc = 1. La dernière équation signi�e que le point de oordonnées (c, d)
dans le plan appartient au erle trigonométrique (il est à une distane 1 de l'origine), e qui permet

de poser c = cos(θ) et d = sin(θ), pour un ertain réel θ. De même, la première équation permet de

poser a = cos(α) et b = sin(α). La deuxième ondition devient alors cos(α) cos(θ)+sin(α) sin(θ) = 0,
soit cos(α − θ) = 0, et elle sur le déterminant donne de même sin(θ − α) = 1. Autrement dit, on

aura α = θ +
π

2
[2π], et don cos(α) = cos(θ) et sin(α) = − sin(θ), e qui donne bien la matrie

annonée.

Remarque 10. L'appliation n'est évidemment pas appelée rotation par hasard : il s'agit bel et bien

d'une rotation d'angle θ autour de l'origine. On vient en fait de prouver que les seules isométries di-

retes dans R
2
sont les rotations (on parle ii d'isométries vetorielles, qui doivent laisser �xe l'origine

O, e qui explique l'absene des translations). La matrie d'une rotation dans le plan est indépen-

dante de la base orthonormale hoisie. Bien évidemment, dans une base qui n'est pas orthonormale,

la matrie peut hanger.

Dé�nition 14. Un retournement est une rotation plane d'angle θ = π.

Remarque 11. C'est e que vous avez appelé pendant des années une symétrie entrale, terme que

nous n'utiliserons plus jamais même si l'appliation f est de fait dans e as une symétrie (on obtient

l'identité si on la ompose ave elle-même).

Théorème 4. Toute matrie A ∈ O−
2
(R) peut s'érire sous la forme A =

(

cos(θ) sin(θ)
sin(θ) − cos(θ)

)

. L'appliation u ayant pour matrie A dans une base orthonormale

est une ré�exion.

Démonstration. La preuve que la matrie peut se mettre sous ette forme est identique à elle vue

pour les isométries diretes, à un hangement de signe près à un endroit, nous nous épargnerons les

aluls. Il est faile de onstater que u est une symétrie (néessairement orthogonale) en alulant

A2 =

(

cos2(θ) + sin2(θ) 0
0 sin2(θ) + cos2(θ)

)

= I2. C'est néessairement une symétrie par rapport

à une droite vetorielle, don une ré�exion. En e�et, si le sous-espae par rapport auquel on symétrise

n'est pas une droite, il s'agit soit de {0} et alors u = − id, soit de R
2
et u = id. Dans les deux as,

u ne serait pas une isométrie indirete.

Remarque 12. Dans le as des ré�exions, la matrie de u n'est pas du tout la même dans toutes les

bases orthonormales. Par ailleurs, l'angle θ est beauoup moins faile à interpréter géométriquement

que dans le as d'une rotation.

Remarque 13. Toute rotation dans le plan peut s'érire omme omposée de deux ré�exions. En e�et,

(

cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)

=

(

1 0
0 −1

)

×
(

cos(−θ) sin(−θ)
sin(−θ) − cos(−θ)

)

.
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4.3 Isométries de l'espae.

Dé�nition 15. Tout élément de SO3(R) est appelé matrie de rotation dans l'espae.

Théorème 5. Soit f une isométrie direte de l'espae, alors F = ker(f − id) est de

dimension 1. Si (v,w) est une base orthonormale du plan orthogonal à F , alors la matrie

de f dans la base orthonormale (v,w, v ∧ w) est A =





cos(θ) − sin(θ) 0
sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1





.

Dé�nition 16. Une isométrie direte ayant pour matrie A dans une base orthonormale est appelée

rotation d'axe dirigé par v ∧ w et d'angle θ.

Remarque 14. Une rotation spatiale reste assez faile à visualiser : l'axe ne bouge pas, et le plan

orthogonal à l'axe subit une rotation d'angle θ (autrement dit, on tourne d'un angle θ autour de

l'axe). Voir le shéma plus bas. Notons quand même que la dé�nition est un peu douteuse, ar l'angle

de la rotation dépend du veteur hoisi pour diriger l'axe. En e�et, si on prend le veteur opposé,

l'angle va être également hangé en son opposé.

Proposition 16. La omposée de deux rotations dans l'espae est une rotation.

Démonstration. En e�et, omme dans le plan, la omposée reste une isométrie direte, don une

rotation. Mais pour le oup, ça n'a rien de géométriquement évident (et en partiulier, l'angle de la

rotation omposée n'est pas évident à déterminer à partir de eux des deux rotations).

Proposition 17. Soit f la rotation d'axe F = Vect(a), ave a unitaire, et d'angle θ, alors

∀u ∈ R
3
, f(u) = cos(θ)u+ sin(θ)a ∧ u+ (1− cos(θ))(a · u)a.

Remarque 15. Dans le as partiulier où u appartient au plan orthogonal à F , on trouve plus

simplement f(u) = cos(θ)u + sin(θ)(a ∧ u), on peut don retrouver failement l'angle de la rota-

tion, quasiment omme dans le as d'une rotation plane, à l'aide des relations u · f(u) = cos(θ) et
det(u, f(u), a) = sin(θ) (en hoisissant un veteur u unitaire). Sur la �gure i-dessous, l'axe de la

rotation est en rouge, le plan orthogonal en marron, le veteur noté z est y ∧ a.
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z

yf(y)

xf(x)

(a.x)a

Démonstration. La projetion de u sur l'axe de la rotation est simplement donnée par (a·u)a. Posons
y = u− (au̇)a, alors (y, y ∧ a) est une base orthogonale direte du plan orthogonal à F onstituée de

deux veteurs de même norme. De plus, y∧a = (u−(a·u)a)∧a = u∧a puisque a∧a = 0. On en déduit

que f(y) = cos(θ)y−sin(θ)(u∧a), don f(u) = f(y+(a·u)a) = cos(θ)y+sin(θ)(a∧u)+(a·u)a (puisque
a est laissé �xe par la rotation). Autrement dit, f(u) = cos(θ)u−cos(θ)(a·u)a+sin(θ)(a∧u)+(a·u)a,
e qui est bien la formule donnée.

Exemple : Soit f l'endomorphisme de R
3
représenté dans la base anonique par la matrie M =

1

3





2 2 1
−2 1 2
1 −2 2





. La matrie est orthogonale puisque

1

3
‖(2, 2, 1)‖ = 1

3

√
4 + 4 + 1 = 1,

1

3
‖(−2, 1, 2)‖ =

1,
1

3
‖(1,−2, 2)‖ = 1, (2, 2, 1) · (−2, 1, 2) = −4 + 2 + 2 = 0, (2, 2, 1) · (1,−2, 2) = 0 et (−2, 1, 2) ·

(1,−2, 2) = 0. Il s'agit don de la matrie d'une isométrie.

On alule ensuite le déterminant pour déterminer si l'isométrie est direte (dans le alul qui

suit, on e�etue l'opération L3 ← L3 − L2 puis on développe par rapport à la dernière ligne) :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2 1
−2 1 2
1 −2 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2 1
−2 1 2
3 −3 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3 ×
∣

∣

∣

∣

2 1
1 2

∣

∣

∣

∣

+ 3 ×
∣

∣

∣

∣

2 1
−2 2

∣

∣

∣

∣

= 3 × 3 + 3 × 6 = 27, don

det(A) =
1

33
× 27 = 1. Il s'agit d'une isométrie direte, don d'une rotation.

On herhe ensuite l'axe de la rotation, en déterminant simplement ker(f − id). Quitte à tout mul-

tiplier par 3, on doit résoudre le système







2x + 2y + z = 3x
−2x + y + 2z = 3y
x − 2y + 2z = 3z

. La deuxième équation

donne z = x+ y, et la dernière donne 2y = x− z, soit 2y = −y. Manifestement, ela implique y = 0,
puis z = x. La première équation donne alors 3x = 3x, don ker(f − id) = Vect((1, 0, 1)), qui est
bien une droite F .
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On hoisit maintenant un veteur unitaire v orthogonal à F . Ce n'est pas bien ompliqué ii, il su�t

de prendre v = (0, 1, 0). On peut alors aluler, en notant θ l'angle de la rotation, cos(θ) = v · f(v).
Puisque f(0, 1, 0) =

1

3
(2, 1,−2), on trouve cos(θ) =

1

3
. En posant a =

1√
2
(1, 0, 1) (veteur direteur

unitaire de l'axe), on peut ensuite aluler det(v, f(v), a) =
1

3
√
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 0
2 1 −2
1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= − 1

3
√
2

∣

∣

∣

∣

2 −2
1 1

∣

∣

∣

∣

=

−2
√
2

3
. On en déduit que sin(θ) = −2

√
2

3
, don θ = − arccos

(

1

3

)

. Seul le signe de sin(θ) était

néessaire pour onlure, mais l'avantage de l'avoir alulé expliitement est de pouvoir véri�er que

cos2(θ) + sin2(θ) =
1

9
+

8

9
= 1. On peut en tout as désormais a�rmer que f est la rotation d'axe

Vect((1, 0, 1)) et d'angle − arccos

(

1

3

)

.

Remarque 16. Un autre moyen de véri�er la ohérente des aluls est d'utiliser la trae de la matrie.

En e�et, elle-i est invariante par hangement de base, don est égale à 2 cos(θ) + 1 dans n'importe

quelle base. Ii, on pouvait don aluler dès le départ Tr(A) =
5

3
= 2 cos(θ) + 1, et en déduire que

cos(θ) =
1

3
.

Théorème 6. Si f est une ré�exion dans l'espae, elle a pour matrie dans une base

orthonormale bien hoisie A =





cos(θ) sin(θ) 0
sin(θ) − cos(θ) 0

0 0 1





. De plus, toute isométrie indirete

de l'espae est la omposée d'une rotation (éventuellement égale à id) et d'une ré�exion.

Remarque 17. On peut toujours érire dans l'espae une rotation omme omposée de deux ré�exions

('est exatement le même alul que dans le plan, en ajoutant un 1 en bas à droite de la matrie

et des 0 ailleurs sur la dernière ligne et la dernière olonne). Il existe don trois types d'isométries

vetorielles dans l'espae :

• les ré�exions, qui laissent tout un plan �xe et sont indiretes.

• les omposées de deux ré�exions, qui sont des rotations, laissent une droite �xe et sont diretes.

• les omposées de trois ré�exions ne laissent que le veteur nul invariant et sont indiretes.

Ainsi, dans l'espae, − id est une isométrie indirete qui est une omposée de trois ré�exions (par

exemple par rapport aux trois axes du repère anonique). Ce n'est absolument pas la rotation d'angle

π autour de l'origine, ette appliation n'étant pas une rotation ave la dé�nition que nous avons

prise. Pour les plus urieux, le théorème préédent se généralise en dimension n, où les isométries

peuvent toujours être érites omme omposées d'au plus n ré�exions par rapport à des hyperplans

(et laissant stable un sous-espae vetoriel de dimension n − k, où k est le nombre de ré�exions

omposées pour obtenir l'isométrie).
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