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Exerie 1 (* à **)

Pour simpli�er la présentation des aluls, on présentera en général les aluls de primitives sous

la forme d'intégrales sans borne inférieure. Les aluls seront faits ligne par ligne, et on ne préisera

jamais après avoir donné une intégrale qu'il existe une onstante d'intégration réelle à ajouter à

haque fois :

• Ii, mieux vaut diretement donner F (x) =
1

4(1− 2x)2
, primitive valable sur haun des deux

intervalles de dé�nition de f , à savoir

]

−∞,
1

2

[

et

]

1

2
,+∞

[

.

• On reonnaît ii une fontion de la forme u′u sous l'intégrale : F (x) =

∫ x

cos(t) sin(t) dt =

1

2
sin2(x).

• Le seul espoir onsiste ii à tenter une intégration par parties en posant u(t) = arctan(t)

et v′(t) = 1, don u′(t) =
1

1 + t2
et v(t) = t, e qui donne F (x) =

∫ x

arctan(t) dt =

x arctan(x)−
∫ x t

1 + t2
dt = x arctan(x)− 1

2
ln(1 + x2).

• F (x) =

∫ x 1

ch(t)
dt =

∫

2

et + e−t
dt =

∫

2et

e2t + 1
dt. E�etuons le hangement de variable

u = et (don t = ln(u), e qu'on peut faire sur n'importe quel intervalle), e qui donne du =

etdt, et transforme notre intégrale en F (x) =

∫ t 2

u2 + 1
du = 2arctan(t) = 2 arctan(ex). Les

plus urieux onstateront que d'autres hangements de variables sont possibles, qui donnent de

façon intéressante d'autres expressions de nos primitives. Par exemple, en posant diretement

u = sh(t) dans l'intégrale initiale, du = ch(t)dt, et F (x) =

∫ x ch(t)

ch2(t)
dt =

∫ t 1

1 + u2
du

puisque ch2(t) = 1 + sh2(t). On trouve alors F (x) = arctan(sh(x)), qui est toujours égal à

2 arctan(ex)− π

2
(avouez que ça n'a rien d'évident).

• F (x) =

∫ x

t sin(t) sin2(t) dt =

∫ x

t sin(t)(1−cos2(t)) dt =

∫ x

t sin(t) dt−
∫ x

t sin(t) cos2(t) dt.

Coupons l'intégrale en deux pour alléger un peu la rédation : F1(x) =

∫ x

t sin(t) dt =

−t cos(t) +

∫ x

cos(t) dt = −x cos(x) + sin(x) par intégration par parties faile. Passons au

deuxième moreau, où on va aussi pouvoir faire une IPP en posant u(t) = t et v′(t) =

− sin(t) cos2(t), soit u′(t) = 1 et v(t) =
1

3
cos3(t) (oup de pot, ette primitive !), e qui donne

F2(x) =

∫ x

−t sin(t) cos2(t) =
x

3
cos3(x) −

∫ x 1

3
cos3(t) dt =

x

3
cos3(x) − 1

3

∫ x

cos(t)(1 −

1



sin2(t)) dt =
x

3
cos3(x)− 1

3
sin(x)+

1

3
× 1

3
sin3(x). Finalement, on trouve brillamment F (x) =

x

3
cos3(x)− x cos(x) +

1

9
sin3(x) +

2

3
sin(x). Une autre méthode possible est la linéarisation :

sin(3x) = 3 sin(x)−4 sin3(x), don sin3(x) =
3

4
sin(x)−1

4
sin(3x), on peut ensuite e�etuer une

IPP sur haque moitié (en dérivant le x à haque fois) : F (x) =

∫ x 3

4
t sin(t)− 1

4
t sin(3t) dt =

−3

4
x cos(x) +

3

4

∫ x

cos(t) dt +
1

4

x cos(3x)

3
− 1

12

∫ x

cos(3t) dt = −3

4
x cos(x) +

3

4
sin(x) +

1

4
x cos(3x)− 1

36
sin(3x).

• On ne se fatigue surtout pas, f est à peu près de la forme u′
√
u, qui a une primitive pro-

portionnelle à u
3
2
. Ii, on trouve don diretement F (x) =

1

6
(1 + 2x2)

3
2
(dé�nie sur R tout

omme f ).

• On a vraiment très envie d'e�etuer le hangement de variables u = ln(t), e qui donne

du =
1

t
dt (ça tombe bien,

1

t
se met failement en fateur dans l'intégrale) pour trouver

F (x) =

∫ x 1

t(1 + ln2(t))
dt =

∫ t 1

1 + u2
du = arctan(ln(x)), valable sur R

+∗
(on pouvait

bien sûr remarquer diretement que la fontion f est la dérivée de la fontion obtenue).

• E�etons deux IPP suessives en dérivant à haque fois la fontion hyperbolique et en pri-

mitivant la fontion trigonométrique (on peut bien sûr faire le ontraire, ça marhe pareil) :

F (x) =

∫ x

ch(t) cos(t) dt = ch(x) sin(x)−
∫ x

sh(t) sin(t) dx = ch(x) sin(x) + sh(x) cos(x)−
∫ x

ch(t) cos(t) dx = ch(x) sin(x) + sh(x) cos(x) − F (x). Du oup, 2F (x) = ch(x) sin(x) +

sh(x) cos(x) et F (x) =
1

2
(ch(x) sin(x) + sh(x) cos(x)).

• Une toute petite astue su�t : F (x) =

∫ x 1 + t2 − 1

1 + t2
dt =

∫ x

1− 1

1 + t2
dt = x− arctan(x).

• Ii, on peut au hoix utiliser la même astue que dans le alul préédent (e qui est sous l'in-

tégrale s'érit

√
t+ 1− 1√

t+ 1
, et tout s'intègre diretement), ou bien, pour mieux voir e qui

se passe, e�etuer le petit hangement de variable u = t+1 :

∫ x t√
t+ 1

dt =

∫ t u− 1√
u

du =
∫ t√

u − 1√
u

du =
2

3
t
3
2 − 2

√
t =

2

3
(x − 1)

√
x− 1 − 2

√
x− 1 =

(

2

3
x− 8

3

)√
x− 1. Cette

primitive est valable sur tout l'intervalle ]− 1,+∞[.

• Enore un bon exemple d'IPP astuieuse, en posant u(t) = ln(1 + t2), soit u′(t) =
2t

1 + t2
, et

v′(t) = 1, soit v(t) = t. On trouve F (x) =

∫ x

ln(1 + t2) dt = x ln(1 + x2)−
∫ x 2t2

1 + t2
dx =

x ln(1 + x2) − 2

∫ x

1 − 1

1 + t2
dx = x ln(1 + x2) − 2x + 2arctan(x) (même astue que la

neuvième intégrale de e même exerie pour la �n du alul).

• À part une IPP, on ne voit pas bien quoi faire : posons u(t) = ln(t +
√
t2 − 1), soit u′(t) =

1 + t√
t2−1

t+
√
t2 − 1

=
1√

t2 − 1
, et v′(t) = 1, soit v(t) = t. On trouve alors F (x) =

∫ x

ln(t +

√

t2 − 1) dt = x ln(x+
√

x2 − 1)−
∫ x t√

t2 − 1
dt = x ln(x+

√

x2 − 1)−
√

x2 − 1, primitive

valable sur [1,+∞[.

2



Exerie 2 (* à **)

Le orrigé ontinuera à être rédigé ligne par ligne.

• Un simple hangement de variables t = x + 1 simpli�e énormément le alul : I =

∫ 1

0
(x −

2)(x + 1)5 dx =

∫ 2

1
(t− 3)t5 dt =

∫ 2

1
t6 − 3t5 dt =

[

t7

7
− t6

2

]2

1

=
127

7
− 63

2
= −187

14
.

• Un simple enhaînement d'IPP su�t, en posant u(x) = (ln(x))3, soit u′(x) =
3(ln(x))2

x
,

et v′(x) = x2, soit v(x) =
x3

3
, e qui donne I =

∫ e

1
x2(ln(x))3 dx =

[

x3

3
(ln(x))3

]

−
∫ e

1
x2(ln(x))2 dx =

e3

3
−
∫ e

1
x2(ln(x))2 dx. On e�etue une deuxième IPP en posant u(x) =

(ln(x))2, soit u′(x) =
2 ln(x)

x
, et v′(x) = x2, soit v(x) =

x3

3
, pour trouver I =

e3

3
−

[

x3

3
ln(x)2

]

+

∫ e

1

2x2

3
ln(x) =

e3

3
− e3

3
+

2

3

∫ e

1
x2 ln(x) dx. Allez, une dernière IPP pour

�nir, en posant u(x) = ln(x), soit u′(x) =
1

x
, et v′(x) = x2, don v(x) =

x3

3
. On �nit par

obtenir I =
2

3

[

x3

3
ln(x)

]

− 2

3

∫ e

1

x2

3
dx =

2e3

9
− 2

9

[

x3

3

]e

1

=
2e3

9
− 2e3 − 2

27
=

4e3 + 2

27
.

• On reonnait ii à très peu de hoses près une forme

u′

u
qui s'intègre diretement (si vraiment

on n'est pas réveillés, un petit hangement de variables t = e2x permet aussi de se tirer

d'a�aire) : I =

∫
ln(2)

2

0

e2x

e2x + 2
dx =

[

1

2
ln(e2x + 2)

]

ln(2)
2

0

=
1

2
(ln(4)− ln(3)) = ln

(

2√
3

)

.

• On peut s'en sortir rapidement en se souvenant que cos(2x) = 2 cos2(x)− 1, don cos2(x) =

1

2
(cos(2x) + 1), d'où I =

1

2

∫

02π cos(2x) + 1 dx =
1

2

[

1

2
sin(2x) + x

]2π

0

= π. Allez, une

tehnique hyper astuieuse pour eux qui aiment : on peut onstater que I =

∫ 2π

0
sin2(x) dx

(intégrer le arré du osinus ou du sinus sur une période donne la même hose), puis faire la

somme des deux pour trouver

∫ 2π

0
cos2(x) + sin2(x) dx =

∫ 2π

0
1 dx = 2π. Chaune des deux

intégrales vaut don π.

• On reonnait immédiatement

u′

u2
(e n'est pas pare que le x est au dénominateur qu'il faut

se laisser avoir), du oup I =

[

− 1

ln(x)

]e2

e

= −1

2
+ 1 =

1

2
(au pire, le hangement de variable

t = ln(u) ramène au même alul).

• On peut intégrer diretement si on est un tout petit peu malin : I =

∫ 1

0

x

1 + (x2)2
dx =

[

1

2
arctan(x2)

]1

0

=
π

8
.

• Parfois, la méthode bêtement bourrine est e�ae, remplaer joyeusement tout par des expo-

nentielles fontionne. Commençons par aluler sh2(x) ch2(x) =
e2x − 2 + e−2x

4
×e2x + 2 + e−2x

4
=

e4x − 2 + e−4x

16
, puis intégrons : I =

1

16

∫ ln(2)

0
e4x+e−4x−2 dx =

1

16

[

e4x

4
− e−4x

4
− 2x

]ln(2)

0

=

3



1

16

(

16

4
− 1

4
− 1

16× 4
+

1

4
− 2 ln(2)

)

=
1

4
− 1

1 024
− ln(2)

8
=

255

1 024
− ln(2)

8
.

• Un exemple surprenant de double intégration par parties : on ommene par poser u(x) =

cos(x), don u′(x) = − sin(x), et v′(x) = v(x) = ex, pour trouver I = [ex cos(x)]
π

2
0 +

∫ π

2

0
ex sin(x) dx, et on reommene, toujours ave v′(x) = v(x) = ex, et u(x) = sin(x),

don u′(x) = cos(x). On a ette fois I = −1 + [ex sin(x)]
π

2
0 −

∫ π

2

0
ex cos(x) dx = −1 + e

π

2 − I.

Autrement dit, 2I = e
π

2 − 1, et I =
e

π

2 − 1

2
.

• De qui se moque-t-on dans et exerie ? On a déjà fait la même en plus faile à la deuxième

intégrale ! Au moins, ii, deux IPP su�ront, je ne détaille pas autant que la première fois,

on dérive bien sûr toujours les puissanes de ln pour intégrer les x : I =

[

x2

2
ln(x)2

]e

1

−
∫ e

1
x ln(x) dx =

e2

2
−
[

x2

2
ln(x)

]e

1

+

∫ e

1

x

2
dx =

e2

2
− e2

2
+

[

x2

4

]e

1

=
e2 − 1

4
.

• On aimerait bien faire une IPP mais une primitive de sin2, e n'est pas forément trivial

à trouver. Soit on en trouve une quand même en pensant qu'il y a un lien entre sin2(x)
et cos(2x) (petit tru déjà exploité un peu plus haut), soit on utilise une astue en posant

J =

∫ π

2

0
x2 cos2(x) dx, et en alulant la somme et la di�érene de I et de J . Allez, faisons

omme ça : I + J =

∫ π

2

0
x2(sin2(x) + cos2(x)) dx =

∫ π

2

0
x2 dx =

[

x3

3

]

π

2

0

=
π3

24
. La di�érene

demande plus de boulot : I − J =

∫ π

2

0
x2(sin2(x) − cos2(x)) dx =

∫ π

2

0
−x2 cos(2x) dx. Il va

falloir faire une double IPP, en dérivant à haque fois les x et en primitivant les fontions

trigonométriques : u(x) = x2 don u′(x) = 2x, et v′(x) = cos(2x), don v(x) =
sin(2x)

2
, pour

trouver I − J =

[

−x2

2
sin(2x)

]

π

2

0

+

∫ π

2

0
x sin(2x) dx =

∫ π

2

0
x sin(2x) dx. Il va évidemment

falloir une deuxième IPP : I − J =

[

−x
cos(2x)

2

]
π

2

0

+

∫ π

2

0

cos(2x)

2
dx =

π

4
+

[

sin(2x)

4

]
π

2

0

=
π

4
.

Ne reste plus qu'à érire que I =
I + J

2
+

I − J

2
=

π3

48
+

π

8
.

• Il est plus simple pour la rédation de aluler par IPP J =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx : on pose u(x) =

1

1 + x2
, soit u′(x) = − 2x

(1 + x2)2
, et v′(x) = 1, don v(x) = x. On trouve alors J =

[

x

1 + x2

]1

0

+

∫ 1

0

2x2

(1 + x2)2
dx =

1

2
+ 2

∫ 1

0

1 + x2 − 1

(1 + x2)2
dx =

1

2
+ 2J − 2I. Autrement dit, I =

1

2
J +

1

4
. Or,

on sait aluler diretement J = [arctan(x)]10 =
π

4
, dont on déduit I =

π + 2

8
.

• Dans e genre de as, le hangement de variable t = 1 − x est le bienvenu (attention au

hangement de signe : dt = −dx) : I =

∫ 0

1
−(1 − t)2

√
t dt =

∫ 1

0
(1 − 2t + t2)

√
t dt =

∫ 1

0

√
t− 2t

3
2 + t

5
2 dt =

[

2

3
t
3
2 − 4

5
t
5
2 +

2

7
t
7
2

]1

0

=
2

3
− 4

5
+

2

7
=

16

105
.

• On a sous l'intégrale une forme u′u, qui est à un fateur près la dérivée de u2, on fait don

une intégration direte : I =

[

1

2
(ln(x))2

]e

1

=
1

2
.

4



• C'est la même que la préédente ! Ah non, zut, la raine arrée omplique tout. Pas tant que

ça en fait : I =

∫ e

1

2 ln(
√
x)√

x
dx. e�etuons un hangement de variable en posant t =

√
x, don

dt =
1

2
√
x
dx, pour trouver I =

∫

√
e

1
4 ln(t) dt = 4[t ln(t) − t]

√
e

1 = 4(
√
e ln(

√
e) −

√
e + 1) =

4− 2
√
e.

• Empressons-nous de poser t = x+1 pour trouver I =

∫ 2

1

(t− 1)3√
t

dt =

∫ 2

1
t
5
2 − 3t

3
2 +3

√
t−

1√
t
dt =

[

2

7
t
7
2 − 6

5
t
5
2 + 2t

3
2 − 2

√
t

]2

1

=
2(8

√
2− 1)

7
− 6(4

√
2− 1)

5
+ 2(2

√
2− 1)− 2

√
2 + 2 =

(

16

7
− 24

5
+ 2

)√
2− 2

7
+

6

5
=

32− 18
√
2

35

Exerie 3 (** à ***)

• Ii, les plus malins feront la déomposition en éléments simples à vue (même pas besoin

d'identi�ation) :

1

x(x+ 1)
=

x+ 1− x

x(x+ 1)
=

1

x
− 1

x+ 1
, don I =

∫ 3

2

1

x
− 1

x+ 1
dx = [ln(x)−

ln(x+ 1)]32 = ln(3)− ln(4)− ln(2) + ln(3) = 2 ln(3)− 3 ln(2) = ln

(

9

8

)

.

• La déomposition en éléments simples va être de la forme

x+ 1

(x2 + 1)(x− 2)
=

ax+ b

x2 + 1
+

c

x− 2
.

En multipliant par x − 2 en en prenant x = 2, on trouve

3

5
= c. En multipliant tout par

x et en prenant la limite en +∞, 0 = a + c, don a = −3

5
. Pour ahever le alul, on

regarde pour x = 0 : −1

2
= b − c

2
, don b =

c− 1

2
= −1

5
. Finalement, I =

∫ 1
2

0

3

5
×

1

x− 2
− 3

5

x

x2 + 1
− 1

5(x2 + 1)
dx =

[

3 ln(2− x)

5
− 3 ln(x2 + 1)

10
ln(x2 + 1)− arctan(x)

5

]

1
2

0

=

3

5

(

ln

(

3

2

)

− ln(2)

)

− 3

10
ln

(

5

4

)

−1

5
arctan

(

1

2

)

=
3

10
(2 ln(3)−2 ln(2)−ln(5))−1

5
arctan

(

1

2

)

=

3

10
ln

(

9

20

)

− 1

5
arctan

(

1

2

)

. On ne peut pas vraiment simpli�er plus, notamment l'artan-

gente qui ne orrespond pas le moins du monde à un angle remarquable.

• On revient à du plus faile : x2 − 4x + 3 = (x − 1)(x − 3), on peut déomposer sous la

forme

1

(x− 1)(x− 3)
=

a

x− 1
+

b

x− 3
. En multipliant par x − 1 puis par x − 3, on trouve

failement −1

2
= b et

1

2
= b, don I =

1

2

∫ 0

−1

1

x− 3
− 1

x− 1
dx =

1

2
[ln(3−x)− ln(1−x)]0−1 =

1

2
(ln(3)− ln(4) + ln(2)) =

1

2
ln

(

3

2

)

.

• Comme on a déjà vu quasiment le même alul en ours, je passe les détails : I =

∫ 1

0

1

(x+ 1
2 )

2 + 3
4

dx =

∫ 3
2

1
2

1

t2 + 3
4

dt =
4

3

∫ 3
2

1
2

1

( 2√
3
t)2 + 1

dt =
1

2
√
3

[

arctan

(

2√
3
u

)]
3
2

1
2

=

1

2
√
3

(

arctan(
√
3)− arctan

(

1√
3

))

=
π

3
√
3
.

5



• Les primitives seront dé�nies sur haun des intervalles ]−∞, 2[ et sur ]2,+∞[, on va déter-

miner une primitive dé�nie sur le premier intervalle. On ommene par une IPP en dérivant

l'artangente et en primitivant le fateur 1 : omme x 7→ x− 1

x− 2
a pour dérivée

−1

(x− 2)2
, elle

de x 7→ arctan

(

x− 1

x− 2

)

vaut

−1

(x− 2)2
1

1 + (x−1
x−2)

2
= − 1

2x2 − 6x+ 5
. On trouve alors F (x) =

x arctan

(

x− 1

x− 2

)

+

∫ x t

2t2 − 6t+ 5
dt. Le dénominateur de la nouvelle intégrale ne s'annule

jamais, mais on peut érire

∫ x t

2t2 − 6t+ 5
dt =

∫ x 1

4

4t− 6

2t2 − 6t+ 5
+

3

2

1

2t2 − 6t+ 5
dt =

1

4
ln(2x2 − 6x + 5) +

∫ x 3

4

1

(t− 3
2)

2 + 1
4

dt =
1

4
ln(2x2 − 6x + 5) +

∫ x 3

(2t− 3)2 + 1
dt =

1

4
ln(2x2 − 6x + 5) +

3

2
arctan(2x − 3). Finalement, F (x) = x arctan

(

x− 1

x− 2

)

+
1

4
ln(2x2 −

6x+ 5) +
3

2
arctan(2x− 3).

Exerie 4 (***)

1. Posons don u = cos(t), e qui transforme les bornes de notre intégrale en cos
(

π
6

)

=

√
3

2

et en cos
(π

3

)

=
1

2
, et surtout l'élément di�érentiel véri�e du = − sin(t) dt. Au niveau de

la rédation, il est plus ommode de multiplier en haut et en bas par sin(t) dans l'inté-

grale initiale pour faire apparaitre le hangement d'élément di�érentiel : I =

∫ π

3

π

6

1

sin(t)
dt =

∫ π

3

π

6

1

1− cos2(t)
× sin(t) dt =

∫ 1
2

√

3
2

− 1

1− u2
du =

∫

√

3
2

1
2

1

1− u2
du. Il reste une petite déom-

position en éléments simples à e�etuer :

1

1− u2
=

1

(1− u)(1 + u)
=

1− u+ 1 + u

2(1 − u)(1 + u)
=

1

2(1 + u)
+

1

2(1− u)
. On en déduit que I =

1

2

∫

√

3
2

1
2

1

1 + u
+

1

1− u
du =

1

2
[ln(1 + u)− ln(1−

u)]

√

3
2

1
2

=
1

2

(

ln

(

1 +

√
3

2

)

− ln

(

1−
√
3

2

)

− ln

(

3

2

)

+ ln

(

1

2

)

)

=
1

2
ln

(

2 +
√
3

2−
√
3

)

− ln(3)

2
=

ln(2+
√
3)− ln(3)

2
en se rendant ompte que

2 +
√
3

2−
√
3
= (2+

√
3)2 (multipliation par la quan-

tité onjuguée).

Pour les fans d'astues bizarres, une façon rapide de aluler une primitive de

1

sin(t)
est de

faire un hangement de variable beauoup plus anodin en posant t = 2u :

∫

1

sin(t)
dt =

∫

2

sin(2u)
du =

∫

1

sin(u) cos(u)
du =

∫

1

tan(u) cos2(u)
du, et on reonnait une forme

u′

u

puisque la dérivée de la tangente est notamment égale à

1

cos2
. Du oup,

∫

1

sin(t)
dt =

ln(| tan(u)|) = ln

(
∣

∣

∣

∣

tan

(

t

2

)
∣

∣

∣

∣

)

.

2. On ommene don par e�etuer une IPP en posant u′(x) = x et u(x) =
x2

2
, et v(x) =

arctan(x), soit v′(x) =
1

1 + x2
. On obtient don I =

∫ 1
0 x arctan(x) dx =

[

x2

2
arctan(x)

]1

0

−
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1

2

∫ 1

0

x2

1 + x2
dx =

π

8
− 1

2

∫ 1

0

x2 + 1− 1

x2 + 1
dx =

π

8
− 1

2
[x− arctan(x)]10 =

π

8
− 1

2
+

π

8
=

π

4
− 1

2
.

3. Puisqu'on nous le propose, posons don t = π−x, e qui transforme les bornes de l'intégrale en

π et 0 (autrement dit, on les éhange) et l'élément di�érentiel en dt = −dx. Quitte à remettre

les bornes dans le bon sens, on peut don onserver bornes et élément di�érentiel identiques

et ne modi�er que e qui se trouve sous l'intégrale. On sait que sin(x) = sin(π − t) = sin(t),
et cos(x) = cos(π − t) = − cos(t), mais l'élévation au arré fait disparaitre e hange-

ment de signe. On peut don érire I =

∫ π

0

x sin(x)

1 + cos2(x)
dx =

∫ π

0

(π − t) sin(t)

1 + cos2(t)
dt =

π

∫ π

0

sin(t)

1 + cos2(t)
dt−I. Or l'intégrale restante se alule très bien, elle vaut [− arctan(cos(x))]π0 =

− arctan(−1) + arctan(1) =
π

2
. On a don 2I = π2

2 , soit I =
π2

4
.

4. Tentons don une IPP en posant u′(t) = 1 (et don par exemple u(t) = t), et v(t) =

sin(ln(t)) qui implique v′(t) =
1

t
cos(ln(t)). En notant I l'intégrale à aluler, on a don

I = [t sin(ln(t))]e
π

1 −
∫ eπ

1
cos(ln(t)) dt = −

∫ eπ

1
cos(ln(t)) dt. On refait une IPP en posant

toujours u′(t) = 1 et u(t) = t, et ette fois v(t) = cos(ln(t)), soit v′(t) = −1

t
sin(ln(t)). On

trouve alors I = −[t cos(ln(t))]e
π

1 +

∫ eπ

1
− sin(ln(t)) dt = eπ + 1 − I, don 2I = eπ + 1 et

I =
eπ + 1

2
.

Autre méthode possible pour le alul de I, un hangement de variable u = ln(t) qui donne

dt = eu du et I =

∫ π

0
sin(u)eu du, intégrale qui elle-même se alule à l'aide d'une double

IPP � irulaire �.

5. Commençons déjà par érire tan(x) = tan
(

2× x

2

)

=
2 tan(x2 )

1− tan2(x2 )
=

2t

1− t2
. On en déduit

que 1+tan2(x) = 1+
4t2

(1− t2)2
=

1− 2t2 + t4 + 4t2

(1− t2)2
=

(1 + t2)2

(1− t2)2
. On sait bien que

1

cos2(x)
=

1 + tan2(x), don on déduit du alul préédent que cos2(x) =
(1− t)2

(1 + t)2
. Sur notre intervalle

d'intégration, t ∈ [0, 1], don 1 − t2 > 0. De plus, cos(x) lui-même est positif entre 0 et

π

2
,

don on peut érire que cos(x) =
1− t2

1 + t2
. On alule en�n sin(x) = tan(x) cos(x) =

2t

1 + t2
.

Il est temps d'e�etuer le hangement de variable proposé pour e alul d'intégrale. On a don

x = 2arctan(t), soit dx =
2

1 + t2
dt, et les bornes deviennent 0 et tan

(π

4

)

= 1. Autrement dit,

I =

∫ π

2

0

1

2 + sin(x)
dx =

∫ 1

0

1

2 + 2t
1+t2

× 2

1 + t2
dt =

∫ 1

0

1

1 + t2 + t
dt =

∫ 1

0

1

(t+ 1
2)

2 + 3
4

dt =

4

3

∫ 1

0

1

(2t+1√
3
)2 + 1

dt =
4

3

[√
3

2
arctan

(

2t+ 1√
3

)

]1

0

=
2√
3

(π

3
− π

6

)

=
π

3
√
3
.

Ce hangement de variable t = tan
(x

2

)

permet en fait de transformer n'importe quel quotient

faisant intervenir des puissanes du osinus et du sinus en fration rationnelle � ordinaire �,

mais la tehnique n'est pas au programme.
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Exerie 5 (**)

1. La primitive qui s'annule en 0 de x 7→ 1

1 + x2
est évidemment la fontion artangente.

2. Cherhons don à aluler F2(x) =

∫ x

0

1

(1 + t2)2
dt en e�etuant le hangement de variable

t = tan(u), ou si on préfère u = arctan(t). On aura bien sûr du =
1

1 + t2
dt, e qui permet

d'éliminer le arré dans l'intégrale, et les bornes d'intégration vont devenir 0 et arctan(x),

pour donner F2(x) =

∫ arctan(x)

0

1

1 + tan2(u)
du =

∫ arctan(x)

0
cos2(u) du en exploitant les deux

formes de la dérivée de la fontion tangente. Or, cos2(u) =
cos(2u) + 1

2
à l'aide des formules

de dupliation du osinus, don F2(x) =

∫ arctan(x)

0

cos(2u)

2
+

1

2
du =

sin(2 arctan(x))

4
+

arctan(x)

2
. Reste à simpli�er sin(2 arctan(x)) = 2 cos(arctan(x)) sin(arctan(x)). On sait que

cos2(arctan(x)) =
1

1 + tan2(arctan(x))
=

1

1 + x2
, don cos(arctan(x)) =

1√
1 + x2

(e osinus

est toujours positif au vu des valeurs prises par la fontion artangente), puis sin(arctan(x)) =

tan(arctan(x)) × cos(arctan(x)) =
x√

1 + x2
. Finalement, sin(2 arctan(x)) =

2x

1 + x2
, puis

F2(x) =
1

2
arctan(x) +

x

2(1 + x2)
.

3. Partons par exemple de Fn(x) =

∫ x

0

1

(1 + t2)n
dt, et e�etuons une intégration par parties en

posant u(t) =
1

(1 + t2)n
, don u′(t) =

−2nt

(1 + t2)n+1
, et v′(t) = 1 qu'on intégrera en v(t) = t. On

obtient alors Fn(x) =
x

(1 + x2)n
+2n

∫ x

0

t2

(1 + t2)n+1
dt =

x

(1 + x2)n
+2n

∫ x

0

1 + t2 − 1

(1 + t2)n+1
dt =

x

(1 + x2)n
+2n(Fn(x)−Fn+1(x)). Autrement dit, on a 2nFn+1(x) =

x

(1 + x2)n
+(2n−1)Fn(x),

soit Fn+1(x) =
x

2n(1 + x2)n
+

2n− 1

2n
Fn(x).

4. En partiulier, en prenant n = 2, F3(x) =
1

4
× x

(1 + x2)2
+

3

4
F2(x) =

3

8
arctan(x) +

3

8
×

x

1 + x2
+

1

4
× x

(1 + x2)2
(on peut regrouper les deux termes si on le souhaite).

Exerie 6 (***)

1. Cette équation ne peut évidemment avoir de sens que si cos(x) 6= 0 (pour que la tangente soit

dé�nie), on peut l'érire sous la forme 2 cos(x) +
3 sin(x)

cos(x)
= 0 puis, après avoir multiplié par

cos(x), sous la forme 2 cos2(x) + 3 sin(x) = 0, ou enore 2− 2 sin2(x) + 3 sin(x) = 0. On pose

maintenant X = sin(x) pour se ramener à l'équation du seond degré −2X2+3X+2 = 0, qui

a pour disriminant ∆ = 9+16 = 25, et admet don deux raines réelles X1 =
−3− 5

−4
= 2 et

X2 =
−3 + 5

−4
= −1

2
. La ondition sin(x) = 2 n'étant jamais véri�ée, les seuls angles solutions

sont eux pour lesquels sin(x) = −1

2
, soit x ≡ −π

6
[2π] ou x ≡ −5π

6
[2π]. On en déduit

immédiatement que Df = R\
{

2kπ − π

6
, 2kπ − 5π

6
| k ∈ Z

}

(en fait, il faut aussi enlever du
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domaine de dé�nition les nombres de la forme

π

2
+ kπ pour lesquels la tangente n'est pas

dé�nie). L'intervalle

[

0,
π

6

]

ne ontenant auune valeur interdite, la fontion f y est ontinue,

et l'intégrale I est don orretement dé�nie.

2. Faisons don e qu'on nous onseille. Si on pose t = sin(x), on aura dt = cos(x) dx. En mul-

tipliant numérateur et dénominateur par cos(x), on fait naturellement apparaitre sous notre

intégrale un cos(x) dx qu'on peut diretement remplaer par dt. Reste alors sous l'intégrale

l'expression

1− 2 sin(x)

2 cos2(x) + 3 tan(x) cos(x)
=

1− 2t

2(1− t2) + 3t
, e qui orrespond bien à la formule

annonée par l'énoné. Il ne reste plus qu'à modi�er les bornes de l'intégrale : 0 devient

sin(0) = 0 et

π

6
devient sin

(π

6

)

=
1

2
. On trouve don I =

∫ 1
2

0

1− 2t

2− 2t2 + 3t
dt.

3. Le alul e�etué à la toute première question prouve que le dénominateur de ette fration

se fatorise sous la forme (2 + 3t − 2t2) = (2 − t)(2t + 1) (attention tout de même à ne pas

oublier le oe�ient dominant égal à 2 et à ne pas faire d'erreur de signe). On peut don

déomposer la fration sous la forme

1− 2t

2 + 3t− 2t2
=

a

2− t
+

b

2t+ 1
. En multipliant l'égalité

par 2 − t puis en posant t = 2, on trouve a = −3

5
. De même, en multipliant par 2t + 1 puis

en posant t = −1

2
, on aura b =

4

5
. On onlut :

1− 2t

2 + 3t− 2t2
=

3

5(t− 2)
+

4

5(2t+ 1)
.

4. On peut maintenant aluler failement I =
3

5

∫ 1
2

0

1

t− 2
dt+

2

5

∫ 1
2

0

2

2t+ 1
dt =

3

5
[ln(2−t)]

1
2
0 +

2

5
[ln(2t+ 1)]

1
2
0 =

3

5
ln

(

3

2

)

− 3

5
ln(2) +

2

5
ln(2) =

3 ln(3)− 4 ln(2)

5
.

5. Sur l'intervalle

[

0,
π

6

]

, le osinus et la tangente sont tous les deux stritement positifs, et le

sinus est ompris entre 0 et

1

2
, don 1− 2 sin(x) > 0. On intègre don une fontion toujours

positive, l'intégrale doit être positive. C'est bien le as : 3 ln(3)−4 ln(2) ≃ 3.3−2.8 > 0, don
I > 0.

Exerie 7 (***)

1. Posons don z(x) = arctan(x)+ arctan

(

1

x

)

, et dérivons z : z′(x) =
1

1 + x2
− 1

x2
× 1

1 + 1
x2

=

1

1 + x2
− 1

x2 + 1
= 0. La fontion z est onstante sur ]0,+∞[, de valeur égale à f(1) =

arctan(1) + arctan(1) = 2× π

4
=

π

2
.

2. (a) Je ne ferai même pas de dessin lair : par dé�nition,

∫ x

0
f(t) dt est l'aire omprise entre

la ourbe de f , l'axe des absisses et la droite vertiale située à l'absisse x. De même,

∫ f(x)

0
g(t) dt est l'aire située entre la ourbe de g et. Mais on sait bien que la ourbe de

g est symétrique de elle de f par rapport à la droite d'équation y = x. Quitte à inverser

le r�le des deux axes, on peut don visualiser la ourbe de g dans le même repère que

elle de f , et la deuxième intégrale orrespond alors exatement à l'aire omprise entre la

ourbe de f , l'axe des ordonnées et la droite horizontale située à ordonnée f(x). Quand
on additionne les deux aires, on obtient exatement l'aire du retangle onstitué par les

deux axes et les deux droites (l'une vertiale, l'autre horizontale) préédemment dérites.

Ce retangle est de largeur x et de hauteur f(x), il a don pour aire xf(x), e qui prouve
notre formule.
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(b) Par dé�nition,

∫ x

0
f(t) dt +

∫ f(x)

0
g(t) dt = F (x) + G(f(x)) (on prend les primitives

s'annulant en 0 pour simpli�er le alul).

() Pour faire réapparaitre les fontions f et g, dérivons don H(x) = F (x) + G(f(x)),
on obtient H ′(x) = f(x) + f ′(x)g(f(x)) = f(x) + xf ′(x) puisque, par dé�nition de

la réiproque, g(f(x)) = x. Or, la formule obtenue pour H ′(x) est la même que elle

de la dérivée de xf(x). On en déduit que H(x) = xf(x) + k. Reste à onstater que

H(0) = F (0) +G(f(0)) = F (0) +G(0) = 0 (puisque les primitives s'annulent en 0) pour
onlure que H(x) = xf(x).

3. (a) On peut e�etuer la division eulidienne, ou proéder par identi�ation : (x2 + x
√
2 +

1)(ax2+ bx+ c) = ax4+(
√
2a+ b)x3+(a+ b

√
2+ c)x2+(b+ c

√
2)x+ c. Par identi�ation,

on doit don avoir a = 1 ;
√
2a + b = 0, soit b = −

√
2 ; a + b

√
2 + c = 0, soit c =

−1 + 2 = 1 ; b + c
√
2 = 0 e qui est vrai ; et c = 1 e qui est vrai aussi. Finalement,

x4 + 1 = (x2 +
√
2x+ 1)(x2 −

√
2x+ 1).

(b) Comme il n'y a pas de raines pour le dénominateur, le plus rapide est sûrement de

faire une identi�ation, ou d'être astuieux ! Constatons par exemple que

1

x2 −
√
2x+ 1

−

1

x2 +
√
2x+ 1

=
x2 +

√
2x+ 1− x2 +

√
2x− 1

x4 + 1
=

2
√
2x

x4 + 1
. Il su�t de tout multiplier par

x

2
√
2
pour obtenir

x2

x4 + 1
=

x

2
√
2(x2 −

√
2x+ 1)

− x

2
√
2(x2 +

√
2x+ 1)

. Autrement dit,

ave les notations de l'énoné, b = d = 0, et c = −a =
1

2
√
2
.

() Calulons don

∫ 1

0

x

x2 −
√
2x+ 1

dx =
1

2

∫ 1

0

2x−
√
2

x2 −
√
2x+ 1

dx+

√
2

2

∫ 1

0

1

x2 −
√
2x+ 1

dx =

1

2
[ln(x2−

√
2x+1)]10+

√
2

2

∫ 1

0

1

(x−
√
2
2 )2 + 1

2

dx =
ln(2−

√
2)

2
+
√
2

∫ 1

0

1

(
√
2(x−

√
2
2 ))2 + 1

dx =

ln(2−
√
2)

2
+

√
2

[

1√
2
arctan(

√
2x− 1)

]1

0

=
ln(2−

√
2)

2
+ arctan(

√
2− 1) +

π

4
.

On fait le même alul (ou presque) pour la deuxième moitié :

∫ 1

0

x

x2 +
√
2x+ 1

dx =

1

2
[ln(x2 +

√
2x + 1)]10 −

√
2

2

∫ 1

0

1

(x+
√
2
2 )2 + 1

2

dx =
ln(2 +

√
2)

2
− [arctan(

√
2x + 1)]10 =

ln(2 +
√
2)

2
− arctan(1 +

√
2) +

π

4
.

On regroupe maintenant les deux résultats pour obtenir

J =
1

2
√
2

(

ln(2−
√
2)

2
+ arctan(

√
2− 1) +

π

4
− ln(2 +

√
2)

2
+ arctan(

√
2− 1)− π

4

)

. Or,

1√
2− 1

=
√
2 + 1 (en multipliant par la quantité onjuguée), don arctan(

√
2 − 1) +

arctan(1+
√
2) =

π

2
. Par ailleurs, ln(2+

√
2)−ln(2−

√
2) = ln

(

2 +
√
2

2−
√
2

)

= ln

(

6 + 4
√
2

2

)

=

ln(3 + 2
√
2). En regroupant tout, on obtient �nalement (ouf !) : J =

π − ln(3 + 2
√
2)

4
√
2

.

4. La fontion tangente étant ontinue stritement roissante et positive sur l'intervalle onsidéré,

f aussi, et elle est don bijetive vers [0, 1] (puisque f(0) = 0 et f(1) =
√
1 = 1). Si y =

√

tan(x), alors x = arctan(y2), don g(x) = arctan(x2) (même pas de piège !).

5. On souhaite don aluler

∫ 1

0
arctan(x2) dx. Proédons par IPP en posant u(x) = arctan(x2),
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don u′(x) =
2x

1 + x4
, et v′(x) = 1 qui donne v(x) = x. On obtient alors

∫ 1

0
g(x) dx =

[x arctan(x2)]10 − 2

∫ 1

0

x2

1 + x4
dx =

π

4
− π − ln(3 + 2

√
2)

2
√
2

=

√
2 ln(3 + 2

√
2) + π(1 −

√
2)

4
(on

a utilisé le résultat du alul de J).

Il ne reste plus, en appliquant la question 2 ave x =
π

4
, qu'à onstater que

∫ π

4

0
f(t) dt +

∫ 1

0
g(t) dt =

π

4
f
(π

4

)

=
π

4
, don I =

π

4
−
∫ 1

0
g(t) dt = 2J =

π − ln(3 + 2
√
2)

2
√
2

.

Exerie 8 (* à **)

1. On résout l'équation sur R. L'équation homogène assoiée y′ − 2y = 0 a pour solutions les

fontions de la forme yh(x) = Ke2x, ave K ∈ R.

On peut herher une solution partiulière à l'équation sous la forme yp(x) = K(x)e2x. On a

alors y′(x) = (K ′(x) + 2K(x))e2x, don yp est solution si K ′(x) = (sinhx− 2x coshx)e−2x =
e−x − e−3x

2
− xe−x − xe−3x

, soit par exemple K(x) =

∫ x

0

e−t − e−3t

2
− te−t − te−3t dt =

−1

2
e−x+

1

2
+
1

6
e−3x−1

6
+[te−t]x0−

∫ x

0
e−t dt+

[

t
e−3t

3

]x

0

−
∫ x

0

e−3t

3
dt = −1

2
e−x+

1

6
e−3x+xe−x+

e−x+
x

3
e−3x+

e−3x

9
+A =

(

x+
1

2

)

e−x+

(

x

3
+

5

18

)

e−3x+A, où A est une onstante qu'on

peut ignorer (on a e�etué des intégrations par partie pour les produits de t par des exponen-

tielles). Les solutions omplètes sont don les fontions y(x) =

(

x+
1

2

)

ex+

(

x

3
+

5

18

)

e−x+

Ke2x.

Autre possibilité pour trouver une solution partiulière, érire le seond membre sous la forme

ex − e−x

2
−x(ex + e−x) =

(

1

2
− x

)

ex−
(

1

2
+ x

)

e−x
et utiliser le prinipe de superposition.

On herhe d'abord une solution à l'équation y′ − 2y =

(

1

2
− x

)

ex sous la forme y1(x) =

(ax + b)ex. On a alors y′1(x) = (ax + a + b)ex, don y1 est solution si (−ax + a − b)ex =
(

1

2
− x

)

ex, soit a = 1 et b =
1

2
. On obtient don y1(x) =

(

x+
1

2

)

ex. De même, on herhe

une solution à l'équation y′ − 2y =

(

x+
1

2

)

e−x
sous la forme y2(x) = (cx + d)e−x

. On a

alors y′2(x) = (−cx− d+ c)e−x
, et y2 est solution si (−3cx+ c− 3d)e−x =

(

x+
1

2

)

e−x
, soit

c = −1

3
et d =

1

3

(

−1

3
− 1

2

)

= − 5

18
. On obtient don y2(x) = −x

3
− 5

18
, e dont on déduit

la même solution partiulière que i-dessus (et bien sûr les mêmes solutions générales).

2. Comme il faut diviser par t pour mettre l'équation sous forme usuelle, la résolution s'e�etuera

sur les intervalles R
+∗

et R
−∗
. On a alors y′ +

y

t
=

cos t

t
. L'équation homogène assoiée est

y′ +
y

t
= 0, dont les solutions sont les fontions t 7→ Keln |t| =

K

t
, K ∈ R (on peut enlever la

valeur absolue quitte à hanger le signe de la onstante sur R
−∗
, on notera la onstante du

numérateur L sur e deuxième intervalle).

On herhe ensuite une solution partiulière de la forme yp(t) =
K(t)

t
, d'où on tire

K ′(t)
t

=

cos t

t
. Une solution partiulière est don la fontion

sin t

t
, et les solutions générales de l'équa-

11



tion sont de la forme y(t) =
sin(t) +K

t
(même formule ave un L au lieu du K sur l'autre

intervalle, où le alul reste valable à l'identique). Pour tenter de reoller les solutions sur R,

il faut savoir que lim
t→0

sin(t)

t
= 1 ('est par exemple une onséquene du fait qu'il s'agit du

taux d'aroissement de la fontion sinus en 0, qui tend don vers (sin)′(0) = cos(0) = 1). Il
faut alors avoir K = L = 0 pour obtenir une fontion prolongeable par ontinuité en 0 en

posant f(0) = 1. En admettant que la fontion t 7→ sin(t)

t
est dérivable en 0 (elle y a en fait

une dérivée nulle), on obtient don une unique solution dé�nie sur R.

Quelques ourbes de solutions : en rouge pour K = 0 (don la solution dé�nie sur R, en bleu

K = 1, en vert K = 2, en rose K = 5 et en orange K = −2 (les valeurs négatives de K

donnent des ourbes symétriques par rapport à l'axe des ordonnées de elles obtenues pour

les valeurs positives) :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

3. On résout l'équation sur R. L'équation homogène assoiée y′ + y = 0 a pour solutions les

fontions yh : t 7→ Ke−t
, on reherhe don yp sous la forme K(t)e−t

, e qui nous donne

K ′(t)e−t =
1

1 + et
, soit K ′(t) =

et

1 + et
. Le membre de droite étant de la forme

u′

u
, on peut

prendre omme primitive K(t) = ln(1 + et). Les solutions de l'équation omplète sont don

de la forme y : t 7→ (ln(1 + et) +K)e−t
, K ∈ R.

4. Pour les solutions de l'équation homogène, f l'équation préédente. Plut�t que d'utiliser la

méthode de variation de la onstante (qui amène un alul de primitive par intégration par

parties peu agréable), nous allons diretement herher une solution de la forme yp(x) =
(ax2 + bx+ c)e2x. On a don y′p(x) = (2ax2 + (2a + 2b)x + b+ 2c)e2x, et yp est solution, en

fatorisant par e2x, si et seulement si 3ax2 + (2a + 3b)x + b+ 3c = x2 − 2x+ 2, soit a =
1

3
;

2a + 3b = −2, don b = −8

9
; et en�n b + 3c = 2, don c =

26

27
. Les solutions de l'équation

omplète sont don les fontions y : x 7→ Ke−x +

(

1

3
x2 − 8

9
x+

26

27

)

e2x.

5. Comme il faut diviser par x lnx, on va résoudre sur les intervalles ]0, 1[ et ]1,+∞[ (l'équation

ne peut pas avoir de sens ailleurs que sur R
+∗

à ause du ln). On obtient don y′ +
y

x lnx
=

3x ln x. Les solutions de l'équation homogène sont de la forme x 7→ Keln | ln |x|| = K lnx (à un

12



hangement de onstante près, ette formule est valable sur les deux intervalles de résolution).

On herhe une solution partiulière de la forme yp(x) = K(x) lnx, don y′p(x) = K ′(x) ln(x)+
K(x)

x
. En reprenant l'équation, yp est solution si K ′(x) lnx = 3x lnx, on peut don prendre

K(x) =
3

2
x2 et les solutions générales sont les fontions y : x 7→

(

3

2
x2 +K

)

lnx. Toutes les

solutions se prolongent en 1 en posant y(1) = 0. De plus, les solutions sont dérivables sur

R
+∗
, de dérivée y′(x) = 3x ln(x) +

3

2
x+

K

x
, qui prend don la valeur

3

2
+K en 1. On obtient

ainsi un reollement uniquement si la onstante sur ]0, 1[ est la même que sur ]1,+∞[.

Des allures de ourbes ave les mêmes onventions pour les ouleurs que dans la deuxième

équation i-dessus :

0 1 2 3

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

6. Du lassique, les solutions de l'équation homogène sont les fontions yh : x 7→ Ke−2x
. On

herhe diretement une solution partiulière de la forme yp(x) = ax2 + bx+ c. On aura don

y′p(x) = 2ax+ b, et yp sera solution si 2ax+ b+ 2ax2 + 2bx+ 2c = x2, e qui impose a =
1

2
;

2a + 2b = 0 don b = −1

2
; et b + 2c = 0 don c =

1

4
. On obtient yp(x) =

1

2
x2 − 1

2
x+

1

4
, et

les solutions de l'équation omplète sont les fontions y : x 7→ 1

2
x2 − 1

2
x+

1

4
+Ke−2x

.

7. On résout sur R. L'équation homogène a pour solutions les fontions yh : x 7→ Ke−
x
3

3
. On ne

herhe pas de solution partiulière puisqu'il y en a une qui nous saute aux yeux : la fontion

onstante égale à −1. Les solutions générales sont don les fontions y : x 7→ Ke−
x
3

3 −1. Si on
veut de plus y(0) = 0, il faut avoir K − 1 = 0, don K = 1. La solution unique au problème

de Cauhy posé est don la fontion f : x 7→ e−
x
3

3 − 1.

8. On ne peut résoudre que sur l'intervalle ]−1, 1[. L'équation homogène y′− 1√
1− x2

y = 0 a pour

solutions les fontions yh : x 7→ Ke− arcsinx
. Enore une fois, la fontion onstante égale à −1

est une solution partiulière don les solutions générales sont de la forme x 7→ Ke− arcsinx−1.

9. On résout sur les intervalles R
+∗

et R
−∗
. L'équation homogène assoiée y′ +

y

2t
= 0 a pour

solutions les fontions yh : t 7→ Ke− ln| t2 | = K
√

|t|
(omme d'habitude, on hange le nom de la

13



onstante en L sur le deuxième intervalle de résolution). On herhe yp sous la forme

K(t)
√

|t|
,

soit y′p(t) =
K ′(x)
√

|t|
− K(t)

2t
√

|t|
, et on obtient

K ′(t)
√

|t|
=

tn−1

2
, don K ′(t) =

1

2
|t|n− 1

2
. Finalement,

yp(t) =
tn

2n + 1
onvient (sur haun des deux intervalles), et les solutions générales de l'équa-

tion sont les fontions y : t 7→ tn

2n + 1
+

K
√

|t|
. Si on souhaite reoller les moreaux en 0, seule

la valeur K = L = 0 est possible, et la fontion t 7→ tn

2n+ 1
est la seule solution dé�nie sur R.

10. L'équation homogène a pour solutions les fontions x 7→ Ke−x
. On va ii utiliser le prinipe

de superposition et ommener par herher une solution à l'équation y′ + y = sin(x) sous

la forme y1(x) = a sin(x) + b cos(x). On a y′1(x) = a cos(x) − b sin(x), don y1 est solution

si (a + b) cos(x) + (a − b) sin(x) = sin(x). Il su�t don d'avoir a + b = 0 et a − b = 1,

soit a =
1

2
et b = −1

2
, don y1(x) =

1

2
(sin(x) − cos(x)). De même, on herhe à trouver

une solution de l'équation y′ + y = sin(2x) sous la forme y2(x) = a sin(2x) + b cos(2x), e
qui donne y′2(x) = 2a cos(2x) − 2b sin(2x). On obtient omme tout à l'heure un système, en

l'ourene a − 2b = 1 et b + 2a = 0. Comme b = −2a, 5a = 1 don a =
1

5
, puis b = −2

5
,

et y2(x) =
1

5
sin(2x) − 2

5
cos(2x). Finalement, les solutions de l'équation omplète sont les

fontions y : x 7→ 1

2
sin(x)− 1

2
cos(x)+

1

5
sin(2x)− 2

5
cos(2x)+Ke−x

. Allez, ça fait un moment

que je n'ai pas fait joujou ave des traés de ourbes olorées (omme d'habitude, la ourbe

rouge orrespond à K = 0, 'est ii la seule solution périodique de l'équation) :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

11. L'équation homogène assoiée a des solutions de la forme Ke3x. On utilise ensuite le prinipe

de superposition en herhant d'abord une solution à l'équation y′ − 3y = x2ex sous la forme

y1(x) = (ax2 + bx+ c)ex. On a alors y′1(x) = (2ax+ b+ ax2 + bx+ c)ex, don y1 est solution

si ((a−3a)x2+(2a+ b−3b)x+(b+ c−3c))ex = x2ex. Les onditions imposées sont −2a = 1,

don a = −1

2
; 2a − 2b = 0, don b = −1

2
; et b − 2c = 0, don b = −1

4
, e qui donne

y1(x) =

(

−1

2
x2 − 1

2
x− 1

4

)

ex. De même, on herhe une solution à l'équation y′−3y = xe3x

sous la forme y2(x) = (ax2 + bx+ c)e3x (il faut prendre un polyn�me du seond degré ar on

14



est dans le as partiulier où l'exponentielle est la même que elle de l'équation homogène).

On a don y′2(x) = (2ax + b + 3ax2 + 3bx + 3c)e3x, don y2 est solution si ((3a − 3a)x2 +
(2a+3b− 3b)x+ b+3c− 3c)e3x = xe3x. Les seules onditions sont don 2a = 1 et b = 0. On

peut hoisir y2(x) =
1

2
x2e3x, et on en déduit que les solutions de l'équation omplète sont les

fontions x 7→
(

−1

2
x2 − 1

2
x− 1

4

)

ex +

(

1

2
x2 +K

)

e3x. Comme y(0) = −1

4
+K, la solution

reherhée est elle obtenue pour K =
5

4
, soit y(x) =

(

−1

2
x2 − 1

2
x− 1

4

)

ex+

(

1

2
x2 +

5

4

)

e3x.

12. La fontion ch ne s'annulant jamais, ette dernière équation peut se résoudre sur R. Il faut

trouver une primitive de la fontion x 7→ ex − e−x

ex + e−x
. Ce quotient est de la forme

u′

u
, il a don

pour primitive ln(ex + e−x), ou enore (elles ne di�érent que d'une onstante) ln(ch(x)). Les
solutions de l'équation homogène sont don les fontions yh : x 7→ K ch(x), ave K ∈ R. On

va herher une solution partiulière à l'équation omplète de la forme yp(x) = K(x) ch(x),
e qui implique y′p(x) = K ′(x) ch(x) + K(x) sh(x). La fontion est solution de l'équation si

K ′(x) ch(x) =
sh3(x)

ch(x)
, soit K ′(x) =

sh3(x)

ch2(x)
=

(ch2(x)− 1) sh(x)

ch2(x)
= sh(x) − sh(x)

ch2(x)
. On en

déduit qu'on peut prendre K(x) = ch(x) +
1

ch(x)
, soit yp(x) = ch2(x) + 1. Les solutions de

l'équation omplète sont don les fontions y : x 7→ ch2(x) + 1 +K ch(x). Une dernière série

de ourbes pour terminer en beauté l'exerie, de haut en bas les ourbes orrespondant à

K = 2, K = 1, K = 0, K = −1, K = −2, K = −3 et K = −5 :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

5

6

−1

−2

−3

−4

−5

−6

Exerie 9 (***)

1. La normalisation de l'équation impose d'éliminer la valeur x = 0 (le fateur 1+ln2(x) ne pose
pas de problème puisqu'il est stritement positif). De plus, la présene de ln dans l'équation

limite déjà la résolution à R
+
. On va don résoudre notre équation sur l'intervalle ]0,+∞[.

2. Après normalisation, on herhe à résoudre l'équation y′ +
2 ln(x)

x(1 + ln2(x))
=

1

x(1 + ln2(x))
.

La fontion x 7→ 2 ln(x)

x(1 + ln2(x))
étant ontinue sur ]0,+∞[, elle y admet néessairement des
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primitives. Comme elle est de la forme

f ′

f
, ave f(x) = 1 + ln2(x) (qui a bien pour dé-

rivée f ′(x) =
2 ln(x)

x
), on peut prendre omme primitive la fontion x 7→ ln(1 + ln2(x)).

Les solutions de l'équation homogène sont alors toutes les fontions de la forme yh : x 7→
Ke− ln(1+ln2(x)) =

K

1 + ln2(x)
, ave K ∈ R.

3. On va don herher une solution partiulière de (E) sous la forme yp(x) =
K(x)

1 + ln2(x)
, e qui

implique y′p(x) =
K ′(x)(1 + ln2(x))− 2K(x) ln(x)

x

(1 + ln2(x))2
. La fontion est don solution de (E) (en

reprenant la forme initiale de l'équation) si xK ′(x) − 2K(x) ln(x)

1 + ln2(x)
+

2 ln(x)K(x)

1 + ln2(x)
= 1, don

si K ′(x) =
1

x
. On peut hoisir K(x) = ln(x), e qui revient à dire que yp(x) =

ln(x)

1 + ln2(x)
.

4. Les solutions de (E) sont les fontions de la forme y(x) =
ln(x) +K

1 + ln2(x)
, ave K ∈ R.

5. En fatorisant numérateur et dénominateur par ln(x), on peut érire y(x) =
1 + K

ln(x)

ln(x) + 1
ln(x)

et il n'y a plus de forme indéterminée : indépendamment de la valeur de K, on a toujours

lim
x→0

y(x) = 0 et lim
x→+∞

y(x) = 0.

6. La ondition initiale impose K = 1, don y(x) =
ln(x) + 1

1 + ln2(x)
. On notera f ette fontion pour

l'étude de la dernière question.

7. Les limites de f ont déjà été alulée plus haut. De plus, f est dérivable sur ]0,+∞[, de

dérivée f ′(x) =
1+ln2(x)

x
− 2 ln2(x)

x
+ 2 ln(x)

x

(1 + ln2(x))2
=

1− 2 ln(x)− ln2(x)

x(1 + ln2(x))2
. Cette dérivée est du signe

de 1 − 2 ln(x) − ln2(x). En posant X = ln(x), on obtient une équation du seond degré de

disriminant ∆ = 8, admettant pour raines X1 =
2−

√
8

−2
=

√
2 − 1 et X2 =

2 +
√
8

−2
=

−1−
√
2. La dérivée s'annule don lorsque x = e

√
2−1

et x = e−1−
√
2
, et sera positive entre es

deux valeurs. On peut aluler f(e
√
2−1) =

√
2− 1 + 1

1 + (
√
2− 1)2

=

√
2

4− 2
√
2
=

1

2
√
2− 2

=

√
2 + 1

2
.

De même, f(e−
√
2−1) =

−
√
2

4 + 2
√
2

=
1−

√
2

2
. On peut aussi aluler failement les valeurs

f(e) =
1 + 1

1 + 1
= 1, f

(

1

e

)

= 0 et f(1) = 1 si on le souhaite. Voii le tableau de variations de

la fontion :

x 0 e−
√
2−1 e

√
2−1 +∞

f ′(x) − 0 + 0 −

f 0
❍❍❍❥ 1−

√
2

2

�✒
�

�

√
2+1
2 ❍❍❍❥ 0

Une allure de ourbe, en bleu sur la �gure. On a traé dans d'autres ouleurs les allures d'autres

ourbes intégrales assoiées à ette équation, e qui n'était pas demandé dans l'énoné (K = 0
en rouge, K = −2 en orange, K = 2 en violet et K = 4 en marron) :
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0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

−1

−2

Exerie 10 (*)

Sur les intervalles préisés, auun problème : l'équation homogène y′ +
y

x
= 0 a pour solutions

les fontions yh : x 7→ e− ln |x| =
K

x
(quitte à hanger le signe de K et à l'appeler L sur R

−∗
), et on

herhe yp sous la forme

K(x)

x
. On obtient y′p(x) =

xK ′(x)−K(x)

x2
, d'où la ondition

xK ′(x)
x2

=
1

x2
,

on peut prendre K(x) = ln |x|, don les solutions générales sont de la forme y(x) =
K + ln |x|

x
(même formule ave un L au lieu de K sur le deuxième intervalle). Ces fontions ne sont jamais

prolongeables par ontinuité en 0, il n'y a don pas de solution dé�nie sur R. Une allure de quelques

ourbes intégrales de ette équation (omme dans l'exerie préédent, rouge pour K = 0, bleu pour

1, vert pour 2, rose pour 5 et orange pour −2) :
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0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

Exerie 11 (**)

Toutes les solutions sont des fontions dérivables sur R, puisque le membre de droite de l'équation

est dérivable. On peut par ailleurs érire l'équation f(x) = sin(x)+2ex
∫ x

0
e−tf(t) dt, et dériver pour

obtenir f ′(x) = cos(x) + 2ex × e−xf(x) + 2ex
∫ x

0
e−tf(t) dt. En reprenantr l'équation initiale, on

a don f ′(x) = cos(x) + 2f(x) + (f(x) − sin(x)), soit f ′(x) − 3f(x) = cos(x) − sin(x). On est

retombé sur une équation linéaire du premier ordre qu'on sait résoudre. L'équation homogène a

pour solutions yh : x 7→ Ke3x, et on peut herher une solution partiulière de la forme yp(x) =
a sin(x) + b cos(x), e qui donne y′p(x) = a cos(x) − b sin(x). La fontion yp est don solution si

(a− 3b) cos(x)− (b+ 3a) sin(x) = cos(x)− sin(x), e qui fontionne si a− 3b = 1 et b+ 3a = 1, soit

b = −1

5
et a =

2

5
. On peut don prendre yp(x) =

2

5
cos(x)− 1

5
sin(x), e qui donne omme solutions de

l'équation omplète les fontions f(x) =
2

5
cos(x)− 1

5
sin(x)+Ke3x. Le travail n'est pas �ni ar on a

obtenu simplement les fontions f dont la dérivée véri�e une ondition néessaire pour être solutions

du problème initial. Il faut don véri�er par exemple que f(0) prend la valeur donnée par l'équation

initiale pour que nos solutions soient valables. Ii, on doit avoir f(0) = sin(0) +

∫ x

0
ex−tf(t) dt = 0,

don K +
2

5
= 0. Cela impose la valeur K = −2

5
, soit f(x) =

2

5
cos(x)− 1

5
sin(x)− 2

5
e3x. On véri�e

si on le souhaite que ette fontion est e�etivement solution, et 'est don la seule.

Exerie 12 (**)

Posons don z =
√
y (e qui est possible ar y doit être à valeurs positives pour satisfaire

l'équation), on a alors y = z2, don y′ = 2zz′, d'où 2(1 + t2)zz′ = 4tz2 + 4tz. On doit don

avoir, pour les points où z ne s'annule pas, 2(1 + t2)z′ − 4tz = 4t. Il y a une solution partiulière

évidente à ette équation qui est la fontion onstante égale à −1, et l'équation homogène assoiée

z′ − 2t

1 + t2
z = 0 a pour solutions les fontions de la forme t 7→ Keln(1+t2) = K(1 + t2), don on

obtient z(t) = K(1 + t2) − 1, et (quand ela est possible) y(t) = (K(1 + t2) − 1)2. Mais il faut

absolument s'intéresser au signe des fontions obtenues, puisque z ne peut pas prendre de valeurs

négatives quand on a posé z =
√
y, et que même les valeurs d'annulation de z vont poser problème. Si
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K 6 0, la fontion z est toujours négative, on peut oublier e as dans le adre de notre problème. Au

ontraire, si K > 1, la fontion z est toujours stritement positive et la fontion y orrespondante est

don solution de l'équation sur R tout entier. En�n, on onstate que z(t) = 0 si t2 =
1−K

K
, e qui

produit pour deux valeurs opposées de t lorsque K ∈]0, 1[. Dans le as partiulier K = 1, où z(t) = t2

et don y(t) = t4, la fontion z s'annule une seule fois pour t = 0, et y est solution de l'équation sur R

tout entier (on le véri�e failement, la dérivée en 0 étant nulle). Si 0 < K < 1, z et y s'annulent pour

x = ±
√

1−K

K
, et l'équation initiale devient pour les valeurs où y s'annule (1 + t2)y′ = 0, don la

dérivée de y doit s'annuler à es endroits pour que la fontion y reste solution. Or, y′(t) = 2z(t)z′(t)
s'annule toujours aux endroits où y s'annule. Les solutions sont don en fait tout à fait valables sur

les intervalles où z est positive, don sur

]

−∞,−
√

1−K

K

]

et sur

[

√

1−K

K
,+∞

[

. On peut en fait

obtenir d'autres solutions dé�nies sur R en reollant es moreaux ave la fontion nulle, qui est

trivialement solution de l'équation (la dérivée des solutions étant toutjours nulle aux endroits où es

solutions s'annullent, on obtiendra bien des fontions dérivables) : on prend y(t) = (K(1+t2)−1)2 sur

l'intervalle −∞,

[

√

1−K

K

[

puis y(t) = 0 sur

[

−
√

1−K

K
,

√

1− L

L

]

, et en�n y(t) = (L(1+ t2)−1)2

sur

[

√

1− L

L
,+∞

[

. Cei fontionne quelles que soient les valeurs deK et de L stritement omprises

entre 0 et 1.

Regardons tout ela sur un petit graphique. En rouge la solution nulle, en bleu la solution

orrespondant à K = 1 (elle qui s'annule uniquement en 0), en vert K = 2, en rose K = 3

(solutions ne s'annulant pas) ; en orange K =
1

2
, en marron K =

1

4
et en violet K =

3

4
. On peut

ainsi, omme dérit plus haut, onstruire une solution sur R en prenant le moreau de gauhe de la

ourbe marron (jusqu'à la valeur d'annulation négative), en mettant un petit bout de solution rouge

(don égale à 0), et on �nit ave le moreau de droite de la ourbe orange.
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Exerie 13 (**)

Posons don z =
1

y
, on a alors y =

1

z
, don y′ = − z′

z2
, e qui nous donne l'équation−3z′

z2
+
3

z
+

1

z2
=

0, soit en mettant tout au même dénominateur et en simpli�ant par z : 3z′ − 3z = 1. Les solutions

de l'équation homogène sont de la forme Ket, et la fontion onstante égale à −1

3
est solution

partiulière évidente, don z(t) = Ket− 1

3
. Ces fontions ne s'annulent pas lorsque K 6 0 (elles sont

alors toujours négatives), e qui donne des solutions dé�nies sur R pour l'équation initiale de la forme

y(t) =
1

Ket − 1
3

, où K ∈ R
−
. On pourrait s'intéresser au reollement des solutions qui s'annulent
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ave la solution nulle, mais omme e n'est pas demandé, pourquoi se fatiguer ?

Exerie 14 (**)

En posant u =
y′

y
, on a u′ =

y′′y − y′2

y2
, don l'équation devient y2(u′ sin2(x) + 1) = 0. La

fontion y n'ayant pas trop le droit de s'annuler pour que notre hangement de variable soit valable,

on a u′(x) = − 1

sin2 x
= − cos2(x)

tan2(x)
, don u(x) =

1

tan x
+ K (vous pouvez ajouer ette primitive à

votre tableau de primitives usuelles si vous le souhaitez). Revenons à notre hangement de variable :

y′ − uy = 0, don y′ −
(

cos(x)

sin(x)
+K

)

y = 0. L'équation est homogène, il su�t de trouver une

primitive de la fontion x 7→ cos(x)

sin(x)
+ K, on peut prendre ln | sin(x)| + Kx, et obtenir ainsi pour

solutions de l'équation initiale les fontions y(x) = L| sin(x)|e−Kx
. Les plus ourageux pourront se

demander s'il y a des reollements possibles entre di�érentes valeurs des onstantes K et L.

Exerie 15 (*)

On devrait reonnaitre que la fontion y est la fontion tangente. Par la méthode d'Euler ave pas

1

4
, on a y′(0) = 1, don la tangente en 0 a pour équation y = x, don y

(

1

4

)

≃ 1

4
, puis y′

(

1

4

)

≃ 17

16

et. En fait, en notant uk = f

(

k

n

)

, en prenant omme pas

1

n
, on a uk+1 =

1

n
(u2k + 1) + uk ('est

une onséquene de la forme de l'équation di�érentielle). Pour n = 4, on a don u1 =
1

4
, u2 =

17

16
,

u4 ≃ 1.255. Pour n = 10, on a u1 =
1

10
, u2 =

201

1000
puis u10 ≃ 1.396. Sahant que tan 1 ≃ 1.557, les

approximations ne sont pas vraiment extrêmement satisfaisantes.

Exerie 16 (* à ***)

1. L'équation aratéristique r2 + 4 = 0 ayant pour solution 2i et −2i, les solutions de l'équa-

tion homogène sont les fontions yh : x 7→ A cos(2t) + B sin(2t). On herhe une solution

partiulière yp de la forme yp(x) = ax2 + bx + c, on a don y′′p = 2a, et yp est solution si

4ax2 + 4bx + 4c + 2a = x2 − x + 1, soit a =
1

4
, 4b = −1 don b = −1

4
, et 4c + 2a = 1

don c =
1

8
. On obtient �nalement omme solutions de l'équation omplète les fontions

y(x) = A cos(2x) +B sin(2x) +
1

4
x2 − 1

4
x+

1

8
.

2. L'équation aratéristique r2 + r = 0 a pour solution 0 et 1, les solutions homogènes sont

don de la forme y(x) = A + Be−x
('est une fausse équation du seond ordre, on a en

fait une équation du premier ordre en y′), il faut herher une solution partiulière de la

forme yp(x) = (ax2 + bx + c)ex, don y′p(x) = (ax2 + (2a + b)x + (b + c))ex, et y′′p(x) =
(ax2 + (4a + b)x + (2a + 2b + c))ex. Cette fontion est solution si, après simpli�ation par

ex, 2ax2 + (6a + 2b)x + 2a + 3b + 2c = 4x2, e qui nous donne a = 2, 6a + 2b = 0 don

b = −6, et 2a + 3b + 2c = 0 don c = 7. On a don des solutions générales de la forme

y(x) = A + Be−x + (2x2 − 6x + 7)ex. Si on impose de plus y(0) = A + B + 7 = e et

y′(0) = −B + 1 = 0, on obtient B = 1 et A = e− 8, et la solution est bien unique.
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3. L'équation homogène a pour équation aratéristique r2 + r+2 = 0, dont le disriminant est

∆ = 1− 8 = −7, et les solutions r1 = −1

2
+

i
√
7

2
, et r1 = −1

2
− i

√
7

2
. Les solutions sont don

de la forme yh(x) =

(

A cos

(√
7x

2

)

+B sin

(√
7x

2

))

e−
x

2
. Pour la solution partiulière,

on va herher sous la forme yp(x) = (ax + b)ex, don y′p(x) = (ax + a + b)ex et y′′p(x) =

(ax+2a+b)ex, qui est solution si 4ax+3a+4b = 8x+1, soit a = 2 et b = −5

4
. Les solutions de

l'équation omplète sont don les fontions y : x 7→
(

A cos

(√
7x

2

)

+B sin

(√
7x

2

))

e−
x

2 +

(

2x− 5

4

)

ex.

4. Ii, l'équation aratéristique r2 − 1 = 0 a pour solution −1 et 1, don les solutions de

l'équation homogène sont les fontions yh : x 7→ Aex + Be−x
. Pour la solution partiulière,

utilisons le prinipe de superposition : omme sh(x) =
ex

2
− e−x

2
, on va herher une solution

partiulière ave seond membre

ex

2
, puis

e−x

2
. Dans les deux as, l'exposant de l'exponentielle

est raine de l'équation aratéristique, il faut don prendre un polynome de degré 1 en

fateur. Posons don y1(x) = (ax + b)ex, on a y′′1(x) = (ax + 2a + b)ex, et y1 est solution

pour

ex

2
si a =

1

4
(et on prend par exemple b = 0) don y1(x) =

1

4
xex. De même, on

obtient y2(x) = −1

4
xe−x

, don en faisant la di�érene des deux, une solution partiulière de

l'équation omplète est yp : x 7→ 1

2
x ch(x). Finalement, nos solutions de l'équation omplète

sont les fontions y(x) = Aex +Be−x +
1

2
x ch(x).

5. L'équation aratéristique a pour raines évidentes r1 = 1 et r2 = 2, don les solutions de

l'équation homogène sont de la forme Aet + Be2t. Il faut herher yp de la forme (at3 +
bt2 + ct + d)et (un peu de ourage !), don y′p(t) = (at3 + (3a + b)t2 + (2b + c)t + c + d)et

et y′′p(t) = at3 + (6a + b)t2 + (6a + 4b + c)t + 2b + 2c + d)et. Cette fontion est solution si

(a−3a+2a)t3+(6a+b−9a−3b+2b)t2+(6a+4b+c−6b−3c+2c)t+2b+2c+d−3c−3d+2d =
−3t2+10t−7, soit −3at2+(6a−2b)t+2b−c = −3t2+10t−7. On obtient a = 1, 6a−2b = 10
don b = −2, et 2b− c = −7 don c = 3. Les solutions de l'équation omplète sont de la forme

y(t) = (t3 − 2t2 + 3t+A)et +Be2t.

6. L'équation aratéristique r2 − 2r + 5 a pour disriminant ∆ = 4 − 20 = (4i)2 et pour

raines r1 = 1+ 2i et r2 = 1− 2i, don les solutions de l'équation homogène sont de la forme

t 7→ (A cos(2t)+B sin(2t))et. Pour la solution partiulière, on va en herher une de l'équation

omplexe y′′ − 2y′ + 5y = 4ete2it = 4e(1+2i)t
sous la forme yc(t) = (at+ b)e(1+2i)t

. On a don

y′c(t) = ((a + 2ia)t + b + 2ib + a)e(1+2i)t
et y′′c (t) = ((a + 4ia − 4a)t + b + 2ib + a + 2ib −

4b+ 2ia+ a+ 2ia)e(1+2i)t
. On a une solution si (a+ 4ia− 4a− 2a− 4ia+ 5a)t− 3b+ 4ib+

2a+4ia− 2b− 4ib− 2a+5b = 4, soit a = −i (quelle simpli�ation spetaulaire !), don une

solution partiulière est la fontion yc(t) = −ite(1+2i)t = −iet(cos(2t)+ sin(2t)). Pour obtenir
une solution partiulière yp de notre équation initiale, il su�t de prendre la partie imaginaire

de la préédente : yp(t) = −t cos(2t)et. On obtient �nalement pour solutions de l'équation

omplète les fontions de la forme y(t) = ((A − t) cos(2t) + B sin(2t))et. Je ne donne qu'un

exemple de ourbes intégrales pour ette dernière équation, ave deux onstantes qui peuvent

varier indépendemment, 'est beauoup moins intéressant que dans le as des équations du

premier ordre, mais ça donne une vague idée des allures possibles (ii les six ourbes possibles

en donnant aux deux onstantes les valeurs 0 et 1 pour A, et −1, 0 et 1 pour B ; ave plus de

ourbes ça devient illisible) :
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Exerie 17 (**)

On pose don y(x) = z(ln(x)) (puisqu'on herhe des solutions sur R
+∗
, 'est toujours possible),

d'où y′(x) =
1

x
z′(ln(x)) et y′′(x) = − 1

x2
z′(ln(x))+

1

x2
z′′(ln(x)). L'équation devient alors −z′(ln(x))+

z′′(ln(x)) + 3z′(ln(x)) + z(ln(x)) =
1

x2
, soit en posant t = ln(x), z′′ + 2z′ + z = e−2t

. L'équation

aratéristique assoiée r2 + 2r + 1 = 0 a pour raine double −1, don les solutions de l'équation

homogène sont de la forme zh(t) = (A+Bt)e−t
, et une solution partiulière sera de la forme Ke−2t

,

ave 4K−4K+K = 1, don K = 1 onvient, soit zp(t) = e−2t
. On a don omme solutions générales

les fontions z(t) = (A+Bt)e−t+e−2t
, d'où on tire en remplaçant t par ln(x), y(x) =

A+B lnx

x
+

1

x2
.

En imposant y(1) = y′(1) = 0, on a A + 1 = −A + B − 2 = 0, d'où A = −1 et B = 1. La seule

fontion solution de e problème est don la fontion x 7→ x lnx− x+ 1

x2
.

Exerie 18 (***)

1. On peut normaliser ette équation linéaire du premier ordre pour la mettre sous la forme

y′ − 2

x
y = 1. La fontion x 7→ −2

x
est dé�nie et ontinue sur I don y admet des primitives.

L'une d'elles étant x 7→ −2 ln(x), les solutions de l'équation homogène assoiée à l'équation

qu'on nous demande de résoudre sont de la forme yh : x 7→ Ke2 ln(x) = Kx2, ave K ∈ R.

Reste à trouver une solution partiulière de l'équation, qu'on va herher sous la forme yp : x 7→
K(x)x2 (méthode de variation de la onstante). On aura don y′p(x) = K ′(x)x2+2xK(x), et yp
sera solution de notre équation omplète si et seulement si K ′(x)x2 +2xK(x)− 2K(x)x = 1,

'est-à-dire si K ′(x) =
1

x2
. On peut don hoisir K(x) = −1

x
, e qui revient à dire que

yp(x) = −x. Toutes les solutions de l'équation omplète sont don les fontions de la forme

y : x 7→ Kx2 − x, ave K ∈ R.

Étudions le signe de es solutions sur l'intervalle ]0,+∞[ : siK 6 0, pas grand hose à signaler,

la fontion y est tout le temps négative (et en partiulier n'est pas toujours stritement positive

puisqu'elle ne l'est jamais !). SiK > 0, la fontion est ontinue et s'annule lorsqueKx2−x = 0,

don pour x =
1

K
(qui appartient bien à I puisqu'on a supposé K > 0). La fontion est alors
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négative sur

]

0,
1

K

]

, et don pas non plus stritement positive sur I.

2. On utilise bien sûr la même méthode qu'à la question préédente : la normalisation donne ette

fois l'équation équivalente y′+
2

x
y = 1, et les solutions de l'équation homogène sont de la forme

yh : x 7→ Le−2 ln(x) =
L

x2
, ave L ∈ R. On herhe à nouveau une solution partiulière via

variation de la onstante : yp(x) =
L(x)

x2
, don y′p(x) =

x2L′(x)− 2xL(x)

x4
=

xL′(x)− 2L(x)

x3
,

et yp est solution de notre équation omplète si

xL′(x)− 2L(x)

x3
+

2L(x)

x3
= 1, soit

L′(x)
x2

= 1.

On doit don avoir L′(x) = x2, e qui sera le as en prenant par exemple L(x) =
x3

3
, e qui

donne yp(x) =
x

3
. Les solutions de l'équation omplète sont don les fontions de la forme

y : x 7→ L

x2
+

x

3
, ave L ∈ R.

Ces fontions sont toujours positives sur I si L > 0, et dans le as où L < 0, elles s'annulent
lorsque

3
√
−3L (nombre qui est bien positif) et sont positives après avoir passé ette valeur.

En partiulier, auune solution de l'équation n'est toujours stritement négative (une autre

façon de prouver les hoses est de onstater que toutes es solutions ont une limite égale à

+∞ quand x tend vers +∞, e qui est di�ilement possible pour une fontion stritement

négative).

3. (a) Puisque y0 est solution de l'équation (E), elle véri�e y′0 − 2

x
|y0| = 1, ou enore y′0 =

2

x
|y0|+1. Autrement dit, on a a toujours y′0 > 1 sur l'intervalle I, e qui su�t évidemment

à assurer la strite roissane de y0.

(b) Supposons don que y0 soit toujours de même signe sur l'intervalle I. Si elle est toujours

stritement positive sur I, alors on a toujours |y0| = y0, et y0 est don solution sur I

de l'équation xy′ − 2y = 1, tout en étant toujours stritement positive. C'est impossible

d'après la question 1. De même, si y0 était stritement négative sur tout l'intervalle I,

elle serait solution sur tout et intervalle de l'équation xy′ + 2y = 1 tout en étant stri-

tement négative, e qui est impossible d'après la question 2. La fontion y0 s'annule don

néessairement sur l'intervalle I.

() La fontion y0 étant stritement roissante et ontinue sur I, elle est bijetive de I vers

un intervalle ontenant 0 (puisque la question préédente a prouvé que y0 s'annulait né-

essairement sur I). L'équation y0(x) = 0 ne peut don avoir qu'une seule solution.

(d) La fontion y0 étant stritement roissante, elle sera négative sur l'intervalle ]0, x0[. Elle
est don solution sur et intervalle de l'équation xy′+2y = x, et don de la forme y0(x) =
L

x2
+

x

3
sur et intervalle (qui est inlus dans l'intervalle I). Comme elle doit par ailleurs

véri�er y0(x0) = 0, on doit avoir

L

x20
+

x0

3
= 0, soit L = −x30

3
(l'expression de la fontion

reste valable pour x = x0 par ontinuité de la fontion y0). Autrement dit, sur l'intervalle

]0, x0[, on aura y0(x) =
x

3
− x30
3x2

=
x3 − x30
3x2

. On proède de même sur l'intervalle ]x0,+∞[ :

la fontion y0 y est positive don solution de l'équation xy′ − 2y = x, et don de la forme

y0(x) = Kx2 − x. L'annulation de la fontion en x0 impose K =
1

x0
et donne don la

formule attendue y0(x) =
x2

x0
− x.

4. (a) Par dé�nition, y0(1) = 0, don en remplaçant x par 1 dans l'équation (E) on doit avoir

y′(1) = 1. On peut bien sûr aussi reprendre les deux expressions obtenues à la question
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préédente : sur ]0, 1], on a y0(x) =
x3 − 1

3x2
, don y′0(x) =

9x4 − 6x(x3 − 1)

9x4
=

x3 + 2

3x3
,

dont on déduit que la dérivée à gauhe de la fontion y0 en 1 vaut 1 (attention, l'expression
n'étant valable que sur un intervalle dont 1 est la borne supérieure, on ne peut rien en

déduire pour l'instant sur e qui se passera à droite de 1, et don sur la dérivabilité de

y0 en 1). De même, sur [1,+∞[, y0(x) = x2 − x, don y′0(x) = 2x − 1, e qui donne une

dérivée à droite en 1 égale à 1. Les dérivées à gauhe et à droite de y0 en 1 étant égales,

la fontion y0 est bien dérivable en 1, et y′0(1) = 1.

(b) En utilisant les expressions rappelées à la question préédente, on alule sans auune

di�ulté lim
x→0

y0(x) = lim
x→0

x3 − 1

x2
= −∞ et lim

x→+∞
y0(x) = lim

x→+∞
x2 − x = +∞. De plus, on

a, sur l'intervalle [1,+∞[,
y0(x)

x
= x− 1, e qui implique évidemment que lim

x→+∞
y0(x)

x
=

+∞ (e dernier alul de limite prouve tehniquement que la ourbe représentative qu'on

traera un peu plus loin ne peut pas avoir d'asymptote oblique en +∞, ar la fontion

y0 roît plus vite que n'importe quelle fontion a�ne, on parle tehniquement de branhe

parabolique de diretion (Oy), mais e genre d'étude n'est pas à votre programme).

() On peut bien sûr partir des expressions obtenues plus haut pour y′0 sur haque intervalle :

sur ]0, 1[, y′0(x) =
1

3
+

2

3x3
, don y′′0(x) = − 2

x4
, expression qui est bien entendue stritement

négative sur tout l'intervalle ]0, 1[. Sur ]1,+∞[, on aura ette fois y′0(x) = 2x − 1, don
tout simplement y′′0(x) = 2, e qui est stritement positif. Remarquons en passant que la

fontion y0 n'est pas dérivable deux fois sur tout l'intervalle I, ar les limites distintes de

y′′0 à gauhe et à droite quand x tend vers 1 empêhent y′0 d'être dérivable en 1.

(d) Voii une allure de ourbe, ave la tangente de pente 1 au point d'annulation :

0 1 2 3 4
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Exerie 19 (**)

1. Faisons don e que l'énoné nous onseille, en posant y(t) = z(t)e−t2
(on peut toujours

puisque e−t2
ne s'annule jamais), on a alors y′(t) = (z′(t)− 2tz(t))e−t2

, puis y′′(t) = (z′′(t)−
2z(t)− 2tz′(t))e−t2 − 2t(z′(t)− 2tz(t))e−t2 = (z′′(t)− 4tz′(t) + (4t2 − 2)z(t))e−t2

. L'équation

initiale devient alors, en supprimant le e−t2
en fateur de tous les termes (et qui ne s'annule

jamais), z′′ − 4tz′ + (4t2 − 2)z + 4tz′ − 8t2z + (11 + 4t2)z = 0, soit z′′ + 9z = 0. Voilà une

équation plus sympathique, dont l'équation aratéristique r2 + 9 = 0 a pour solutions 3i et
−3i. Les solutions sont don de la forme A cos(3t)+B sin(3t), dont on déduit les solutions de

l'équation initiale : y(t) = (A cos(3t) +B sin(3t))e−t2
, ave (A,B) ∈ R

2
.

2. On peut toujours poser z(x) = ey(x), e qui donnera une fontion toujours dérivable. Bien sûr,

omme y(x) = ln(z(x)), on aura y′(x) =
z′(x)
z(x)

, et on introduit ette dérivée dans l'équation

initiale pour la transformer en xz′(x) − 2z(x) = −x2, ou enore après normalisation z′(x) −
2

x
z(x) = −x. On reonnait une équation di�érentielle linéaire du premier ordre, les solutions

de l'équation homogène assoiée sont de la forme zh : x 7→ Ke2 ln(x) = Kx2, ave K ∈ R. On

herhe une solution partiulière sous la forme zp(x) = K(x)x2 (variation de la onstante),

e qui implique z′(x) = K ′(x)x2 + 2xK(x). La fontion zp est don solution si x3K ′(x) +

2x2K(x) − 2x2K(x) = −x2, soit K ′(x) = −1

x
. On peut don prendre K(x) = − ln(x), soit

zp(x) = −x2 ln(x). Les solutions de ette équation sont don toutes les fontions de la forme

z : x 7→ x2(K − ln(x)), ave K ∈ R. Les fontions z sont toujours stritement positives sur

]0, 1[ lorsque K > 0, par ontre elles s'annulent quand ln(x) = K, don x = eK , lorsque

K < 0. Les fontions y solutions de l'équation initiale sur tout l'intervalle ]0, 1[ sont don les
fontions de la forme x 7→ ln(x2(K − ln(x))) = 2 ln(x) + ln(K − ln(x)), ave K ∈ [0,+∞[.
Ci-dessous, quelques ourbes intégrales orrespondant à es solutions (K = 0 en bleu, K = 1
en violet, K = 2 en rouge, K = 3 en orange, K = 4 en marron, K = 5 en vert, K = 10 en

rose) :

0 1

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5
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3. Posons don z(x) = xy(x), ou plut�t y(x) =
z(x)

x
, e qu'on peut faire sans di�ulté sur

l'intervalle de résolution imposé. On alule alors y′(x) =
xz′(x)− z(x)

x2
=

z′(x)
x

− z(x)

x2
,

puis y′′(x) =
x2(z′(x) + xz′′(x)− z′(x))− 2x(xz′(x)− z(x))

x4
=

z′′(x)
x

− 2z′(x)
x2

+
2z(x)

x3
. On

reporte tout ça dans notre équation : z′′(x)− 2z′(x)
x

+
2z(x)

x2
+

(2x+ 1)z′(x)
x

− (2x+ 1)z(x)

x2
+

(x+ 2)z(x)

x
= 0, soit z′′(x) + 2z′(x) + z(x) = 0 après des simpli�ations partiulièrement

sympathiques. L'équation di�érentielle du seond ordre obtenue est à oe�ients onstants,

elle a pour équation aratéristique r2+2r+1 = 0, qui admet une unique raine double r = −1.
Ses solutions sont don les fontions de la forme z : x 7→ (Ax+B)e−x

, ave (A,B) ∈ R
2
. Auun

problème pour remonter le hangement d'inonnue ii, les solutions de l'équation initiale sont

toutes les fontions de la forme y : x 7→
(

A+
B

x

)

e−x
, ave (A,B) ∈ R

2
.

4. Enore une fois, le hangement proposé ne pose auun problème sur l'intervalle hoisi. On

aura don y(t) = tz(t), puis y′(t) = z(t) + tz′(t), et y′′(t) = 2z′(t) + tz′′(t). On met tout ça

dans l'équation : 2t2z′+ t3z′′− 2tz− 2t2z′ +2tz− t3z = 0, soit z′′− z = 0 après simpli�ation

des t3 qui ne s'annulent pas sur ]0,+∞[. Même pas besoin de aluls pour résoudre ette

dernière équation : z(t) = Aet + Be−t
, ave (A,B) ∈ R

2
, don y(t) = Atet + Bte−t

, ave

(A,B) ∈ R
2
.

5. Comme on ne peut pas exprimer diretement y en fontions de z pour elle-i, il va falloir

ruser un peu pour remplaer dans l'équation initiale en ne faisant apparaitre que l'inonnue z.

Le membre de droite ne va évidemment poser auun problème puisqu'il est simplement égal à

z(x). Reste don à exprimer x3y′′(x) uniquement en fontion de z et de ses dérivées. Pour ela

partons de y′(x) =
y(x)

x
− z(x)

x
et dérivons : y′′(x) =

xy′(x)− y(x)

x2
− xz′(x)− z(x)

x2
= −z′(x)

x2
puisque le numérateur de la première fration est simplement égal à −z(x). Finalement,

x3y′′(x) = −x2z′(x), et l'équation initiale se transforme en −x2z′ = z, soit en normalisant

z′ +
1

x2
z = 0. On a sous les yeux une équation homogène linéaire du premier ordre, la

fontion x 7→ 1

x2
est ontinue sur ]0,+∞[ et y admet pour primitive x 7→ −1

x
. Les solutions

de l'équation sont don les fontions de la forme z : x 7→ Ke
1
x
, ave K ∈ R.

On est loin d'en avoir terminé ave les aluls, on sait maintenant que y − xy′ = Ke
1
x
, soit

y′ − 1

x
y = −K

x
e

1
x
. Cette nouvelle équation linéaire du premier ordre a pour solutions de

l'équation homogène assoiée les fontions yh : x 7→ Leln(x) = Lx, ave L ∈ R. Cherhons une

solution partiulière sous la forme yp(x) = xL(x) (variation de la onstante), e qui donne

y′p(x) = L(x) + xL′(x), la fontion yp est don solution de l'équation omplète si xL′(x) =

−K

x
e

1
x
, don L′(x) = −K

x2
e

1
x
. Coup de hane, on reonnait une dérivée de omposée de

façon évidente, on peut don prendre L(x) = Ke
1
x
, soit yp(x) = Kxe

1
x
. Il ne reste plus qu'à

onlure : les fontions solutions de l'équation initiale sont toutes les fontions de la forme

y : x 7→ Lx+Kxe
1
x
, ave (K,L) ∈ R

2
.

Exerie 20 (***)

1. Posons don y(x) = z(t) = z

(

1

x

)

, et dérivons deux fois pour obtenir y′(x) = − 1

x2
z′
(

1

x

)

,

puis y′′(x) =
2

x3
z′
(

1

x

)

+
1

x4
z′′
(

1

x

)

. Si on remplae tout dans l'équation initiale, on obtient
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2z′(t)
t

+ z′′(t) − 2z′(t)
t

− z(t) = et, soit z′′(t) − z(t) = et. Cette équation du seond ordre

à oe�ients onstants se résout de façon tout à fait lassique : les solutions de l'équation

homogène assoiée sont les fontions de la forme zh : t 7→ Aet +Be−t
, ave (A,B) ∈ R

2
(pas

besoin d'équation aratéristique ii, 'est un résultat qu'on onait par oeur). Il faut tout

de même faire attention à herher une solution partiulière sous la forme zp(t) = (at + b)et

(augmentation du degré néessaire puisque 1 est raine de l'équation aratéristique qu'on

n'a pas érite), e qui donne z′p(t) = (at+ a+ b)et, puis z′′p(t) = (at+ 2a+ b)et. La fontion

zp est solution de l'équation si at+2a+ b− at− b = 1, don si a =
1

2
(et par exemple b = 0).

Autrement dit, zp : t 7→
1

2
tet est solution partiulière, et les solutions de l'équation sont toutes

les fontions de la forme z : t 7→
(

1

2
t+A

)

et +Be−t
, ave (A,B) ∈ R

2
. Il ne reste plus qu'à

hanger la variable pour onlure : y(x) =

(

1

2x
+A

)

e
1
x +Be−

1
x
, ave (A,B) ∈ R

2
.

2. L'indiation de l'énoné suppose qu'on travaille sur R
+
. De toute façon, la normalisation

de l'équation obligera à enlever la valeur x = 0. Posons don y(x) = z(
√
x), e qui donne

y′(x) =
1

2
√
x
z′(

√
x), puis y′′(x) = − 1

4x
√
x
z′(

√
x) +

1

4x
z′′(

√
x). L'équation initiale peut alors

s'érire − 1√
x
z′(

√
x)+ z′′(

√
x)+

1√
x
z′(

√
x)− z(

√
x) = 0, soit z′′(t)− z(t) = 0. Cette équation

homogène a oe�ients onstants a pour équation aratéristique r2 − 1 = 0, et les fontions
solutions sont don z : t 7→ Aet +Be−t

. On en déduit que y(x) = Ae
√
x +Be−

√
x
.

Les plus ourageux regarderont e qui se passe sur R
−∗
, où on pose ette fois t =

√
−x et on

obtient par un alul très similaire à elui e�etué i-dessus z′′ + z = 0, e qui donne alors

y(x) = C cos(
√
−x) +D sin(

√
−x). Existe-t-il des solutions dé�nies sur R tout entier ? Oui,

on peut reoller les deux types de solution quand C =
A+B

2
(pour avoir la même valeur

de y en 0), et D =
A−B

2
(pour avoir la même dérivée en 0). En fait, on aura dans e as

y(x) = C ch(x) +D sh(x) sur [0;+∞[.

3. On peut résoudre ette équation sur R en posant y(x) = z(arctan(x)), e qui implique

y′(x) =
1

1 + x2
z′(arctan(x)) puis y′′(x) =

1

(1 + x2)2
z′′(arctan(x)) − 2x

(1 + x2)2
z′(arctan(x)).

En remplaçant dans l'équation initiale, z′′(arctan(x)) − 2xz′(arctan(x)) + 2xz′(arctan(x)) +
4z(arctan(x)) = 0, soit z′′(t) + 4z(t) = 0. On résout sans di�ulté l'équation aratéris-

tique r2 + 4 = 0 (solutions 2i et −2i) pour prouver que z(t) = A cos(2t) + B sin(2t), don
y(x) = A cos(2 arctan(x)) + B sin(2 arctan(x)) (pour les plus ourageux, on peut simpli�er

es expressions). Quelques exemples de ourbes intégrales de ette équation (enore une fois,

ça n'a pas grand intérêt) :
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0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

4. Faisons don : y(x) = z(ln(x)) implique y′(x) =
1

x
z′(ln(x)) puis y′′(x) =

1

x2
z′′(ln(x)) −

1

x2
z′(ln(x)), don en reportant dans l'équation initiale z′′(ln(x)) − z′(ln(x)) + 3z′(ln(x)) +

z(ln(x)) = x2, soit z′′(t)+2z′(t)+ z(t) = e2t. L'équation aratéristique r2+2r+1 admet −1
omme raine double don les solutions de l'équation homogène sont les fontions zh : t 7→
(A +Bt)e−t

. On herhe une solution partiulière sous la forme zp(t) = Ke2t. On aura alors

z′p(t) = 2Ke2t, puis z′′(t) = 4Ke2t, don on veut 4K+4K+K = 1, soit K =
1

9
. Les solutions

de l'équation omplète sont don les fontions z : t 7→ (A+Bt)e−t +
1

9
e2t. On retrouve alors

y(x) =
A+B ln(x)

x
+

1

9
x2. Pour hanger un peu, essayons de traer les ourbes intégrales

orrespondant aux solutions prenant une valeur partiulière, par exemple y(2) = 0, e qui

implique

A+B ln(2)

2
+

4

9
= 0, soit A = −8

9
−B ln(2). On obtient e genre de ourbes :

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

5. Il faut don poser y(x) = z(sin(x)) et dériver deux fois : y′(x) = cos(x)z′(sin(x)), puis y′′(x) =
− sin(x)z′(sin(x)) + cos2(x)z′′(sin(x)) = −tz′(t) + (1− t2)z′′(t). On remarque en passant que

y′ tan(x) = sin(x)z′(sin(x)) = tz′(t), et − cos2(x)y(x) = (sin2(x)− 1)y(x) = (t2 − 1)z(t). On
peut don tout remplaer dans l'équation initiale : −tz′+(1− t2)z′′ + tz′+(t2 − 1)z = 0, soit
z′′−z = 0 en simpli�ant par 1−t2 (qui ne s'annule jamais sur l'intervalle hoisi). On en déduit

immédiatement que z(t) = Aet + Be−t
ave (A,B) ∈ R

2
, don y(x) = Aesin(x) + Be− sin(x)

,

ave (A,B) ∈ R
2
.
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Exerie 21 (***)

Comme f ′(x) = 2f(−x) + x, f ′
est elle-même dérivable, et f est deux fois dérivable. Dérivons

don l'équation, on obtient f ′′(x) = −2f ′(−x)+1 = −2(2f(x)−x)+1 = −4f(x)+2x+1. La fontion
f est don solution de l'équation di�érentielle f ′′ + 4f = 2x + 1, qui se résout sans di�ulté : les

solutions homogènes sont de la forme A cos(2x) +B sin(2x) et une solution partiulière évidente est

la fontion x 7→ 2x+ 1

4
, don f(x) = A cos(2x) +B sin(2x) +

x

2
+

1

4
. Reste à véri�er si les fontions

obtenues sont e�etivement solutions du problème posé (la dérivation a transformé notre équation

en une équation qui n'a auune raison d'être équivalente). Ave la formule obtenue pour f , on alule

f ′(x) = −2A sin(2x) + 2B cos(2x) +
1

2
, puis f ′(x)− 2f(−x)− x = −2A sin(2x) + 2B cos(2x) +

1

2
−

2A cos(2x) + 2B sin(2x) + x− 1

2
− x = 2(B − A)(cos(2x) − sin(2x)). Si on veut que f soit solution

du problème initial, il faut que ette expression s'annule, e qui ne sera le as que si B = A. Les

solutions au problème posé sont don les fontions de la forme f(x) = A(cos(2x)+ sin(2x))+
x

2
+

1

4
.

Exerie 22 (***)

Commençons par remarquer qu'en prenant x = y = 0, on a 2f(0) = 2f(0)2, don f(0) ne peut

prendre que les valeurs 0 et 1. Mais si f(0) = 0, on a ∀x ∈ R, en prenant y = 0, 2f(x) = 0,
don f est la fontion nulle. Pour la suite, on peut supposer que f(0) = 1. Fixons désormais y et

dérivons par rapport à x, on obtient f ′(x+ y) + f ′(x− y) = 2f(y)f ′(x), puis en dérivant à nouveau

f ′′(x + y) + f ′′(x − y) = 2f(y)f ′′(x). De même, en dérivant deux fois par rapport à y, on obtient

f ′′(x + y) + f ′′(x − y) = 2f(x)f ′′(y) (il y a deux hangements de signe qui se ompensent quand

on dérive deux fois f(x − y)). Puisque le membre de gauhe est le même dans les deux équations,

on en déduit que ∀(x, y) ∈ R
2
, f ′′(x)f(y) = f(x)f ′′(y), soit en posant y = 0, f ′′(x) = Kf(x), ave

K = f ′′(0).

SiK = 0, les solutions possibles sont de la forme f(x) = ax+b, ave b = 1 puisque f(0) = 1. Pour
véri�er l'équationn fontionnelle, on doit alors avoir a(x+ y)+ 1+ a(x− y)+ 1 = 2(ay+1)(ax+1),
soit 2(ax+1) = 2(a2xy+ax+ay+1). Cette équation est véri�ée si ax(ay+1) = 0 quelles que soient

les valeurs de x et y, e qui impose manifestement a = 0. On trouve don omme solution possible

la fontion onstante égale à 1.

Si K > 0, l'équation f ′′ = Kf a pour équation aratéristique r2 −K = 0, qui a deux solutions

réelles ±
√
K, f est alors de la forme AeLx +Be−Lx

, où L =
√
K > 0. La ondition f(0) = 1 impose

A + B = 1, et l'équation fontionnelle devient AeLx+Ly + Be−Lx−Ly + AeLx−Ly + Be−Lx+Ly =
2(AeLx + Be−Lx)(AeLy + Be−Ly) = 2(A2eLx+Ly + ABeLx−Ly + ABe−Lx+Ly + B2e−Lx−Ly). Cela

fontionne bien si 2A2 = A, 2AB = A = B et 2B2 = B, e qui donne A = B =
1

2
(seule possibilité

ompatible ave A+B = 1). On obtient alors f(x) =
eLx + e−Lx

2
= ch(Lx) = ch(

√
Kx).

En�n, si K < 0, l'équation aratéristique a pour solutions i
√
−K et −i

√
−K, don en notant

L =
√
−K, on aura f(x) = A cos(Lx) + B sin(Lx). La ondition f(0) = 1 impose immédiatement

A = 1, puis l'équation devient, en posant par exemple y = 0, 2 cos(x) + 2B sin(x) = 2 cos(x),
e qui impose assez lairement B = 0. On obtient une dernière famille de solutions de la forme

f(x) = cos(Lx) = cos(
√
−Kx).

Exerie 23 (***)

1. Pour que f puisse véri�er l'équation de départ, il faut ertainement qu'elle soit dérivable sur

R
+∗
. Réérivons ette équation un peu di�éremment : 2f ′(x) =

1

x2
f

(

1

x

)

− 1. Le membre
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de droite est obtenu omme produit et omposée de fontions dérivables, don il onstitue

une fontion dérivable, e qui prouve que f ′
est dérivable. La fontion f est don deux fois

dérivable.

2. Pour obtenir du seond ordre, dérivons l'équation de départ : − 1

x2
f ′
(

1

x

)

= 2x(2f ′(x)+1)+

2x2f ′′(x). Reste à exprimer le membre de gauhe plus simplement. Pour ela, on reprend la

relation obtenue dans la première question pour 2f ′(x) et on l'applique à

1

x
(attention à bien

modi�er également le

1

x2
à droite) : 2f ′

(

1

x

)

= x2f(x)− 1. On peut remplaer pour obtenir

− 1

x2
× x2f(x)− 1

2
= 4xf ′(x)+2x+2x2f ′′(x), soit −1

2
f(x)+

1

2x2
= 4xf ′(x)+2x+2x2f ′′(x).

La fontion f est don solution de l'équation linéaire 2x2f ′′ + 4xf ′ +
1

2
f =

1

2x2
− 2x.

3. Autrement dit, on pose f(x) = g(ln(x)), e qui est toujours possible sur R
+∗
. On peut alors

dériver deux fois : f ′(x) =
1

x
g′(ln(x)), puis f ′′(x) =

1

x2
g′′(ln(x)) − 1

x2
g′(ln(x)). Remettons

tout ça dans l'équation obtenue à la question préédente : 2g′′(ln(x))−2g′(ln(x))+4g′(ln(x))+
1

2
g(ln(x)) =

1

2x2
− 2x. En posant t = ln(x), soit x = et, la fontion g est don solution de

l'équation à oe�ients onstants 2g′′(t) + 2g′(t) +
1

2
g(t) =

1

2
e−2t − 2et.

4. L'équation aratéristique assoiée à l'équation homogène est 2r2 + 2r +
1

2
= 0, qui a pour

disriminant ∆ = 4 − 4 = 0, et admet don pour raine double r = −1

2
. Les solutions

de l'équation homogène sont don les fontions gh : t 7→ (A + Bt)e−
t

2
. Pour déterminer une

solution partiulière de l'équation omplète, utilisons le prinipe de superposition. On herhe

d'abord une solution à l'équation 2g′′ + 2g′ +
1

2
g =

1

2
e−2t

sous la forme y1(t) = ae−2t
. Cela

implique y′1(t) = −2ae−2t
et y′′1 (t) = 4ae−2t

, don y1 est solution si 8ae−2t−4ae−2t+
a

2
e−2t =

1

2
e−2t

, soit a =
1

9
. De même, on herhe une solution à l'équation 2g′′ + 2g′ +

1

2
g = 2et sous

la forme y2(t) = bet, ave ette fois la ondition 2b+ 2b +
1

2
b = 2, don b =

4

9
. Une solution

partiulière de l'équation est don donnée par gp(t) =
1

9
e−2t − 4

9
et, et les solutions omplètes

de l'équation sont les fontions g : t 7→ (A+Bt)e−
t

2 +
1

9
e−2t − 4

9
et.

5. En remontant le hangement de variables e�etué, on doit avoir f(x) = g(ln(x)) =
A+B ln(x)√

x
+

1

9x2
− 4

9
x.

6. Comme on a travaillé uniquement par impliations, il reste à véri�er si les fontions obtenues

sont vraiment solutions du problème. D'un �té, on a f

(

1

x

)

=
√
x(A−B ln(x))+

x2

9
− 4

9x
; de

l'autre f ′(x) =
B√
x
− A+B ln(x)

2
√
x

x
− 2

9x3
−4

9
=

2B −A−B ln(x)

2x
√
x

− 2

9x3
−4

9
, don x2(2f ′(x)+1) =

√
x(2B−A−B ln(x))− 4

9x
− 8

9
x2+x2 =

√
x(2B−A−B ln(x))− 4

9x
+
x2

9
. Les deux expressions

oinident à l'unique ondition que 2B − A = A, soit A = B. Les fontions solutions du

problème initial sont don toutes les fontions f : x 7→ A(1 + ln(x))√
x

+
1

9x2
− 4

9
x.

Et même si e n'était pas demandé, on peut traer quelques allures de ourbes, ii en noir

la ourbe orrespondant à A = 0, en rouge A = 1, en bleu A = 2, en orange A = 3, en
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vert A = 5, en rose A = −2. Toutes les ourbes passent par un point ommun pour x =
1

e

(puisqu'alors 1 + ln(x) = 0), d'ordonnée
e2

9
− 4

9e
≃ 0.66.
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Exerie 24 (****)

Comme f ′′(x) = f ′(−x) − 2f(x) + x2, l'hypothèse f dérivable deux fois implique que f ′′
est

dérivable, puis qu'elle l'est elle-même deux fois, e qui va permettre de dériver deux fois l'équation :

f ′′′(x)+ f ′′(−x)+2f ′(x) = 2x, puis f (4)(x)− f ′′′(−x)+2f ′′(x) = 2. En reprenant l'équation dérivée

et en remplaçant les x par des −x, on a f ′′′(−x) = −f ′′(x)− 2f ′(−x)− 2x, don f (4)(x) + 3f ′′(x) +
2f ′(−x) = 2− 2x, puis f (4)(x) + 5f ′′(x) + 4f(x) = 2x2 − 2x+ 2 en remplaçant le f ′(−x) à l'aide de

l'équation de départ.

On obtient omme prévu une équation linéaire à oe�ients onstants du quatrième ordre, dont

l'équation aratéristique sera r4 + 5r2 + 4 = 0. On pose R = r2 pour se ramener à l'équation du

seond degré R2 + 5R + 4 = 0, qui a pour disriminant ∆ = 25 − 16 = 9 et admet pour raines

R1 =
−5− 3

2
= −4 et R2 =

−5 + 3

2
= −1. Les solutions de notre équation aratéristique sont don

toutes omplexes : r1 = 2i, r2 = −2i, r3 = i et r4 = −i. En adaptant les résultats vus en ours, on

en déduit que les solutions de l'équation homogène assoiée à l'équation du quatrième ordre sont les

fontions de la forme f : x 7→ A cos(2x) +B sin(2x) + C cos(x) +D sin(x), ave (A,B,C,D) ∈ R
4
.

On herhe ensuite une solution partiulière à notre équation, sous la forme yp(x) = ax2 + bx+ c

(pas de raison de modi�er e qu'on faisait pour une équation du seond ordre), e qui implique

y′′p(x) = 2a et bien sûr y(4)(x) = 0. La fontion yp est don solution de notre équation omplète si

10a + 4ax2 + 4bx + 4c = 2x2 − 2x + 2, e qui est le as pour a =
1

2
, b = −1

2
et c = −3

4
, don

pour yp(x) =
1

2
x2 − 1

2
x − 3

4
. Les solutions de notre équation du quatrième ordre sont don toutes

les fontions de la forme y : x 7→ 1

2
x2 − 1

2
x − 3

4
+ 7→ A cos(2x) + B sin(2x) + C cos(x) + D sin(x),

ave (A,B,C,D) ∈ R
4
.

Attention toutefois, la réiproque n'est pas forément vraie, il faut véri�er quelles sont les fon-

tions réellements solutions parmi elles-i. Posons don f(x) =
1

2
x2− 1

2
x− 3

4
+A cos(2x)+B sin(2x)+

C cos(x)+D sin(x), alors f ′(x) = x− 1

2
−2A sin(2x)+2B cos(2x)−C sin(x)+D cos(x), et f ′(−x) =

−x− 1

2
+2A sin(2x)+2B cos(2x)+C sin(x)+D cos(x) en exploitant la parité des fontions trigono-

métriques. En�n, f ′′(x) = 1−4A cos(2x)−4B sin(2x)−C cos(x)−D sin(x). L'équation de départ est
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don véri�ée si x2+(−2A−2B) cos(2x)+(−2A−2B) sin(2x)+(C−D) cos(x)+(D−C) sin(x) = x2.

On peut proéder à une espèe d'identi�ation (pour être rigoureux, il faudrait la justi�er en pre-

nant des valeurs partiulières de x, ii x = 0, x = π et x = ±π

2
su�raient) pour obtenir les

onditions suivantes sur les onstantes : −2A − 2B = 0 et C − D = 0, e qui implique B = −A

et C = D. Les seules fontions solutions de l'équation initiale sont don les fontions de la forme

f : x 7→ 1

2
x2 − 1

2
x− 3

4
+A(cos(2x)− sin(2x)) + C(cos(x) + sin(x)), ave (A,C) ∈ R

2
.

Problème (***)

Première partie : Une étude de fontion.

1. La fontion f est dé�nie si

1− x

x
> 0. Un petit tableau de signes donne Df =]0, 1] (attention

à bien mettre les rohets dans le bon sens).

2. La fontion est dérivable sur ]0, 1[, de dérivée f ′(x) =

−x−(1−x)
x2

2
√

1−x
x

= − 1

2x2
√

1
x
− 1

. Cette

dérivée étant toujours négative, la fontion f est stritement déroissante. Comme de plus

f(1) = 0, et lim
x→0+

f(x) = +∞, f est bijetive de ]0, 1] sur R+
.

3. Cherhons à résoudre l'équation f(x) = y, soit

√

1− x

x
= y, on peut élever au arré pour

obtenir

1− x

x
= y2, soit 1 − x = xy2, puis x(y2 + 1) = 1 et x =

1

1 + y2
. On a don

g : y 7→ 1

1 + y2
, qui est dé�nie sur R

+
à valeurs dans ]0, 1] (g(0) = 1 et lim

y→+∞
g(y) = 0).

Le théorème de la bijetion nous assure que g est déroissante tout omme f .

4. Calulons don (en reprenant la dernière expression de f ′
) la dérivée seonde

f ′′(x) =

4x
√

1
x
− 1− 2x2

2x2
√

1
x
−1

4x4( 1
x
− 1)

=
4x( 1

x
− 1)− 1

4x4( 1
x
− 1)

3
2

=
3− 4x

4x4( 1
x
− 1)

3
2

. Cette dérivée seonde est

du signe de 3 − 4x, et s'annule pour x =
3

4
. On alule don f

(

3

4

)

=

√

1
4
3
4

=
1√
3
; et

f ′
(

3

4

)

=
−1

18
16

√

1
3

= −8
√
3

9
. L'équation de la tangente au point orrespondant est don

y = −8
√
3

9

(

x− 3

4

)

+
1√
3
= −8

√
3

9
x+

2
√
3

3
+

√
3

3
= −8

√
3

9
x+

√
3.

5. Voii une allure, ave la tangente alulée à la question préédente (f en rouge, g en bleu) :

0 1 2 3 4 5
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3

4

5
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Deuxième partie : Une équation di�érentielle linéaire.

1. La normalisation faisant apparaitre deux valeurs interdites, et le membre de droite n'est pas

dé�ni entre −1 (inlus) et 0, don on résout séparément sur ]−∞,−1[, sur ]0, 1[ et sur ]1,+∞[.

2. Mettons au même dénominateur le membre de droite :

a

x
+

b

1− x
=

a− ax+ bx

x(1− x)
. En iden-

ti�ant, ei est égal à

1

2x(1− x)
si a =

1

2
et a − b = 0, soit b =

1

2
. On en déduit que

1

2x(1 − x)
=

1

2x
+

1

2(1− x)
. L'équation homogène normalisée y′ +

1

2x(1− x)
y = 0 a don

pour solutions sur ]0, 1[ les fontions yh : x 7→ K1e
− 1

2
ln(x)+ 1

2
ln(1−x) = K1

√

1− x

x
= K1f(x),

ave K1 ∈ R. Sur ]1,+∞[, on obtient de même yh(x) = K2

√

x− 1

x
, et sur ] − ∞,−1[,

yh(x) = K3

√

1− x

−x
= K3

√

x− 1

x
.

3. E�etuons par exemple le alul sur ]0, 1[, on herhe don yp(x) = K(x)f(x), d'où y′p(x) =

K ′(x)f(x)− K(x)

2x2
√

1−x
x

. La fontion yp est alors solution si 2x(1−x)K ′(x)f(x)−
√

x(1− x)

x
K(x)+

K(x)f(x) = (1 − x)

√

x

1− x
, don K ′(x) =

1

2x

√

x

1− x

√

x

1 + x
=

1

2
√
1− x2

. On en déduit

que K(x) =
1

2
arcsin(x) onvient, e qui donne pour solutions de l'équation omplète les fon-

tions y(x) =

(

1

2
arcsin(x) +K1

)

√

1− x

x
. De même, sur ]1,+∞[, on va trouver la ondition

K ′(x) =
1

2
√
x2 − 1

, e qui orrespond au fateur 2 près à la dérivée de la réiproque de la

fontion sh que nous n'avons pas étudiée en ours (on peut tout de même réussir à trouver

une expression expliite en étant motivés, je vous laisse véri�er que K(x) =
1

2
ln(x+

√
x2 − 1)

onvient). On a le même problème sur le dernier intervalle de résolution (même solution par-

tiulière au signe près). Il n'y a évidemment pas de solution dé�nie sur R puisque l'équation

ne peut pas avoir de sens sur l'intervalle ]− 1, 0[.

4. En

1

2
, on a arcsin(x) =

π

6
, don y(x) =

π

12
+K1 (la raine arrée vaut simplement 1), il faut

don hoisir K1 =
π

4
− π

12
=

π

6
. On a alors y(x) =

(

1

2
arcsin(x) +

π

6

)

√

1− x

x
.

5. Tout e qu'on peut dire assez failement, 'est que toutes les fontions vont tendre vers 0 en

1, et auront une limite égale à ±∞ (selon le signe de K1) si K1 6= 0. Ensuite, les problèmes

de Cauhy dans ]0, 1[ ne pouvant avoir qu'une seule solution, les ourbes ne peuvent pas se

ouper ailleurs que pour x = 1. On ne peut rien dire sur les variations de la fontion, mais

la présene d'une tangente vertiale en x = 1 est assurée si K > 0. À partir de es maigres

informations, si on trae des ourbes relativement simples, on ne sera pas loin de la réalité

(en rouge, la solution de la question préédente, en vert elle orrespondant à K = 0, qui a
une limite nulle en 0 mais 'est di�ile à prouver) :
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Une équation non linéaire.

1. Si y est onstante, sa dérivée est nulle, don elle véri�e 2y(1 − y) = 0, 'est-à-dire y = 0 ou

y = 1.

2. Si y est à valeurs dans ]0, 1[, on aura toujours 2y(1 − y) > 0, don pour véri�er l'équation

on doit néessairement avoir xy′ 6 0, d'où y′ 6 0 (puisque x ∈]0, 1[). La fontion y est don

déroissante.

3. Une fontion ontinue et monotone est toujours bijetive, notons z = y−1
, on sait que z′(t) =

1

y′(z(t))
(où on pose t = y(x)), ou enore y′(z(t)) =

1

z′(t)
. En remplaçant x par z(t) dans

l'équation (F ), on obtient z(t)y′(z(t)) + 2z(t)(1 − z(t)) = 0, soit
z(t)

z′(t)
+ 2t(1 − t) = 0. On

peut multiplier par z′(t) pour trouver z(t) + 2t(1 − t)z′(t) = 0. On reonnait bien l'équation

annonée.

4. La variable t ayant été supposée appartenir à ]0, 1[, on reprend les résultats de la partie

préédente : z(t) = Kf(t) = K

√

1− t

t
, ave K ∈ R. On en déduit que x = K

√

1− y(x)

y(x)
,

soit

x2

K2
y(x) = 1 − y(x), don omme annoné y(x) =

1

1 + ( x
K
)2
. On peut toujours prendre

une onstante K stritement positive, puisque 0 est exlu, et K et −K donnent la même

fontion pour y. Les valeurs obtenues pour y(x) sont manifestement positives, et tout aussi

manifestement plus petites que 1 (puisque le dénominateur est stritement supérieur à 1),
don toutes les solutions trouvées onviennent.

5. Cette ondition impose 1+
(x0

K

)2
=

1

α
, soit

x0

K
=

√

1

α
− 1 (tout est positif), don K =

x0

f(α)
.

6. Pour avoir une allure plus préise de la ourbe, on va herher les valeurs d'annulation de la

dérivée seonde omme dans la première partie. Érivons don y(x) =
K2

K2 + x2
, et dérivons

deux fois : y′(x) = − 2K2x

(K2 + x2)2
(les solutions sont don déroissantes sur R

+∗
), et f ′′(x) =

−2K2(K2 + x2)2 + 4x(K2 + x2)(2K2x)

(K2 + x2)4
=

−2K4 − 2K2x2 + 8K2x2

(K2 + x2)3
=

2K2(3x2 −K2)

(K2 + x2)3
. Cette

dérivée seonde s'annule si x =
K√
3
. Remarquons que y

(

K√
3

)

=
3

4
, et f ′

(

K√
3

)

= − 9

8K
√
3
.
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Si on impose la ondition f(2) =
1

2
, on trouve K =

2

f(12)
= 2, don le point d'annulation de

la dérivée seonde est atteint pour x =
2√
3
, et f ′

(

2√
3

)

= − 9

16
√
3
. On peut traer la ourbe

suivante :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

Problème 2 : sur les intégrales de Wallis et l'intégrale de Gauss

I. Étude des intégrales de Wallis.

1. On ommene gentiment : I0 =

∫ π

2

0
1 dt =

π

2
.

On ontinue tout aussi trivialement : I1 =

∫ π

2

0
cos(t) dt = [sin(t)]

π

2
0 = 0− (−1) = 1.

Pour la troisième, on peut utiliser la formule de dupliation cos(2t) = 2 cos2(t) − 1 pour en

déduire que cos2(t) =
cos(2t) + 1

2
, don I2 =

∫ π

2

0

cos(2t) + 1

2
dt =

[

sin(2t)

4
+

t

2

]
π

2

0

=
π

4
.

2. Puisqu'on nous le propose si gentiment, alulons don In+2 à l'aide d'une IPP en posant

u(t) = cosn+1(t), don u′(t) = −(n + 1) cosn(t) sin(t), et v′(t) = cos(t) pour lequel on peut

prendre v(t) = sin(t). On obtient alors In+2 =
[

cosn+1(t) sin(t)
]
π

2
0
+

∫ π

2

0
(n+1) cosn(t) sin2(t) dt.

Le rohet s'annule, et on peut bien sûr érire sin2(t) = 1− cos2(t) dans le terme restant pour

obtenir In+2 = (n + 1)

∫ π

2

0
cosn(t) − cosn+2(t) dt = (n + 1)(In − In+2). Autrement dit, on

aura (n+ 2)In+2 = (n+ 1)In, e qui donne bien la relation In+2 =
n+ 1

n+ 2
In.

On en déduit aisément, en prenant n = 1 puis n = 2, que I3 =
2

3
I1 =

2

3
, et I4 =

3

4
I2 =

3π

16
.

3. Nous allons don e�etuer une réurrene. Au rang n = 0, on a bien

0!

20 × 0!2
× π

2
=

π

2
= I0,

don la propriété est vraie.

Supposons désormais la formule véri�ée au rang n, alors d'après la question préédente et

l'hypothèse de réurrene, I2n+2 =
2n+ 1

2n+ 2
In =

2n+ 1

2n+ 2
× (2n)!

22n(n!)2
× π

2
=

(2n+ 1)!

22n+1n!(n+ 1)!
× π

2
.

On multiplie en haut et en bas par 2n+2 = 2(n+1) et on trouve I2n+2 =
(2n + 2)!

22n+2(n+ 1)!2
× π

2
,

e qui est exatement la formule souhaitée au rang n+ 1. La formule est don héréditaire, et

vraie pour tout entier naturel n.

4. Cette deuxième réurrene est enore plus simple : au rang 0, on a 1 × I0 × I1 =
π

2
d'après

les aluls de la première question, et en supposant la formule vraie au rang n, alors d'après

le résultat de la question 2, (n+ 2)In+1In+2 = (n + 2)In+1
n+ 1

n+ 2
In = (n+ 1)In+1In =

π

2
.
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II. Calul de l'intégrale de Gauss.

1. Par dé�nition, f est la primitive s'annulant en 0 de la fontion (ontinue) u 7→ e−u2
, don f

est dérivable, et ∀x ∈ R, f ′(x) = e−x2
. En partiulier, ette dérivée étant toujours positive, f

est roissante sur R.

2. Si on a oublié l'inégalité de onvexité vue en ours, on pose lassiquement g(x) = ex − 1− x.

La fontion g est bien sûr dé�nie et dérivable sur R, de dérivée g′(x) = ex − 1. Cette dérivée
est négative sur ]−∞, 0] et positive sur [0,+∞[, don g admet un minimum sur R de valeur

g(0) = 1 − 1− 0 = 0. En partiulier, la fontion g est don toujours positive, exatement e

qu'on herhait à prouver.

3. Appliquons tout d'abord la majoration de la question préédente au nombre x = −u2

n
pour

obtenir 1 − u2

n
6 e−

u
2

n
. Comme on a supposé 0 6 u 6

√
n, on a 1 − u2

n
> 0, on peut don

élever l'inégalité préédente à la puissane n sans avoir à hanger son sens, e qui donne

exatement l'inégalité de gauhe de l'enadrement demandé. Pour elle de droite, on pose

ette fois x =
u2

n
, puis on élève de même à la puissane n (enore une fois, tout est positif)

pour trouver

(

1 +
u2

n

)n

6 eu
2
, et on passe en�n à l'inverse ette minoration, en hangeant

bien sûr le sens de l'inégalité, e qui donne la deuxième moitié de l'enadrement souhaité en

utilisant le fait que

1

eu
2 = e−u2

.

4. E�etuons don le hangement de variable demandé u =
√
n sin(t) (ou si on préfère t =

arcsin( u√
n
). Les bornes de l'intégrale deviennent alors arcsin(0) = 0 et arcsin(1) =

π

2
. L'ex-

pression à l'intérieur de l'intégrale devient

(

1− u2

n

)n

= (1 − sin2(t))n = cos2n(t), et en�n

l'élément di�érentiel véri�e du =
√
n cos(t) dt, e qui permet d'érire que

∫

√
n

0

(

1− u2

n

)n

du =

∫ π

2

0

√
n cos2n+1(t) dt =

√
nI2n+1.

5. Même prinipe en posant u =
√
n tan(t) (ou enore t = arctan( u√

n
)) : les bornes deviennent

arctan(0) = 0 et arctan(1) =
π

4
, l'expression dans l'intégrale se transforme en

1

(1 + tan2(t))n
=

cos2n(t) en utilisant l'égalité

1

cos2(t)
= 1+ tan2(t) (formules de dérivation de la fontion tan-

gente). En�n, l'élément di�érentiel véri�e ette fois du =
√
n(1+tan2(t)) dt =

√
n× 1

cos2(t)
dt.

On en déduit e�etivement que

∫

√
n

0

1

(1 +
u2

n
)n

du =

∫ π

4

0

√
n cos2n−2(t) dt.

6. L'enadrement de la question 3 étant justement valable sur l'intervalle [0,
√
n] sur lesquel

on souhaite intégrer, tout va bien, et les formules des questions 4 et 5, nous assurent alors

que

√
nI2n+1 6

∫

√
n

0
e−u2

du 6

∫ π

4

0

√
n cos2n−2(t) dt. Attention, les bornes de la dernière

intégrale ne sont pas tout à fait les bonnes pour pouvoir onlure diretement, mais e n'est pas

gênant : la fontion cos2n−2
étant ertainement positive sur R, l'intégrale

∫ π

2

π

4

√
n cos2n−2(t) dt

est positive, don

∫ π

4

0

√
n cos2n−2(t) dt 6

∫ π

2

0

√
n cos2n−2(t) dt, e qui nous permet d'obtenir

l'enadrement souhaité.
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7. Commençons par aluler lim
n→+∞

√
nI2n+1. On sait d'après l'énoné que lim

n→+∞
√
nIn =

√

π

2
, e

qui implique que lim
n→+∞

√
2n + 1I2n+1 =

√

π

2
. Il su�t alors d'érire

√
nI2n+1 =

√
2n+ 1I2n+1×

√

n

2n + 1
pour en déduire que lim

n→+∞
√
nI2n+1 =

√

π

2
×
√

1

2
=

√
π

2
. Un alul identique prouve

de même que lim
n→+∞

√
nI2n−1 =

√
π

2
. Il ne reste plus alors qu'à appliquer à l'enadrement de

la question préédente le théorème des gendarmes pour en déduire que lim
n→+∞

∫

√
n

0
e−u2

du =
√
π

2
, soit

∫ +∞

0
e−u2

du =

√
π

2
.
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