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Exercice 1 (***)

1.

. Prouvons donc par récurrence la propriété P, : « Un polygone & n cotés a

Prouvons par récurrence la propriété P, : 2™ < n!. Puisque I’énoncé nous indique que n doit étre
plus grand que 4, initialisons pour n = 4 : on a alors 2* = 16 et 4! = 24, donc Iinégalité est
vraie. Supposons désormais P, vérifiée, c’est-a-dire que 2" < n!. On peut alors en déduire que
27+l < 2n! < (n+ 1)n! = (n + 1)! puisque 2 est certainement inférieur & n + 1 quand n est plus
grand que 4. La propriété P, .1 est donc vraie, et par principe de récurrence, P, est vraie pour tout
entier n supérieur ou égal a 4.

k=n k=1

. Prouvons par récurrence la propriété P, : Z kxk!=(n+1)!—1. Pour n =1, kak! =1x1l=1

k=1 k=1
et 2!—1=2—1 =1, donc P; est vraie. Supposons désormais P, vraie pour un certain entier n, on a
k=n+1 k=n
alors Y kxkl =Y kxkl4(n+1)(n+1)! = (n+1)!=1+(n+1)(n+1)! = (n+1)!(1+n+1)—1 =
k=1 k=1

n+2 I — 1, donc .Pn 1 est vérifiée et par principe de récurrence Pn est vraie pour tout entier n
) + P p P ’ P
supérieur ou égal al.

-3
% diagonales ».

Le premier polygone & avoir des diagonales est le carré (ce qui correspond & n = 4), qui a deux

diagonales. Comme

= 2, la propriété P, est donc vraie. Supposons maintenant la propriété

vraie au rang n, et essayons de la prouver au rang n + 1. Partons donc d’un polygone & n cotés,
et rajoutons un sommet entre deux sommets de ce polygone pour obtenir un polygone & n + 1
cotés. Ce faisant, on crée n — 1 nouvelles diagonales : n — 2 reliant le nouveau sommet & tous les
anciens, en excluant les deux sommets qui se trouvent & coté de lui; et une derniére reliant les deux
sommets voising du nouveau sommet (qui étaient auparavant reliés par un coté du polygone, et le
sont désormais par une diagonale). Le nombre de diagonales de notre nouveau polygone vaut donc

_3 2n —2+n?—3

n—1+ M (ce deuxiéme terme issu de I’hypothése de récurrence) = n 4—271 -
Z-n-2 1(n -2

n 2n = (n+ )2(71 ), ce qui prouve la propriété P, et permet de conclure la récurrence.

Prouvons donc par récurrence la propriété P, : f(M(z) = (=1)"(x —n — 1)e~*. Pour n = 0, la
propriété Py stipule que f(©)(z) = (z—1)e~*, ce qui est vrai. Supposons donc la propriété P, vérifiée,
alors f+D(z) = () (@) = (—1)"e~* — (—1)™(@—n—1)e* = ((—1)™* (z—n—1)+(~1)")e* =
(- (r—n—-1-1)e%=(-1)""(z—(n+1)—1)e~%, ce qui prouve P, 1. La formule est donc
vraie pour tout entier naturel n.

. Allons-y pour une derniére récurrence. Pour n = 0, les deux sommes sont vides et donc égales a 0.

Si vraiment on préfére initialiser en faisant un petit calul, pour n = 1, la somme de droite comporte

1
—, ¢a marche aussi. Supposons ’égalité

1 1
un seul terme égal & oL et celle de gauche vaut 1 — - = 5

2

2(n+1) (_1)k—1 2n (_1)k 1 1
vérifiée au rang n, alors E — = E + — . En appliquant ’hypothése
Pt P k 2n+1 2n+2

1
ntk 2+l 2mt2

de récurrence, cette somme est égale a E . Le probléme étant qu’on veut

k=1
désormais avoir des n + 1 + k£ au dnominateur de la fraction, on effectue donc un décalage d’indice
= 1 1 1 1 =1 1 1
bteni — = _ —
pouro enlrkz_()n+1+k+2n+1 2n + 2 n+1+;n+1+k+n+1+n 2(n+1)



n—1 n+1
E ————, c’est-a-dire exactement ’expression
<n+ 1+k’

1 1 1
Zn+1+k + n+1l+n + n+l+n+1
souhaltee L’hérédite est donc prouvée, et la formule vérifiée pour tout entier naturel n.

Exercice 2 (**)

On calcule u; = 2, ups = 8, ug = 26, et ¢a devrait suffire & conjecturer que u,, = 3™ — 1. Prouvons donc
par récurrence la propriété P, : u, = 3" — 1. C’est vrai pour n = 0 puisque 3° —1=1—-1=0, et si on le
suppose vérifié au rang n, alors u, 11 = 3u, +2 =3(3" —1) +2 = 3"t —3 4+ 2 =371 — 1, ce qui prouve
P, ;. Par principe de récurrence, on a, Vn € N, u,, = 3" — 1.

Exercice 3 (**)

1 1
Prouvons donc par récurrence la propriété P, : u,, = 2n + 3" Pourn=10,2x 0+ 30 = 1 = ugp, donc

1 1
3(2n+§+4n+6)

+2(n + 1), ce qui prouve P, 1, et par principe de récurrence, P, est vraie pout

1
Py est vraie. Supposons désormais P, vérifiée, on a alors u,4; = g(un +4n+6) =

3n+1 + 2n + 2= 3n+1

tout entier n.

Exercice 4 (***)

On calcule u3 =3 x2—-3x04+0=6,u4 =3x6—-3x24+0=12,u5 =3 x12—-3x6+4+2 =20,
ug = 3 X 20 — 3 x 12 4+ 6 = 30, et méme avec un peu de motivation u; = 3 x 30 — 3 x 20 + 12 = 42. Si
on est suffisamment réveillés, on arrive & conjecturer que u,, = n(n — 1) (chaque terme est le produit de
lindice par l'entier le précédent). Prouvons donc par récurrence triple la propriété P, : u, = n(n — 1).
Il faut initialiser en vérifiant Py, P, et P», ce qui ne pose aucun probléme puisqu’on a de quoi vérifier
jusqu’a P; grace aux calculs précédents. Supposons désormais P,,, P,4+1 et P,4o vérifiées, on a alors
Upt3 = BUpg2—3Upi1+up = 3(n+2)(n+1)=3(n+1Dn+(n—1)n =3(n?>+3n+2)—3n2+n)+n?—n =
3n2+9n+6—3n%2—3n+n?—n=n%+5n+6=(n+3)(n+2), ce qui prouve P, 3, et par principe de
récurrence triple, P, est vraie pour tout entier n.

Exercice 5 (*)

1=12

1. 51 = 2
1=3
=10 i

2. 52 = ?
i=1
k=n L

3. 85 = %
k=1

'w

=2

4. 54_222 1)+t

Exercice 6 (** a **%*)

k=n k=n k=n

o Z(Qk—i—l) :2Zk+21:n(n+l)+n:n(n+2)
k=1 k=1 k=1
k=n k=n—1

o Z(*l)k _ (—1)F+ = 11_((_11); _ (*1); -1

k=1 k 0
k=n
1 _ 9n+1 9n+1 -1 9n+1 -9
32]€ 9k 9k — _ 1 — _ 1 —
* I; Z Z 1-9 8 8



k=2021
o Z3:3><1022:3066
k 1000

OZk2k2—1 2Zk3 Zk_ n+1) _n(n2+1):n(n—&-l)(n;n-i-l)—l)

(n+1)(n —|—n—1)

.Z2’“+k2+2—22’“+2k2+i2—22’“ ”+1)6(2”+1)+2n
k=1

(n+1)(2n+1) nn+1)(2n+1)

=22"+n—-1)+

6 6
=n k=n k=n k=n

o > (6K +4k+1)=6> K +4> k+> l=nn+1)2n+1)+2n(n+1)+n
k=1 k=1 k=1 k=1

=n((n+1)2n+1) +2(n+ 1)+ 1) = n(2n® + 5n + 4)
8

k=18 k=1 k k=18 k 1
]. 1 ]. 1_319 3 ]. 1 ].
w2 (6) 5 (5) T (ae) o ()

k=1 k=0 l—3

k=n 2k 1 kz:iv 9 k 9 k=n 9 k 9 k=n—1 9 k 91— (g)n 9 . 9 n
[ ] = = — = — — = — — = —_—— = — — —

— 3k+1 3 — 3 9 — 3 9 P 3 9 1- % 3 3

Exercice 7 (*%*)

Pour déterminer les réels, le mieux est de partir du résultat, tout mettre au méme dénominateur puis
b ¢ ak(k+1)+bk—1)(k+1)+ck(k+1) ak®+ ak+bk* — b+ ck® + ck

a
identifier : - =

s T T | &~ Dk(k+ 1) R 1)

En identifiant, on obtient les conditions a + b+ c¢c=0,a+c=1et —b = —5, soit b = 5 puis a = —2 et
¢ = —3 en résolvant le petit systéme.

k=n k 5 k=n 5 _3 k=n 1 k=n 1 k=n 1
O déduit S =9 -~ 45 Z_3 -
Hen dedut quezkk2—1 z:: TE TR ];Qk—l—i_ kzﬁk 2kt
k=n—1 k=n k=n-+1 k=n—1 k=n—1 k=n—1
1 1 1 1 5 5 1 3 3
-2 —+5 - -3 - =-2 - —2—-145 —+=-4+-=--3 —— =
2 g Zk 2 % K DR e D AT
k=1 k=2 k=3 k=3 k=3 k=3
1,23
2 n n4+l
Exercice 8 (**)
k=n k=n-+1 k=n
1. C’est une somme télescopique : Z (k+1)3 Z k= Z K — Z k= (n+1)% - 1.
k=1 k=2
k=n =n =n
2. Comme (k+1)> =k%+3k2+3k+1,ona » (k+1)° Zk3+32k22k+21
k=1 k=1 k=1
3. Reprenons le calcul de la question précédente : on a en ecrlvant les choses legerement dlfferemment
k=n k=n k=n k=n k=n
Z(k +1 Z =3 Z kK2 +3 Z k+ Z 1, soit en utilisant le résultat de la premiére question
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=n k=n k=n k=n

1
32k2+32k+21 = (n+1)®> — 1, ou encore 321@24—3@4-“: (n+1)7°-1=
k=1 = = k=1

k=n

3
n® + 3n? 4 3n. Faisons passer tout ce qu’on peut & droite : 3 Z k2 = nd+3n%+3n — §n2 —
k=1
3 3 1 2n% +3 1 1)(2 1
n—n=n>+n’+-n= n(@n” +3n+1) = n(n+1)@2n + ) On retrouve donc la formule
2 2 2 2 2
5 .



Exercice 9 (***)

i=n j=n i=n 2 2
L nn+1) nf(n+1)
o Z W= 1) 0= i = 1
1<i,5<n =1 j=1 =1
j=n i=j j=n_ ., . Jj=n 2 2
. . ) J+1 1 . ) n“(n+1 n(n+1)2n+1
PP I MED W e D S B i
1<i<j<n j=1 =1 j=1 j=1
nn+1)Bn?+3n+4n+2) nn+1)Br*+7+2) nn+1)(n+2)3n+1)
24 o 24 B , 24 '
. j=n . i=j j=n . j=n . j=n
i 1 , 1 jG+1) Jj+1 1 _ 1 (n(n+1)
SD RT3 0TS PR AL I LTS WRTTR | LES
<ig<n? =1 = =17 2 o 2 23 2 2
n(n+ 3)
2 . . . . .
j=n i=j i=n j=n L. L.
o . o o JU+1) nm+1) jG+1) o
o D li=dl=D 0000+ Y (-9)) =D (7~ st Ty —(n=j)j) =
1<i,j<n j=1 i=1 i=j+1 j=1
j=n 2 2
1 1)(2 1 1 1
JORRRUES ) I RS T IES) NGRS )
=~ 2 6 2 2
_ n(n; 1) (2n+1 iy +1)+n> _ n(n+1)6(2n—2) _ (n—l)g(n+1)

o D 2= i Qj:Mx( 2771):Mx(Q"*lflfl):n(nJrl)(Q”fl)

1<4,j<n i=1 j=1 =0

Exercice 10 (**)

k=n k=n k=n—1 k=n+1

_ _ _ (k=1 || (k+1) 1 k k
h(l 1>:k”k2—1zﬁ<k—1><k+1>:g 1 :kr_[l 1 _

h k2 LR ; k2 k=n \ 2 k=n k=n
=2 =2 =2
Ik 1% 1%
E—2 k=2 k=2
1 n—+1 _n+ 1
n 2  92n
k=2n

k=n k=n k=n H k n

k=1
n n n n+1 n
o [[VER+k=]]VevE+1=]][VE][[VE=1x [[(VE)* x Vn+1=Vn+1xn!
k=1 k=1 k=1 k=2 k=2
I | ST
° — = == — _
i B Them #2 (nh)? (n!)?

e C’est en fait un calcul de somme double et pas de produit (les puissances d’une méme variable

x vont s’ajouter quand on va effectuer le produit) : H 2 = 2% avec s = E (i+j) =
1<i,j<n 1<i,5<n

ey "\ nn+1) n(n+1) 5 i n2 (D)
ZZ(Z"_J):;“Z'F?:QXf:n(n—l-l),donc H 2t = g (

i=1 j=1 1<i,j<n



Exercice 11 (**%*)

1.

S, =1+3+5+---+2n+ 1. Cette somme est constituée de n + 1 termes.

k=n k=n k=n k=n k=n
=D B 12K +6k+1 =8> K +12> K46 k+ Y 1=2n"(n+1)*+2n(n+1)2n+
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
D+3nn+1)+n+1=n+D2n*n+1)+2n2n+1)+3n+1) = (n+1)(2n® +6n% + 5n + 1).
k=2n+1 k<2n k<2n+1 k=n k=n
DI SEEED SRS TS BRI
k=0 k pair k impair k=0 k=0
k=n
2n+1)%(2n 4 2)?
.OnalU,= Z K = (2n + )4( n+2) = (n+1)?(2n + 1)? en utilisant la formule du cours pour
k=0
k=n
1
la somme des cubes. De méme, T, = Z Z 8k3 = 8 x (n +1)° =2n?(n+ 1)
k=0

. Comme S,, = U,, — T, on adonc S,, = (n+1)>? (2n+1) —2n%(n+1)? = (n+1)%((2n+1)?>—2n?) =

(n 4+ 1)2(2n? 4+ 4n + 1). Notons que cette formule est bien la méme que la précédente puisque
(n+1)2n% +4n+1) =2n3 +2n> +4n? + 4n+n+1=2n3 + 6n% + 5n + 1.
k=n

. Prouvons donc par récurrence la propriété P, : Z(Zk +1)° = (n+1)*(2n* +4n +1). Pour n = 0,

k=0
k=0
on obtient Py : Z(Zk +1)> = 12 x 1 = 1, ce qui est vrai. Supposons désormais P, vérifiée, on
k=0
k=n-+1 k=n
aalors »  (2k+1°=> (2k+1)°+(2n+1)+1)° = (n+1)>2n + 4n + 1) + (2n + 3)° =
k=0 k=0

(n?+2n4+1)(2n% +4n+1)+8n3 + 3612 + 54n+27 = 2n* +4n> +n? +4n3 +8n* +-2n+2n° +4n+ 1+
81343612 +54n+27 = 2n*+161n34+47n%+60n+28. Ne reste plus qu’a vérifier que ca correspond a la
formule annoncée : on devrait obtenir (n+2)2(2(n+1)2+4(n+1)+1) = (n®>+4n+4)(2n>+8n+7) =
2nt 4+ 8n3 4+ Tn? + 8n3 + 32n2 + 28n + 8n? + 32n + 28 = 2n* + 16n3 4+ 47n? + 60n + 28. Ca marche,
donc P, est vérifiée, et par principe de récurrence, toutes les propriétés P, sont vraies.

Exercice 12 (**%¥)

1.

k2 k2 P —-1+1
C’est assez immeédiat : CESOES)) =21 kQ—T =14 ——— 217 > 14+ = k . Bien str,

I'inégalité ne peut avoir de sens que si k > 2 pour que les deux membres soient définis.

n

1
. Isolons le terme numéro 1 pour lequel I'inégalité précédente n’est pas vérifiée : H (1 + > <

k=2 k?
ﬁ _ (ks b _ (n))?

k+1>‘<Hz:2<k—1>>x<HZ:2<k+1>>‘ TExTItsk  (n—1)lx B0

< 2. Comme le premier terme isolé est lui-méme égal a 2, on en déduit directement que

2n
n+1

i 1
H(1+k:2><2><2:4.
k=1

n

. Si on note u,, = H (1 + k2)’ la suite (u,) est une suite de réels positifs croissante (on multiplie

k=1
a chaque fois par un nombre plus grand que 1 pour passer de u, & u,+1) et majorée par 4 d’aprés
la question précédente. La suite (u,) est donc convergente, et c’est sa limite qu’on notera sous la

forme d’un produit infini. Tout ce qu’on peut dire d’intelligent sur cette limite & partir des questions
“+ o0

1
précédente, c’est que 2 < H (1 + k2) < 4. En calculant les valeurs de u,, pour des entiers n > 1,

k=1
on pourrait améliorer la minoration obtenue, mais la majoration par 4 serait nettement plus difficile

a modifier. Il n’existe de toute fagon pas de formule simple pour ce produit infini, qui a une valeur
approchée égale & 3.67608.



4. Vous pensez utiliser le méme genre de majoration qu’a la question 17 C’est une trés mauvaise
idée, car on n’arrivera pas & créer le méme genre de télescopage dans le produit permettant de
majorer facilement. Au lieu de ¢a, puisqu’on nous fournit trés gentiment la majoration souhai-
tée, faisons donc tout simplement une récurrence. Pour n = 1, le produit de gauche ne contient
qu’'un seul terme égal & 2, et le membre de droite est égal & 3 — 1 = 2, donc l'inégalité est vé-

n+1
1
rifiée. Supposons alors la majoration vérifiée pour un certain entier n, alors H (1 + ) =

3
k=1 k
1 = 1 1 3 1 1
14— 1 <83 —-—-J{1+—)=3+—— - — - — X =
(+(n+1)3)kf_[1( +k3) ( n)( +<n+1>3> B CE ) TR
(n+1)%2+1-3n n3+3n*+3n+1+1-3n n3 +3n% +2
3 — =3 - = 3 — —— . Pour achever de
n(n+1)3 n(n+1)3 n(n+1)3
34+3n2 42 1
prouver I’hérédité, il faudrait donc réussir & démontrer que ne A on” + > , pour en déduire
n(n+1)3 n+1
3430242 1 3 +3n2 42 1
que 3 — w < 3 — ——. Pour cela, calculons leur différence : ntesnt 2 =
n(n+1)3 n+1 n(n+1)3 n+1
343n2+2— 1)2 2 2
neenT nin+1) _nmont . Le numeérateur de cette fraction est toujours positif (il
n(n+1)3 n(n+1)3

a un discriminant négatif), ce qui prouve la positivité du quotient et achéve donc la récurrence.

+oo
1
Notons qu’on peut donc définir, comme & la question précédente, le produit infini H (1 + k:3>
k=1

qui sera compris entre 2 et 3. Trés curieusement, ce produit-ci admet une expression presque simple
+oo
1 1 ™3
uisque 1 =—ch|—].
PHsd H ( * k:3> v ( 2 )

Exercice 13 (*)

Du calcul brutal utilisant bien entendu la formule du binome de Newton :

o (z—3)% =25 — 152* + 9023 — 27022 + 405z — 243
o (22 + 3y)? = 822 + 36xy? + Sday? + 27y°
o (1 —1)"=a" — 725 + 2125 — 352* + 3523 — 2122 + 7o — 1.

Exercice 14 (***)

n
- . . o n
La premiére est une application directe de la formule du binéme : Z (k) (-D)rF=@1-1)"=0.
k=0
Pour la deuxiéme, il est en fait plus facile d’utiliser la formule sans nom vue en cours, sachant qu’on

n n n—1
—1 -1
peut oublier £ = 0 dans la somme puisque le terme est nul : E k(Z) = E n(Z B 1) =n E (n i ) =
k=0

k=1 k=1
nx 2n L

Enfin, pour la derniére, on utilise la méme astuce mais en commencant par calculer une autre somme :
n—1 n—1 n—2
n—1 n—2 n—2
Ek:k: 1()—715 k:l( ):ngk‘(k):ng(n—l)(k1)271(71—1)2 (kz):
k=1 k=1 k=0
n n
—1)2""2. Mai A () =S —1 ") = n(n - 1)22
n(n—1) aintenant, reste & remarquer que k (k) (k(k—1)+ k) <k nin—1) +

k=0 k=0
n2" "t =n(n 4 1)2" 2

n
n\
Pour les curieux, la méthode faisant intervenir des dérivées : on pose f(z) = (z+1)" = Z ( k:) 2% La

k=0
fonction f est polynomiale et bien sir dérivable sur R, mais on peut calculer sa dérivée de deux fagons :

a partir de la forme factorisée, on obtient f’(z) = n(x + 1)"~!, mais a partir de la forme développée on

aura f'(z Zk( ) #=1 En posant z = 1, on a donc f'(1) = n2"~* Zk( ) De méme, le calcul



de la dérivée seconde de f donne facilement (toujours pour z = 1) n(n —1)2"2 = Z k(k—1) (Z), et
k=0

on conclut comme ci-dessus.

Exercice 15 (*)

C’est un calcul ignoble (on multiplie par 2 pour ne pas avoir de fraction) :

2((5) - ("2) - ("3 ("5 ) =D s ) - a1+

(n—p-q)n—p—q—1)=n>~n-—n’+np+n+np—p*—p—n’+ng+n+ng—q¢ —q+n’—np-
ng—n—np+p?+pg+p—nqg+pg+ q* + q = 2pq, d’ott le résultat.

Exercice 16 (***)

1. Tiens, j’ai comme une envie de faire une récurrence sur n (I’entier p reste donc fixe tout le long
du raisonnement). Il faut initialiser la récurrence pour n = p puisque ’égalité n’a pas de sens

p
k 1
avant : E ( > = (p) =1, et (p i > =1, donc I’égalité est vraie au rang p. Supposons-1a vraie
p p p
k=p

+1
axgyg? "k n—+1 n+1 n—+1

pour un certain entier n > p, alorsz< > :Z( )+< >=< >+< >d’aprés
= \P = \P p p+1 P

I’hypothése de récurrence. Il ne reste plus qu’a appliquer la formule de Pascal pour constater que
n+2

c’est égal & < 11), c’est-a-dire exactement ce qu’il fallait pour prouver I’hérédité. L’égalité est
p

donc vraie pour tout entier n > p.
k k k+1 k
2. On peut écrire la relation de Pascal sous la forme ( > + < ) = < + ), donc ( ) =
p p

p+1 p+1
k+1> ( k ) o & (p) " k41 k ok
— , dont on déduit que Z = Z — = Z —
<p+1 p+1 P k = p+1 p+1 Myl p+1
" k 1 1
Z < ) = (n + > — ( b ) = (n + ) (le coefficient bindmial « impossible » étant nul).
Pt p+1 p+1 p+1 p+1
3. Appliquons la formule pour p = 1 : z”: P zn:k; est donc égale a ntly M
- Apphq p P = -k_ll_k_l g 9 = 9 s
. ) "k " (k= 1)
on retrouve bien la formule du cours. Essayons ensuite pour p = 2 : = _
y pour p = 23 (5) >
) . (n+1 (n+1)! nin—1)(n+1) =, nn+1)(n —1) .
est égal a ( 3 ) = 31— 2)1 = 5 , donc ;(k —k) = ———5 > puis
- D(n—1 1 1)(2n — 2 D2n+1
Zk2 = nn+ ;(n ) + n(n;— ) = nin + )(6n +3) = nfn + )6( nt ) On retrouve
k=1

bien sir également la formule du cours.

Exercice 17 (**)

z + 2y + 3z = 1
° —r — 3y + 5z = 2 Lo+ Lo+ Ly
r + y + =z = -1 Ly <+ L1 —Ls
z + 2y + 3z =1
& -y + 8 = 3
y + 22 = 2 L3y < Lo+ L3
r + 2y + 3z =1
& -y + 8 = 3
10z = 5



1
Il ne reste plus qu’a remonter le systéme triangulaire obtenu : z = ok puis y = 82 — 3 =1 et enfin

5 . 5 1
x—1—2y—32——2,501t8—{(—2,1,2>}.

T + y + 2z = 5
° r -y - z =1 L2 «— L2 + Ll
x + 2z =3
r + y + 2z =5
& 2z + z = 6
x + z = 3 L3 <+ 2L3— Lo
z 4+ y + 2z = 5
S 2z + z = 0
z = -3
On remonte trés rapidement le systéme : z =0, puis x = 3 et y = 2, donc S = {(3,2,0)}.
2t — y + 3z = 1
° T -y 4+ z = 2 Lo« Ly —2Ly
x — 2y + 4z =1 L3+ 2Ly — Lg
2z — y + 3z = 1
& y 4+ 2z = -3
3y — 5z = -1 L3y <+ 3Ly — L3
2 — y + 3z = 1
& y + 2z = -3
8z = =8
On remonte : 2z = —1 puisy= -3 — 2= —2 et enfin x = 1ty-32 =1, donc S{(1,-2,-1)}
r 4+ 2y 4+ z = 2
° 2 + y + z = -1 Lo+ 201 — Loy
x — 3y + 2z = -1 L3+ Ly —Ls
r + 2y + z = 2
& 3y + z = 5
5y — 2z = 3 L3 < 5Ly —3L3
r + 2y + z = 2
& 3y + z = 5
8z = 16
5—2

On remonte : z = 2 puis y = —5 = letx=2—-2y—2z=-2,s0it S={(-2,1,2)}.
e Le paramétre étant simplement dans le membre de droite du systéme, pas de raison de ne pas
utiliser la méthode habituelle :

r 4+ y 4+ 2z = 5
r + 2y + 3z = 4 Lo+ Lo — 1,4
3r + 4y + 5z = a L3+ L3 —3L4
r + y + 2z = 5
& y + z = -1
(7 z = a—15 L3+ Lo+ L3
r + y + 2z = )
& y + z = —1
2y = a—16
. . . . . a . a
On remonte tranquillement le systéme qui a toujours une solution unique : y = 5—8, puis z = —54—7
a . a a a
etx—2 1,501t.5'—{<2 172 8, 2+7>}.

e Il vaut mieux ici commencer par permuter les lignes pour ne pas avoir de pivot dépendant de m (ce
qui empéche de faire des opérations sur les lignes en les multipliant par des coefficients susceptibles
d’étre nuls).

2

r + Yy + mz = m
mr + Yy + z = 1 LQ “— le — Lg
r + my 4+ z = m Ly« L1 —Lj



r + Yy + mz = m
& (m-1y + (mM*-1)2z = m?>-1
1-m)y + (m—1)z = m?>-m L3 < Ly + Lg
r + Yy + mz = m?
& (m—-1y + (m? —1)z = m3 —1
(m2+m—-2)z = m3+m?2-—m-—1

Le systéme est de Cramer si m # 1 (& cause du coefficient devant y), et si m? +m — 2 # 0.
Comme m?+m—2 = (m—1)(m+2) (il y a une racine évidente), les seules valeurs problématiques
: . m3+m?—m—1
sont 1 et —2. Si m ¢ {—2,1}, on remonte le systéme pour trouver z = =
m2+m—2

(m+1)(m?—-1)  (m+1)> ) m3—1—(m?—1)z 5 5

(m —1)(m + 2) m+ 2 » DS Y m—1 meeme (m+1)z = m"+
1) 1)?

m+1-— w, etenfinz=m?2-—mz—y=—-m-—1- m (valeurs sans aucun intérét,

m+ 2
d’ailleurs).

Regardons plutot ce qui se passe dans les cas particuliers. D’abord si m = 1, le systéme triangulaire
se réduit & 'unique équation z +y+ 2z = 1 (effectivement, dans le systéme initial, les trois équations
sont alors identiques), donc S = {(z,y,1 -2z —vy) | (x,y) € R?}. Dans le cas ot m = —2, la derniére
équation devient 0 = —3, le systéme n’a alors pas de solution.

e La encore, on va se débrouiller pour utiliser des pivots constants :

ar —+ by + z =1 L1 — L1 — CLL3
x —+ aby —+ VA = b L2 $— L2 — L3
r + by + az = 1

1

b(l—a)y + (1-a?)z = 1-a Ly« L1+ Ly

=3 ba—1y + (1—a)z = b-1

z + by + az = 1

2-a—-a*)z = b—a

= bla—1)y + (1-a)z = b-1

r + by + az = 1
On va avoir un systéme qui n’est pas un systéme de Cramer si b = 0, a = 1 ou a = —2 (cf
le systéme précédent pour ces valeurs, le coefficient devant z est le méme). Dans tous les autres

b—a

cas, on a une solution unique dont ’expression ne présente aucun intérét : z = Cyp— Yy =
—a—a

b—1 n b—a ot 1 b—1+b—a

r=1——— .

bla—1)  b(2—a—a?)’ a—1 2+a
Regardons les cas particuliers : si b = 0, I'inconnue y disparait tout simplement du systéme, et la

deuxiéme équation donne z + z = 0. Or, en additionnant les deux équation extrémes, on trouve
(a+1)(xz 4+ z) = 2, ce qui est impossible si  + z = 0. Il n’y a donc pas de solution.

Si a = 1, les membres de gauche des trois équations sont identiques égaux & = + by + z, mais celui
de droite vaut b dans la deuxiéme équation et 1 dans les deux autres. Si b £ 1, il n’y a donc pas de
solution, et si b = 1, les solutions sont de la forme (z,y,1 —z — y).

Si a = —2, la somme des trois équations donne 0 = b + 2, il faut donc avoir b = —2 également. On
—2r — 2y 4+ z = 1
doit alors résoudre le systéme r + 4y + z = =2 .
r - 2y - 2z = 1
La différence des deux premiéres équations donne alors —3x — 6y = 3, soit x = —1 — 2y, la différence
des deux derniéres donne —6y — 3z = 3, soit z = x = —1 — 2y. On ne peut pas faire mieux, donc

S:{(_l_Qy,yv_l_Qy) |y€R}

Exercice 18 (**)

Puisqu’on va devoir exprimer la réciproque, autant essayer de le faire immédiatement, cela prouvera que
Papplication est bijective. Il s’agit en fait de résoudre le systéme f(z,y, z) = (a,b, c) pour tout triplet de
réels (a, b, ¢), autrement dit d’exprimer les solutions en fonction de a, b et ¢, ce qui donnera immeédiatement
I’expression de la réciproque.



20 4+ oy = a

x + 3y + 2z = b Lo« 3Ly —2L3
-3 + 2y + 3z = ¢

2x + v = a Ly 5Ly — Loy
& 9z + b5y = 3b—2c

-3 + 2y + 3z = c

T = ba—3b+ 2c
& 9z + 5y = 3b—2c

=3 + 2y + 3z = c
On remonte comme d’habitude le systéme : x = ba — 3b + 2¢, puis y = —9a + 6b — 4c, et enfin

z = 11la — 7b + 5¢c. La solution étant toujours unique, tout triplet de R3 admet un unique antécédent, et
f est bijective, de réciproque f~!: (a,b,c) — (5a — 3b+ 2¢, —9a + 6b — 4c, 11a — 7b + 5¢).

Meéme méthode pour ’application g :

r 4+ 3y + z = a L1+ 3L+ Lo
—-xr + 2y 4+ 3z = b Lo+ Lo+ 14
r + 2y = c
dr + Ty = 3a—0b
S -z + 2y + 3z = b
x + 2y = C L3+ 4L3— 14
dr + Ty = 3a—0
S -z + 2y + 3z = b
y = 4c—3a+D
On remonte une derniére fois : y = —3a + b+ 4c, puis x = 6a — 2b — Tc, et z = 4a — b — 5c¢, donc g est

bijective et g~1(a,b,c) = (6a — 2b — Tc, —3a + b+ 4c,4a — b — 5¢).
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