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Lors d'une grosse �esta organisée hez les fontions,

la fontion exponentielle pleurnihe dans un oin.

Les autres fontions viennent la voir :

- Bah pourquoi tu pleures ?

- Bououh snif, je suis toute seule, bouhouhou.

- Bah viens ave nous, on va t'intégrer !

- Non, snif snif, 'est pas la peine, bouhouhou, ça hangera rien !

Les soiétés naissantes sont toujours primitives.

Rihard Matheson (dans Je suis une légende).

Les équations di�érentielles sont un outil absolument fondamental en mathématiques, intervenant

très régulièrement dans quantité de problèmes faisant intervenir une modélisation par des fontions.

Vous en retrouverez régulièrement l'usage en physique notamment. Les problèmes de résolution

d'équations di�érentielles sont en général extrêmement di�iles à résoudre (nombre de problèmes

mathématiques ouverts à l'heure atuelle onernent des équations di�érentielles), 'est pourquoi nous

nous ontenterons dans e hapitre d'apprendre à résoudre des types très partiuliers d'équations.

Dans les as qui nous onernent, les méthodes sont lairement dé�nies et leur appliation quasiment

méanique, néessitant en gros uniquement de savoir aluler des primitives dans le as des équations

du premier ordre.

Objetifs du hapitre :

• Reonnaitre sans hésitation les primitives lassiques.

• Maîtriser les tehniques d'intégration par parties et de hangement de variable, et savoir les

employer à bon esient.

• Savoir résoudre une équation linéaire du premier ordre ou du seond ordre à oe�ients

onstants, en maîtrisant notamment la méthode de variation de la onstante.

• Comprendre et savoir analyser un problème de reollement de solutions.

1 Primitives et intégrales

1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1. Soit f une fontion dé�nie sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de f

sur I si la fontion F est dérivable sur I et véri�e F ′ = f .
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Proposition 1. Si F est une primitive de f sur l'intervalle I, la fontion x 7→ F (x) + k

(k ∈ R) est également une primitive de f . Réiproquement, si G est une primitive de f ,

la fontion G − F est onstante (autrement dit, il existe une onstante k pour laquelle

G = F + k).

Démonstration. C'est essentiellement évident : si F ′ = f , alors (F + k)′ = f don F + k est une

primitive de f . Et si F et G sont deux primitives de f , on a (G − F )′ = f − f = 0, don G − F

est onstante (la démonstration rigoureuse de e point attendra le hapitre sur la dérivation et le

théorème des aroissements �nis).

Proposition 2. Soit f ontinue sur I et a ∈ I, alors la fontion F : x 7→
∫ x

a

f(t) dt est

une primitive de f sur I. Il s'agit de l'unique primitive de f sur I s'annulant en a.

Démonstration. L'uniité est évidente : si deux primitives de f s'annulent en a, puisqu'elles di�èrent

d'une onstante, ette onstante et néessairement nulle. La preuve rigoureuse de la première partie

de l'énoné néessite d'une part une dé�nition laire de l'intégrale, et d'autre part des tehniques

d'analyse un peu poussées, nous l'admettrons pour l'instant (e théorème est onnu sous le nom de

théorème fondamental de l'analyse).

Corollaire 1. Toute fontion ontinue sur un segment y admet une primitive.

Remarque 1. Elle en admet même une in�nité, qui di�èrent toutes d'une onstante, mais toutes

les primitives ne peuvent pas néessairement se mettre sous la forme préédente puisqu'elles ne

s'annulent pas néessairement sur I.

Dé�nition 2. Pour une fontion F ontinue sur un segment [a, b], on note [F (x)]ba l'aroissement

de la fontion f sur l'intervalle [a, b], 'est-à-dire le réel F (b)− F (a).

On utilisera également la notation d'intégrale sans borne inférieure pour désigner l'ensemble des

primitives d'une fontion donnée (sur un intervalle préisé par le ontexte, par défaut l'intervalle de

dé�nition de la fontion à intégrer). Par exemple, on pourra noter

∫ x

cos(t) dt = sin(x) + k, ave

k ∈ R.

Exemple : La détermination de primitives sera bien sûr la tehnique privilégiée pour le alul

expliite d'intégrales. Par exemple,

∫ 2

1

√
x dx =

[

2

3
x

3

2

]2

1

=
2

3
(2

3

2 − 1) =
4
√
2− 2

3
.

Exemple : Il faudra également être apable de reonnaître immédiatement les dérivées de omposées

les plus lassiques, qui permettent de aluler diretement des intégrales pas toujours évidentes à

repérer. Ainsi,

∫ 1

0
2tet

2

dt = [et
2

]10 = e− 1.

Pour onlure e paragraphe, un petit tableau des primitives et formules utiles à onnaître. Rien de

nouveau bien entendu, puisque e tableau est simplement obtenu en � retournant � elui des dérivées

lassiques. D'autres primitives peuvent être onsidérées omme lassiques, omme par exemple elle
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de la tangente qui s'obtient simplement en érivant tan(x) =
sin(x)

cos(x)
et en repérant une dérivée

de ln, mais elles sont volontairement omises ar on les retrouvera (et on détaillera don le alul)

systématiquement dans les exeries. Dans la dernière olonne du tableau, f (ou g) désigne une

fontion ontinue quelonque, et F (ou G) une de ses primitives.

Proposition 3. Primitives usuelles :

Fonction Primitive Fonction Primitive Fonction Primitive

xa
xa+1

a+ 1
ch(x) sh(x) kf kF

1

x
ln(|x|) sh(x) ch(x) f + g F +G

ex ex
1

1 + x2
arctan(x) u′f(u) F (u)

ln(x) x ln(x)− x
1√

1− x2
arcsin(x) f ′f

f2

2

cos(x) sin(x)
f ′

f
ln |f |

sin(x) − cos(x) f ′ef ef

Exerie : Caluler les intégrales ou primitives suivantes :

1. I1 =

∫ π

0
cos2(t) dt

2. I2(x) =

∫ x

sin(t) cos2(t) dt

3. I3 =

∫ 1

0

t− 1

t2 − 2t− 1
dt

4. I4 =

∫ π

4

0
tan(t) dt

5. I5 =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

6. I6 =

∫ 1

0

x

1 + x2
dx

Solutions :

1. Ii, le plus simple est de transformer un peu le ontenu de l'intégrale en utilisant une formule

de dupliation : cos(2t) = 2 cos2(t) − 1, don cos2(t) =
cos(2t) + 1

2
. On peut don érire

I1 =
1

2

∫ π

0
cos(2t) + 1 dt =

1

2

[

sin(2t)

2
+ t

]π

0

=
π

2
.

2. Ii, par ontre, pas besoin de faire quoi que e soit, on doit reonnaire une dérivée de omposée

(à un fateur près), en l'ourrene elle de cos3(x). On alule don diretement I2(x) =

−1

3
cos3(x) + k, ave k ∈ R.

3. Le numérateur de la fration étant quasiment la dérivée du dénominateur, on intègre dire-

tement, en faisant toutefois très attention au fait que e dénominateur est négatif entre 0 et

1 : I3 =

[

1

2
ln(2t+ 1− t2)

]1

0

=
ln(2)

2
.
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4. Un très grand lassique à onnaitre absolument : on érit la tangente sous la forme

sin

cos
et on y

voit (au signe près) une forme

u′

u
. On en déduit immédiatement que I4 = [− ln(| cos(t)|)]

π

4

0 =

− ln

(√
2

2

)

+ ln(1) = ln(
√
2) =

1

2
ln(2).

5. On ne doit même pas ré�éhir ii : I5 = [arctan(x)]10 =
π

4
.

6. Attention, rien à voir ave la préédente, même si ii aussi on est apables de trouver une

primitive direte : I6 =

[

1

2
ln(1 + x2)

]1

0

=
ln(2)

2
.

1.2 Intégration par parties

Théorème 1. Intégration par parties.

Si u et v sont deux fontions de lasse C1
sur un segment [a, b], alors

∫ b

a

u(t)v′(t) dt = [u(t)v(t)]ba −
∫ b

a

u′(t)v(t) dt

.

Démonstration. C'est une onséquene immédiate de la formule de dérivation d'un produit : uv

est une primitive de u′v + uv′, don [uv]ba =

∫ b

a

u′(t)v(t) + u(t)v′(t) dt, et la formule en déoule

immédiatement.

Remarque 2. Cette formule peut paraitre peu intéressante dans la mesure où on se ontente de rem-

plaer une intégrale de produit par une autre intégrale de produit, mais elle est en fait extrêmement

importante en pratique. Elle sera très souvent utilisée dans le as d'un alul d'intégrale de produit

peu évident, que l'on souhaite transformer un produit plus simple. Il faut bien omprendre que lors

d'une intégration par parties (qu'on abrégera systématiquement en IPP), l'une des deux fontions

du produit est dérivée et l'autre intégrée. On essaiera don de prendre pour u des fontions qui se

simpli�ent en dérivant (par exemple u(t) = t, ou u(t) = ln(t)), et pour v′ des fontions qui ne se

ompliquent pas trop quand on intègre (par exemple v′(t) = et).

Exemple 1 : On souhaite aluler I =

∫ 1

0
xex dx. Comme on ne onnait pas de primitive évidente de

la fontion à intégrer, on va proéder à une IPP en posant bien sûr u(x) = x, e qui implique u′(x) = 1,
et v′(x) = ex, qu'on peut intégrer en v(x) = ex. Les deux fontion étant très lairement de lasse C1

sur l'intervalle d'intégration, on peut don érire I = [xex]10−
∫ 1

0
ex dx = e− [ex]10 = e− (e− 1) = 1.

Exemple 2 : Calul de I =

∫ e

1
x3 ln2(x) dx. On va e�etuer une première IPP en posant bien sûr

u(x) = ln2(x), don u′(x) = 2
ln(x)

x
, et v′(x) = x3 qu'on va intégrer en v(x) =

x4

4
pour obtenir

I =

[

x4 ln2(x)

4

]e

1

−
∫ e

1

x3

2
ln(x) dx =

e4

4
− 1

2

∫ e

1
x3 ln(x) dx. Il ne reste qu'à e�etuer une deuxième

IPP pour se débarasser dé�nitivement du logarithme : on pose u(x) = ln(x), don u′(x) =
1

x
et à
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nouveau v′(x) = x3, don v(x) =
x4

4
. On trouve ette fois I =

e4

4
− 1

2

[

x4 ln(x)

4

]e

1

+
1

8

∫ e

1
x3 dx =

e4

4
− e4

8
+

1

8

[

x4

4

]e

1

=
e4

8
+

e4

32
− 1

32
=

5e4 − 1

32
.

Exemple 3 : On peut aussi aluler des primitives en e�etuant des IPP sur des intégrales sans

borne inférieure. Dans e as, le � rohet � dans la formule sera simplement remplaé par la fontion

u(x)v(x), qu'on n'a pas besoin d'évaluer en une valeur préise puisqu'il n'y a pas de bornes �xes.

Calulons par exemple elles de la fontion ln sur l'intervalle ]0,+∞[. On alule don

∫ x

ln(t) dt

par IPP en posant u(t) = ln(t), e qui donne u′(t) =
1

t
, et v′(t) = 1 (astue lassique pour � forer �

une IPP quand il n'y a pas naturellement de produit sous l'intégrale), qu'on peut intégrer en v(t) = t.

On trouve alors

∫ x

ln(t) dt = x ln(x) −
∫ x

t × 1

t
dt = x ln(x) −

∫ x

1 dt = x ln(x) − x + k, ave

k ∈ R.

1.3 Changement de variable.

Théorème 2. Changement de variable.

Soit f une fontion ontinue sur le segment [ϕ(a), ϕ(b)], où ϕ est une bijetion de lasse

C1
de [a, b] vers [ϕ(a), ϕ(b)]. Alors

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x) dx =

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Démonstration. C'est ette fois-i une onséquene direte de la formule de dérivation d'une ompo-

sée : ϕ′×f◦ϕ a pour primitive F◦ϕ (où F est une primitive quelonque de f ), don

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

[F ◦ ϕ(t)]ba = F (ϕ(b)) − F (ϕ(a)) =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x) dx.

Remarque 3. En pratique on n'utilise pas vraiment la formule telle quelle (soyons honnêtes, elle

ne sert même essentiellement à rien). Si on dispose d'une intégrale

∫ b

a

f(x) dx ave une fontion

ompliquée et qu'on souhaite remplaer une partie de la fontion par une nouvelle variable allégée,

on � pose � t = ϕ(x) (ou dans l'autre sens x = ϕ−1(t)), et on e�etue alors les trois modi�ations

suivantes dans notre intégrale :

• on remplae les bornes a et b par ϕ(a) et ϕ(b).
• on remplae dans l'intégrale l'expression f(x) par une expression ne faisant intervenir que la

variable t.

• on modi�e le dx en ϕ′(t)dt (on érira simplement dx = ϕ′(t)dt même si 'est un abus de

notation).

Ces modi�ations reviennent bien à appliquer la formule donnée dans le théorème.

Exemple : On souhaite aluler I =

∫ 2

0
x
√
x dx. Ayant par malheur oublié omment intégrer

orretement une fontion puissane, on déide de faire le hangement de variable t =
√
x, soit

x = t2. On modi�e don les éléments suivants :

• la fontion à intégrer x
√
x devient t2 × t = t3.

• les bornes deviennent 0 et

√
2.
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• l'élément di�érentiel est modi�é en dx = 2t dt.

Autrement dit, I =

∫

√
2

0
t3 × 2t dt =

∫

√
2

0
2t4 dt =

[

2

5
t5
]

√
2

0

=
2

5
× (

√
2)5 =

8
√
2

5
. Bien sûr le alul

diret donne le même résultat : I =

∫ 2

0
x

3

2 dx =

[

2

5
x

5

2

]2

0

=
8
√
2

5
.

Exemple 2 : Un alul extrêmement lassique faisant intervenir un hangement de variable est elui

de I =

∫ 1

0

√

1− x2 dx. On pose x = sin(t) (e qui n'a rien de franhement évident si on n'a pas

l'habitude de e type de alul), ou si vous préférez t = arcsin(x). On remplae alors les bornes par

arcsin(0) = 0 et arcsin(1) =
π

2
. La fontion à intégrer devient

√
1− x2 =

√

1− sin2(t) =
√

cos2(t) =

cos(t) (ar cos(t) > 0 sur

[

0,
π

2

]

), et l'élément di�érentiel véri�e dx = cos(t) dt. On obtient alors

I =

∫ π

2

0
cos2(t) dt. On peut maintenant utiliser la formule de dupliation cos(2t) = 2 cos2(t)−1 pour

érire I =

∫ π

2

0

1 + cos(2t)

2
dt =

[

t

2
+

sin(2t)

4

]
π

2

0

=
π

4
. Rien de surprenant dans e résultat puisqu'on

vient tout bêtement de aluler l'aire d'un quart de disque de rayon 1.

Remarque 4. Il est tout à fait possible d'utiliser un hangement de variable pour aluler une primitive

sous forme d'intégrale sans borne inférieure, il faut simplement bien penser dans e as à revenir à

la variable initiale en �n de alul.

Remarque 5. C'est à l'aide de la formule de hangement de variable qu'on peut prouver de façon

rigoureuse les deux résultats lassiques suivants, qui sont géométriquement évidents :

• si f est une fontion impaire,

∫ a

−a

f(x) dx = 0.

• si f est une fontion paire,

∫ a

−a

f(x) dx = 2

∫ a

0
f(x) dx.

1.4 Frations rationnelles

Dé�nition 3. Une fration rationnelle est un quotient de polyn�mes.

Théorème 3. Prinipe de la déomposition en éléments simples.

Soit F (x) =
P (x)

Q(x)
une fration rationnelle dont le dénominateur est à raines simples, alors

on peut déomposer F sous la forme F (x) = P1(x) +

k
∑

i=1

ai

x− αi
+

p
∑

j=1

bjx+ cj

Qj(x)
, où :

• ai, bj et cj représentent des onstantes réelles.

• les nombres αi sont les raines réelles du polyn�me Q.

• les autres dénominateurs Qj(x) représentent les fateurs de degré 2 à disriminant

négatif de e même polyn�me Q.

• P1 est le polyn�me quotient de la division eulidienne de P par Q (e terme n'ap-

parait don que si P est de degré supérieur ou égal à Q).

Remarque 6. Ce théorème est le même que elui vu dans le hapitre préédent pour les télesopages

de sommes, au tout petit détail près qu'on n'a pas supposé le degré du numérateur stritement
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inférieur à elui du dénominateur, d'où l'ajout du terme obtenu par division eulidienne des deux

polyn�mes (qui serait nul ave l'hypothèse préédente).

En pratique, si on a à aluler une intégrale (ou une primitive) d'une fration rationnelle, on proédera

toujours de la façon suivante :

• fatorisation du dénominateur Q, qu'il faut absolument déomposer sous forme de produit de

termes de degré 1 ou de degré 2 à disriminant négatif (omme nous le verrons dans un hapitre

ultérieur que nous onsarerons aux polyn�mes, 'est toujours théoriquement possible, sous

la seule hypothèse de l'absene de raines multiples).

• après avoir invoqué le théorème de déomposition en éléments simples, détermination des

onstantes apparaisant au numérateur des di�érents éléments simples. Nous donnons dans les

exemples qui suivent des tehniques de alul rapide de es onstantes dans les as simples.

Dans tous les as, simples ou non, le nombre total de onstantes à déterminer est égal au

degré du polyn�me Q.

• alul expliite de l'intégrale. Les éléments simples à dénominateur du premier degré s'in-

tègrent diretement à l'aide de ln, eux à dénominateur du seond degré néessitent en général

de ombiner un ln ave une arctan, nous allons détailler les tehniques orrespondantes dans
les exemples qui suivent.

Exemple 1 : On veut aluler I =

∫ 1

0

x+ 3

x2 − x− 2
.

• On ommene don par fatoriser le dénominateur, qui a ii pour disriminant ∆ = 1+8 = 9,

et pour raines x1 =
1− 3

2
= −1 et x2 =

1 + 3

2
= 2. Autrement dit, x2−x−2 = (x+1)(x−2).

• Le théorème de déomposition en éléments simples permet alors d'a�rmer que

x+ 3

x2 − x− 2
=

a

x+ 1
+

b

x− 2
. Pour déterminer les onstantes, on peut utiliser les astues de alul suivantes :

on multiplie l'égalité par x− 2 pour obtenir

x+ 3

x+ 1
=

a(x− 2)

x+ 1
+ b, puis on pose x = 2, e qui

donne b =
5

3
. De même, en multipliant par x+ 1 puis en posant x = −1, on trouve a = −2

3
.

• Il ne reste plus qu'à aluler I =
5

3

∫ 1

0

1

x− 2
dx− 2

3

∫ 1

0

1

x+ 1
dx =

5

3
[ln(2− x)]10 −

2

3
[ln(x+

1)]10 = −5

3
ln(2)− 2

3
ln(2) = −7

3
ln(2) (il est tout à fait normal d'obtenir ii une valeur négative

puisqu'on intègre une fontion qui est toujours négative sur l'intervalle [0, 1]).

Exemple 2 : On veut aluler l'intégrale J =

∫ 1

0

x− 1

x2 + 2x+ 3
.

• Le dénominateur ayant ette fois un disriminant négatif, il n'y a rien à fatoriser, et don pas

de déomposition en éléments simples à e�etuer. On passe tout de suite à l'étape de alul

de l'intégrale.

• Le premier objetif est de se � débarasser du t � au numérateur en faisant apparaitre un quo-

tient de la forme

f ′

f
pour l'intégrer à l'aide d'un ln : I =

∫ 1

0

x+ 1

x2 + 2x+ 3
dx−

∫ 1

0

2

x2 + 2x+ 3
dx =

[

1

2
ln(x2 + 2x+ 3)

]1

0

−J =
ln(6)

2
− ln(3)

2
−J =

ln(2)

2
−J , où on a noté J =

∫ 1

0

2

x2 + 2x+ 3
,

intégrale où nous allons faire apparaitre ette fois une dérivée d'artangente après avoir ef-

fetué une mise sous forme anonique. En e�et, J =

∫ 1

0

2

(x+ 1)2 + 2
dx =

1

1 + (x+1√
2
)2

dx =

[√
2 arctan

(

x+ 1√
2

)]1

0

=
√
2 arctan(

√
2)−

√
2 arctan

(

1√
2

)

. On ne onnait évidemment pas
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es valeurs de la fontion artangente, on se ontente don de onlure que I =
ln(2)

2
−

√
2 arctan(

√
2) +

√
2 arctan

(

1√
2

)

.

Exemple 3 : Dernier exemple, on veut maintenant aluler I =

∫ 1

0

1

x3 + 1
dx.

• Le dénominateur étant de degré 3, il a forément une raine réelle qui va permettre de le

fatoriser. Ii, la raine est évidente, 'est x = −1, e qui permet d'érire x3 + 1 = (x +
1)(ax2 + bx + c) = ax3 + (b + a)x2 + (c + b)x + c. Une petit identi�ation des oe�ients

donne les onditions a = 1, puis a + b = 0 don b = −1 et b + c = 0 don c = 1 (e qui est

ohérent ave la dernière ondition). Le deuxième fateur x2 − x+ 1 de notre produit ayant

un disriminant négatif, on ne peut pas aller plus loin.

• On va maintenant é�etuer la déomposition en éléments simples sous la forme

1

x3 + 1
=

a

x+ 1
+

bx+ c

x2 − x+ 1
. En multipliant par x + 1 et en évaluant en x = −1, on trouve omme

d'habitude a =
1

3
. Pour le reste, il nous faut deux informations supplémentaires qu'on ne peut

pas obtenir de la même façon. Une alternative est tout simplement de prendre diretement

ertaines valeurs � simples � de x dans notre égalité. Ii, on peut poser x = 0 pour trouver

1 = a+ c, soit c = 1− a =
2

3
. Pour déterminer b, on peut aussi utiliser une astue surprenant

en multipliant tout par x pour obtenir

x

x3 + 1
=

ax

x+ 1
+

bx2 + cx

x2 − x+ 1
, puis on alule la

limite en +∞ des deux membres, e qui donne 0 = a + b, soit b = −a = −1

3
. Conlusion :

1

x3 + 1
=

1

3(x+ 1)
− x− 2

3(x2 − x+ 1)
.

• Il est temps de l'intégrale I. Le premier moreau ne pose pas de problème :

∫ 1

0

1

3(x+ 1)
dx =

ln(2)

3
. Pour l'autre moitié, on va avoir besoin de ombiner un ln et un arctan :

x− 2

x2 − x+ 1
=

1
2 (2x− 1) − 3

2

x2 − x+ 1
, don

∫ 1

0

x− 2

x2 − x+ 1
dx =

1

2
[ln(x2 − x + 1)]10 −

3

2

∫ 1

0

1

(x− 1
2)

2 + 3
4

dx = 0 −

3

2

∫ 1

0

4

3
× 1

( 2√
3
(x− 1

2))
2 + 1

dx = −2

[√
3

2
arctan

(

2√
3

(

x− 1

2

))

]1

0

= −
√
3

(

arctan

(

1√
3

)

− arctan

(

− 1√
3

))

= − π√
3
. On peut maintenant onlure le alul :

I =
ln(2)

3
+

1

3
× π√

3
=

ln(2)

3
+

π

3
√
3
. C'est vraiment sublime.

2 Équations di�érentielles linéaires du premier ordre.

2.1 Voabulaire général sur les équations di�érentielles.

Dé�nition 4. Une équation di�érentielle est une équation dont l'inonnue est une fontion

y (réelle ou omplexe, même si nous traiterons surtout le as réel dans e hapitre), et faisant

intervenir les dérivées suessives y′, y′′, . . ., y(n) de la fontion y. L'ordre d'une équation di�érentielle

orrespond à l'ordre de dérivation maximal de l'inonnue y apparaissant dans l'équation (ainsi, une

équation est d'ordre 2 si y′′ apparait dans l'équation, mais auune dérivée d'ordre supérieure à 2). On
peut dé�nir énormément de types d'équations di�érentielles, parmi lesquels nous nous attarderons

sur les suivants :
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• l'équation est homogène (ou plus simplement sans seond membre) si son seond membre

(dans lequel on plae systématiquement tout e qui ne dépend pas de y ni de ses dérivées) est

nul.

• l'équation est linéaire si elle peut s'érire sous la forme an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · · +
a1(x)y

′ + a0(x)y = b(x) (autrement dit, les seules opérations autorisées sur la fontion y et

ses dérivées sont les sommes et les produits pas des fontions �xes de la variable x).

• une équation linéaire est normalisée si de plus an(x) = 1.
• les ourbes intégrales d'une équation di�érentielle sont les ourbes représentatives de ses

solutions.

Exemples : L'équation cos(x)y′ + xy2(x) = 0 est une équation non linéaire (à ause de l'élévation

au arré) homogène du premier ordre.

L'équation y′′(x)− 3 ln(x)y = ch(x) est une équation linéaire normalisée du seond ordre.

L'équation 2y′′′−3y′+5y = sin(x) est une équation linéaire du troisième ordre à oe�ients onstants

(e qui signi�e tout simplement que les oe�ients devant les di�érentes dérivées de y dans le membre

de gauhe sont tous des onstantes).

Remarque 7. Résoudre une équation di�érentielle sur un intervalle I (on ne herhera jamais à

e�etuer une résolution sur un ensemble qui n'est pas un intervalle) revient bien sûr à herher

toutes les fontions y véri�ant l'équation sur tout l'intervalle I. Cela suppose néessairement que la

fontion y soit (au moins) n fois dérivable sur l'intervalle I (pour une équation di�érentielle d'ordre

n).

L'inonnue d'une inonnue di�érentielle est pratiquement toujours notée y, par ontre la variable de

la fontion y pourra être notée x ou t selon les as. Les mathématiiens ont même l'a�reuse habitude

de ne pas toujours indiquer la variable quand ils érivent leurs équations di�érentielles. Ainsi, on

parlera de résoudre xy′ + 3x2y2 = 0, sans préiser que x représente la variable de la fontion y.

2.2 Résolution de l'équation homogène assoiée.

Nous nous intéressons dans tout e paragraphe à une équation linéaire homogène du premier

ordre, don une équation de la forme y′ + a(x)y = 0, où a est une fontion ontinue sur l'intervalle

de résolution I.

Théorème 4. Les solutions de l'équation y′ + a(x)y = 0 sont toutes les fontions de la

forme x 7→ Ke−A(x)
, où K est une onstante réelle et A une primitive (�xée) de a.

Démonstration. Commençons par onstater que es fontions sont e�etivement solutions de l'équa-

tion : si y(x) = Ke−A(x)
, alors y′(x) = −Ka(x)e−A(x)

, don y′(x) + a(x)y(x) = −Ka(x)e−A(x) +
Ka(x)eA(x) = 0. Réiproquement, supposons y solution de l'équation et posons z(x) = y(x)eA(x)

, où

A est une primitive quelonque de a (qui, étant ontinue, possède néessairement des primitives),

on a alors z′(x) = y′(x)eA(x) + a(x)y(x)eA(x) = eA(x)(y′(x) + a(x)y(x)) = 0. La fontion z a une

dérivée nulle, elle est don onstante, égale à un ertain réel K. On a alors, par dé�nition de z,

y(x) = Ke−A(x)
.

Remarque 8. On notera en général dans les exeries yh les solutions de l'équation homogène, mais il

ne s'agit pas d'une notation � o�ielle �, il faut don bien repréiser la notation à haque fois qu'on

l'utilise.

Exemple : Considérons l'équation di�érentielle y′ + 2xy = 0, qu'on herhe à résoudre sur R tout

entier. La fontion x 7→ 2x étant évidemment ontinue sur R, elle y admet des primitives, et la

9



fontion x 7→ x2 est une de es primitives. Les solutions de ette équation homogène sont don

toutes les fontions x 7→ Ke−x2

, ave K ∈ R (sur une opie, votre rédation devrait ressembler assez

préisément à ei).

Exemple : Considérons maintenant l'équation di�érentielle (1−x2)y′ +2y = 0. On pourrait penser

a priori résoudre ette équation sur R tout entier, mais l'appliation du théorème ité i-dessus

néessite de mettre d'abord notre équation sous forme normalisée, don ii de l'érire sous la forme

y′ +
2

1− x2
y = 0, e qui impose de hoisir un intervalle de résolution où le dénominateur 1 − x2 ne

s'annule pas, par exemple I =]1,+∞[. Sur et intervalle, la fontion x 7→ 2

1− x2
est ontinue don

admet des primitives. En aluler une n'est toutefois pas évident et va ii néessiter une déomposition

en éléments simples (toutes les tehniques de alul de primitive, IPP et hangement de variable

notamment, peuvent être utilisées lors de ette étape de alul de la primitive). On érit don

2

1− x2
=

a

1 + x
+

b

1− x
, et on alule par la méthode de son hoix a = b = 1 (je ne détaille pas

les aluls, ils sont très lassiques ii). Autrement dit,

2

1− x2
=

1

1 + x
+

1

1− x
admet par exemple

pour primitive la fontion x 7→ ln(1 + x) − ln(x − 1) = ln

(

1 + x

x− 1

)

. On en déduit que les solutions

de notre équation sur l'intervalle I sont de la forme yh : x 7→ K1e
− ln( 1+x

x−1
)
, ave K1 ∈ R, soit après

simpli�ation yh : x 7→ K1(x− 1)

1 + x
, ave K1 ∈ R.

Remarquons que, si on avait hoisi de résoudre l'équation sur l'intervalle ]−∞,−1[, on aurait obtenu

la même primitive (les signes dans les deux ln seraient opposés à eux obtenus sur l'intervalle I, mais

après regroupement des ln, on peut simpli�er pour trouver exatement la même expression), don on

aurait sur et intervalle des solutions de la forme yh : x 7→ K2(x− 1)

1 + x
, ave K2 ∈ R (ette nouvelle

onstante K2 est par ontre omplètement indépendante de la onstante K1 obtenue sur l'intervalle

I). De même, sur le troisième intervalle ]− 1, 1[, on obtient yh : x 7→ K3(1− x)

1 + x
, ave K3 ∈ R. Dans

la mesure où la onstante K3 peut prendre n'importe quelle valeur réelle, on peut en fait érire à

nouveau la même formule que sur les deux intervalles préédents, quitte à hanger simplement le

signe de la onstante.

On peut maintenant se demander s'il existe des solutions de l'équation initiale valables sur R tout

entier. Les formules obtenues permettent de réer de façon évidente des solutions valables sur ] −
1,+∞[, qui s'annulent toutes quand x = 1 (on prend des valeurs opposées pour les onstantes K1

et K3 et f : x 7→ K(x− 1)

x+ 1
est bien solution sur tout l'intervalle ] − 1,+∞[). On a beauoup plus

de problèmes ave la valeur interdite x = −1, où la seule solution pour réer une fontion ontinue

(n'ayant pas une limite in�nie en −1) est d'imposer K2 = K3 = 0, e qui à son tour impose K1 = 0
si on veut onserver une fontion dérivable en 1. La seule solution possible sur R est don la fontion

identiquement nulle. Nous étudierons de façon un peu plus préise es histoires de reollements de

solutions plus loin dans e ours. Ci-dessous, des allures de ourbes intégrales de l'équation (on a

volontairement utilisé des ouleurs di�érentes pour les trois intervalles de résolution) :
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0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

2.3 Résolution de l'équation omplète.

On s'intéresse maintenant à une équation ave seond membre de la forme y′ + a(x)y = b(x), où
a est toujours une fontion ontinue sur l'intervalle de résolution I, et b est elle-même une fontion

ontinue et dérivable sur I.

Théorème 5. Les solutions de l'équation y′ + a(x)y = b(x) sont de la forme x 7→
Ke−A(x) + yp(x), où K est une onstante réelle, A une primitive �xée de a, et yp une

solution partiulière quelonque de l'équation (qui en admet toujours).

Remarque 9. Ce théorème énone simplement un grand prinipe à retenir pour la résolution des

équations di�érentielles linéaires : on obtient toutes les solutions de l'équation omplète en ajoutant

à une solution partiulière de l'équation toutes les solutions de l'équation homogène assoiée.

Démonstration. Soit don yp une solution partiulière de l'équation et y une solution quelonque. On

a y′+a(x)y = b(x) ⇔ y′+a(x)y = y′p+a(x)yp ⇔ (y−yp)
′+a(x)(y−yp) = 0. La di�érene des deux

fontions est don solution de l'équation homogène, e qui en utilisant les résultats du paragraphe

préédent donne la forme demandée.

Dé�nition 5. Un problème de Cauhy assoié à une équation di�érentielle du premier ordre

est un système de la forme

{

y′ + a(x)y = b(x)
y(x0) = α

, où x0 est un réel appartenant à l'intervalle de

résolution I de l'équation di�érentielle, et α une valeur réelle quelonque. Autrement dit, il s'agit de

résoudre une équation di�érentielle ave une ondition initiale imposée.
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Théorème 6. Un problème de Cauhy du premier ordre admet toujours une solution

unique, il s'agit (ave les notations préédentes) de la fontion x 7→ αeA(x0)−A(x) +

e−A(x)

∫ x

x0

eA(t)b(t) dt.

Démonstration. Cette démonstration fait intervenir une tehnique lassique dans la résolution théo-

rique d'équations di�érentielles. On herhe une fontion y véri�ant l'équation et telle que y(x0) = α.

Posons z(x) = y(x)eA(x)
. On obtient, très similairement à e qu'on a fait pour les équations homo-

gènes un peu plus haut, z′(x) = b(x)eA(x)
. La fontion z est don la primitive de beA valant αeA(x0)

en x0 (ette primitive est unique), 'est-à-dire z(x) = αeA(x0) +

∫ x

x0

b(t)eA(t) dt. Cela donne bien la

formule souhaitée pour y.

Remarque 10. Cette formule n'est heureusement à peu près d'auune utilité pour le alul pratique

de solutions, puisqu'on ne saura de toute façon pas aluler l'intégrale. Pour réellement résoudre une

équation di�érentielle, il faut utiliser le théorème préédent et don trouver une solution partiulière

de l'équation. On a un peu l'impression de tourner en rond dans la mesure où est en train de prétendre

en gros que, pour trouver les solutions d'une équation, il faut ommener par trouver une solution

de ette même équation, mais il existe une tehnique e�ae pour trouver ette fameuse solution

partiulière, tehnique que l'on mettra en oeuvre quasiment systématiquement :

Dé�nition 6. Méthode de variation de la onstante.

Cette méthode onsiste, une fois qu'on a résolu l'équation homogène assoiée à une équation dif-

férentielle linéaire du premier ordre, à herher une solution partiulière yp de l'équation omplète

sous la forme yp(x) = K(x)e−A(x)
(où, ave les notation habituelles, on a obtenu yh(x) = Ke−A(x)

).

Autrement dit, on transforme la onstante K des solutions de l'équation homogène, e qui donne à

ette méthode son nom de � variation de la onstante � qui peut à première vue sembler quelque peu

ontraditoire.

Remarque 11. Les seuls as où on n'aura pas reours à ette méthode seront eux où on arrivera à

trouver une solution partiulière � évidente � sans auun alul, ou ave des aluls plus simples que

eux de la variation de la onstante (f plus bas quelques as lassiques où on peut s'en passer).

Pourquoi la méthode fontionne-t-elle ? C'est en fait tout bête : on pose don yp(x) = K(x)e−A(x)
, et

on dérive ette expression pour remplaer dans notre équation di�érentielle : y′p(x) = K ′(x)e−A(x) −
a(x)K(x)e−A(x)

. La fontion yp est solution de l'équation y′ + a(x)y = b(x) si et seulement si

K ′(x)e−A(x) = b(x) (les termes � en K(x) � se simpli�ent systématiquement lors de e alul ; si

e n'est pas le as, 'est forément que vous vous êtes trompés, soit dans le alul des solutions de

l'équation homogène, soit dans votre dérivation de yp). Autrement dit, on est ramenés à un alul de

primitive, en l'ourrene elui de la fontion x 7→ b(x)eA(x)
(e qui orrespond à la démonstration

théorique de l'existene des solutions à un problème de Cauhy). Et si on ne sait pas aluler ette

primitive ? Eh bien, on est oinés.

Exemple 1 :On herhe à résoudre l'équation di�érentielle y′+xy = x (sur R). L'équation homogène

assoiée a pour solutions les fontions yh : x 7→ Ke−
x
2

2
, ave K ∈ R. Ii, pas besoin de variation de

la onstante pour trouver une solution partiulière, il y en a une de triviale : yp(x) = 1 (si on ne

s'en rend pas ompte, la méthode marhera mais néessitera un alul pas si faile pour retrouver

ette même solution). Les solutions de l'équation omplète sont de la forme y : x 7→ Ke−
x
2

2 +1, ave
K ∈ R.
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Exemple 2 : On herhe à résoudre sur R
+∗

l'équation di�érentielle xy′ + 2y = ex. L'intervalle de

résolution est justi�é par le fait que la normalisation de l'équation la transforme en y′ +
2

x
y =

ex

x
.

L'équation homogène assoiée est y′ + 2
y

x
= 0, dont les solutions sont de la forme Ke−A(x)

, où

A est une primitive de x 7→ 2

x
(fontio qui, étant ertainement ontinue sur ]0,+∞[, y admet

néessairement des primitives). Une telle primitive est x 7→ 2 ln(x), don les solutions de l'équation

homogène sont les fontions yh : x 7→ Ke−2 ln(x) =
K

x2
, ave K ∈ R.

Reste maintenant à trouver une solution partiulière, via la méthode de variation de la onstante.

Posons don yp(x) =
K(x)

x2
, et alulons y′(x) =

K ′(x)

x2
− 2

K(x)

x3
. La fontion yp est solution de

l'équation omplète si

K ′(x)

x2
−2

K(x)

x3
+2

K(x)

x3
=

ex

x
, soit K ′(x) = xex. On alule une primitive de

ette dernière fontion à l'aide d'une IPP : K(x) =

∫ x

tet dt. On pose u(t) = t, don u′(t) = 1, et

v′(t) = et, pour lequel on peut hoisir v(t) = et. On a donK(x) = xex−
∫ x

et dt = (x−1)ex+L, ave

L ∈ R. En pratique, on peut ne pas s'embêter et poser L = 0 (si on garde un L quelonque, on va en

fait obtenir toutes les solutions de l'équation omplète au lieu d'une seule solution partiulière), 'est-

à-dire hoisir yp(x) =
(x− 1)ex

x2
(attention ii à ne pas onfondre bêtement K(x) et yp(x)). Toutes les

solutions de l'équation omplète sont don de la forme y : x 7→ K + (x− 1)ex

x2
, ave K ∈ R. Pour les

plus urieux, on obtiendrait exatement le même type de formule (ave une onstante indépendante)

en résolvant sur ]−∞, 0[.

Exemple 3 : On onsidère un iruit életrique onstitué d'un éhelon de tension E, une résistane

R, une bobine d'indutane L et un interrupteur. À l'instant t = 0, on ferme l'interrupteur, qui était

jusque là ouvert. Comment évolue l'intensité i dans le iruit ?

E

R

L

Comme vous le savez tous, l'intensité dans e iruit véri�e l'équation di�érentielle (érite ave des

notations de physiien) L
di

dt
+Ri = E, ave de plus la ondition initiale i(0) = 0 (puisque l'intensité

dans le iruit est forément nulle quand t < 0, et que l'intensité est ontinue). En notant τ =
L

R
(e qu'on appelle onstante de temps du iruit), on obtient (ave une notation plus mathématique,

et sous forme normalisée) i′ +
i

τ
=

E

L
. Les solutions de l'équation homogène assoiée sont de la
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forme yh : t 7→ Ke−
t

τ
, ave K ∈ R, et la fontion onstante

E

R
est solution partiulière évidente de

l'équation. Les solutions de l'équation omplète sont don de la forme y : t 7→ E

R
+Ke−

t

τ
. Comme

de plus i(0) = 0, on obtient K = −E

R
, soit i(t) =

E

R
(1 − e−

t

τ ) (si t > 0, bien entendu). La ourbe

ressemble à ei (on a pris

E

R
= 4 et τ = 2) :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10−1−2

0

1

2

3

4

5

−1

regime

transitoire

regime

permanent

La fontion est don stritement roissante sur R
+
, ave une asymptote horizontale de valeur

E

R
en +∞. En physique, on dira plut�t que l'intensité est en régime permanent quand elle s'approhe

fortement de son asymptote (en pratique, pour un iruit RL, on onsidère le régime permanent

atteint pour t = 3τ , à et instant, l'intensité vaut environ 95% de sa valeur maximale, tout simplement

pare e−3 ≃ 0.05), et en régime transitoire dans sa période de forte roissane.

Proposition 4. Prinipe de superposition.

Soit y′+a(x)y = 0 une équation di�érentielle homogène et y1, y2 des solutions partiulières

respetives des équations y′ + a(x)y = b1(x) et y′ + a(x)y = b2(x), alors y1 + y2 est une

solution partiulière de l'équation y′ + a(x)y = b1(x) + b2(x).

Démonstration. C'est un alul idiot : si y′1 + a(x)y1 = b1(x) et y′2 + a(x)y2 = b2(x), on a en

additionnant (y1 + y2)
′ + a(x)(y1 + y2) = b1(x) + b2(x).

Proposition 5. Les trois types de seond membre suivants permettent de herher dire-

tement une solution partiulière sous une forme spéi�que, sans avoir besoin d'utiliser la

méthode de variation de la onstante :

• l'équation y′ + ay = P (x), où a est une onstante, et P un polyn�me de degré n,

admet toujours une solution partiulière polynomiale de degré n.

• l'équation y′ + ay = P (x)ekx, où a et k sont deux onstantes (ave bien sûr k 6= 0)
et P un polyn�me de degré n, admet toujours une solution partiulière de la forme

yp(x) = Q(x)ekx, où Q est un polyn�me de degré n si a + k 6= 0, de degré n + 1
sinon.

• l'équation y′ + ay = α cos(ωx) + β sin(ωx), où a et ω sont des onstantes, admet

toujours une solution partiulière de la forme γ cos(ωx) + δ sin(ωx) (ave (γ, δ) ∈
R
2
).

14



Exemple 1 : On herhe à résoudre l'équation y′ − y = (2x + 1)ex. Les solutions de l'équation

homogène assoiée sont de la forme x 7→ Kex, ave K ∈ R. On est ii dans le as partiulier

� a+ k = 0 �, il faut don herher une solution partiulière sous la forme yp(x) = (ax2 + bx+ c)ex.
On a alors y′p(x) = (2ax + b)ex + (ax2 + bx + c)ex, don yp est solution de l'équation omplète si

(2ax+ b)ex = (2x+ 1)ex. On peut hoisir a = b = 1 (et par exemple c = 0) pour obtenir la solution

yp : x 7→ (x2+x)ex. Les solutions de l'équation omplète sont don les fontions y : x 7→ (x2+x+K)ex

(ave K ∈ R).

Exemple 2 : On herhe à résoudre l'équation y′+2y = cos(2x)+2 sin(2x). Les solutions de l'équa-
tion homogène sont de la forme x 7→ Ke−2x

(ave K ∈ R), et on herhe une solution partiulière sous

la forme yp(x) = a cos(2x) + b sin(2x). On aura don y′p(x) = −2a sin(2x) + 2b cos(2x). La fontion

yp est solution de l'équation omplète si (2b+ 2a) cos(2x) + (2b− 2a) sin(2x) = cos(2x) + 2 sin(2x).
Cette relation est véri�ée si 2a + 2b = 1 et 2a − 2b = 2, e qui donne en additionnant 4a = 3 soit

a =
3

4
, puis b = a− 1 = −1

4
. Une solution partiulière est don yp : x 7→ 3

4
cos(x) − 1

4
sin(x), et les

solutions de l'équation omplète sont les fontions y : x 7→ Ke−2x+
3

4
cos(x)− 1

4
sin(x), ave K ∈ R.

3 Équations linéaires du deuxième ordre à oe�ients onstants.

Les méthodes ne sont pas très di�érentes de elles vues pour le premier ordre. Simplement, la

omplexité devenant nettement plus élevée, on se restreindra (en plus de la linéarité) au as de

oe�ients onstants.

Dé�nition 7. Une équation di�érentielle du deuxième ordre à oe�ients onstants est

une équation di�érentielle du type y′′ + ay′ + by = f(x), où a et b sont deux nombres réels, et f

une fontion ontinue sur l'intervalle de résolution I. On assoie omme d'habitude à ette équation

l'équation homogène y′′ + ay′ + by = 0.

Un problème de Cauhy pour une équation du deuxième est onstitué d'un système du type :







y′′ + ay′ + by = f(x)
y(x0) = α

y′(x0) = β

Dé�nition 8. L'équation aratéristique assoiée à l'équation sans seond membre est l'équation

du seond degré r2 + ar + b = 0.

Théorème 7. Solutions omplexes de l'équation homogène.

• Si l'équation aratéristique possède deux raines distintes (réelles ou omplexes)

r1 et r2, les solutions omplexes de l'équation homogène sont les fontions de la

forme x 7→ Aer1x +Ber2x, ave (A,B) ∈ C
2
.

• Si l'équation aratéristique admet une raine double r0, alors les solutions de l'équa-

tion homogène sont les fontions de la forme x 7→ (A + Bx)er0x, ave toujours

(A,B) ∈ C
2
.
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Théorème 8. Solutions réelles de l'équation homogène.

• Si l'équation aratéristique possède deux raines réelles distintes r1 et r2, les

solutions relles de l'équation homogène sont les fontions de la forme x 7→ Aer1x +
Ber2x, ave (A,B) ∈ R

2
.

• Si l'équation aratéristique a une raine double réelle r0, alors les solutions de

l'équation homogène sont les fontions de la forme x 7→ (A+Bx)er0x, ave (A,B) ∈
R
2
.

• En�n, si l'équation aratéristique a deux raines omplexes onjuguées r + iω et

r− iω, les solutions sont de la forme x 7→ (A cos(ωx)+B sin(ωx))erx, ave (A,B) ∈
R
2
.

Remarque 12. Dans tous les as, les solutions de l'équation homogène s'érivent omme ombinaisons

obtenues à partir de deux solutions partiulières de ette équation. Nous aurons une interprétation

de e résultat quand nous aurons étudié les espaes vetoriels.

Démonstration. Dans un premier temps, oupons-nous du as omplexe. Commençons par reher-

her les solutions de l'équation de la forme y : x 7→ erx. On a alors y′(x) = rerx et y′′(x) = r2erx,

don en fatorisant par erx, y est solution de l'équation si et seulement si r2 + ar + b = 0, don si r

est raine de l'équation aratéristique. On en déduit aisément que, dans le as des raines distintes,

les fontions données dans le théorème sont e�etivement solutions de l'équation.

Soit don r1 une raine de ette équation et y une solution quelonque de notre équation di�érentielle,

on va l'érire (de façon très analogue au as du premier ordre) sous la forme y(x) = z(x)er1x. On a

alors y′(x) = (z′(x) + r1z(x))e
r1x

et y′′(x) = (z′′(x) + 2r1z
′(x) + r21z(x))e

r1x
. En fatorisant une fois

de plus par er1x, on obtient la ondition z′′ + (2r1 + a)z′ + (r21 + ar1 + b)z = 0. Le dernier terme du

membre de gauhe étant nul (puisque par dé�nition r1 est solution de l'équation aratéristique), la

fontion z′ est don solution de l'équation di�érentielle du premier ordre z′′+(2r1+a)z′ = 0. Dans le

as où r1 est raine double de l'équation, on a r1 = − 1

2a
don 2r1+a = 0, et z′′ est nulle. La fontion

z est alors a�ne, et on retrouve bien des solutions de la forme y(x) = z(x)er1x = (A + Bx)er1x.
Si r1 n'est pas raine double, on a par ontre z′(x) = Ke−(2r1+a)x

, ave K ∈ C. On peut intégrer

ette ondition en z(x) = Ae−(2r1+a)x + B (la onstante K s'étant transormée en A après division

par −(2r1 + a)), soit y(x) = z(x)er1x = Ae−(r1+a)x + Ber1x. Or, la deuxième raine de l'équation

aratéristique n'est autre que −(r1 + a), puisqu'on sait que les deux raines du trin�me ont pour

somme −a. On retrouve exatement les solutions annonées.

Passons au as réel. Les deux premiers as (raines réelles distintes ou raine double) sont exatement

similaires, nous ne reprendrons pas les aluls. Conentrons-nous sur le as des deux raines omplexes

onjuguées. On sait que dans e as y(x) = erx(Aeiωx + Be−iωx). Examinons les valeurs prises par

une telle fontion en x = 0 et en x =
π

2ω
. Comme y(0) = A+B, pour que y(0) soit réel, il faut avoir

Im (A) + Im (B) = 0. De même, pour que y soit réelle en

2π

ω
, il faut que e

2πr

ω (iA− iB) soit réel, e

qui se produit si i(A − B) ∈ R, soit A− B ∈ iR, ou enore Re (A) = Re (B). Finalement, les deux

onditions ombinées nous donnent B = A, don y(x) = erx(Aeiωx + Ae−iωx) = 2erxRe (Aeiωx) =
2erx(Re (A) cos(ωx)− Im (A) sin(ωx)), qui est bien de la forme annonée.
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Proposition 6. Les solutions de l'équation di�érentielle y′′ − ω2y = 0, où ω ∈ R, sont les

fontions de la forme t 7→ Aeωt +Be−ωt
, ave (A,B) ∈ R

2
.

Les solutions de l'équation y′′ + ω2y = 0 (ave toujours ω ∈ R sont de la forme t 7→
A cos(ωt)+B sin(ωt), ave (A,B) ∈ R

2
. Cette dernière équation intervient régulièrement en

physique (osillateur harmonique), où on érit plut�t les solutions sous la forme équivalente

t 7→ C cos(ωt+ϕ), ave C ∈ R (onstante appelée amplitude de la solution) et ϕ ∈
[

0,
2π

ω

[

(onstante appelée déphasage de la solution).

Démonstration. C'est une appliation direte des théorèmes préédents : dans le premier as, l'équa-

tion aratéristique r2−ω2 = 0 a pour solutions r1 = ω et r2 = −ω, dans le deuxième as l'équation

r2 + ω2 = 0 a pour solutions r1 = iω et r2 = −iω. Dans e deuxième as, toutes les solutions de

l'équation sont périodiques.

Exemple 1 : Les solutions de l'équation di�érentielle homogène y′′− 3y′ +2y = 0 sont les fontions

de la forme x 7→ Aex + Be2x, ave (A,B) ∈ R
2
(on supposera toujours dans les exemples qu'on ne

herhe que les solutions réelles de l'équation). Si on ajoute deux onditions initiales supplémentaires,

par exemple y(0) = 1 et y′(0) = 0, la solution du problème de Cauhy orrespondant devient unique.

Ii, on obtient le système A + B = 1 et A + 2B = 0 (puisque y′(x) = Aex + 2Be2x), dont on tire

en soustrayant les deux équations B = −1 puis A = 2. La seule solution de l'équation homogène

véri�ant les deux onditions imposées est don y : x 7→ 2ex − e2x.

Exemple 2 : De même, les solutions de l'équation homogène y′′ − 2y′ + y = 0 sont de la forme

x 7→ (A + Bx)ex (ave (A,B) ∈ R
2
), et la seule solution véri�ant y(0) = y′(0) = 1 est la fontion

x 7→ ex.

Exemple 3 : Revenons une nouvelle fois à un peu de physique. On onsidère ette fois un iruit

RLC série muni d'un interrupteur que, omme la dernière fois, on fermera à t = 0 pour observer la

déharge du ondensateur dans le iruit.

R

L

C
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On suppose le ondensateur hargé ave une ertaine harge q0 avant la fermeture de l'interrupteur.

On va s'intéresser à l'évolution de ette harge q. Elle est, mathématiquement parlant, une primitive

de l'intensité i. Par ailleurs, la tension aux bornes d'un ondensateur est donnée par uC =
q

C
, où

C est une onstante appelée harge du ondensateur. On a don dans le iruit (loi des mailles)

L
di

dt
+Ri+uC = 0, soit en exprimant tout en fontion de la harge q, l'équation q′′+

R

L
q′+

1

LC
q = 0

(on est revenus à la notation mathématique des dérivées, la variable étant bien sûr ii une variable

temporelle t).

On note habituellement en physique ω0 =
1√
LC

, onstante appelée pulsation propre du iruit,

et Q =
1

R

√

L

C
=

Lω0

R
, qu'on appelle fateur de qualité du iruit. Notre équation di�érentielle

devient alors q′′ +
ω0

Q
+ ω2

0q = 0. On a par ailleurs les onditions initiales q(0) = q0 et q′(0) = 0

(ontinuité de la harge et de l'intensité quand on ferme l'interrupteur). Cette équation est une

équation homogène du seond ordre à oe�ients onstants, et son équation aratéristique a pour

disriminant ∆ =
ω2
0

Q2
(1− 4Q2).

Le disriminant est stritement positif quand Q <
1

2
, auquel as les deux raines de l'équation

aratéristiques sont de la forme r =
ω0

2Q
(±
√

1− 4Q2 − 1), négatives toutes les deux (puisque la

parenthèse est néessairement négative). La harge est don une somme de deux fontions expo-

nentielles déroissantes, on parle alors de régime apériodique, la harge se ontentant de déroitre

de q0 vers 0 (de façon à peu près exponentielle). Au ontraire, lorsque Q >
1

2
, le disriminant de

l'équation est négatif, et on a don une harge qui est le produit d'une fontion périodique par une

exponentielle déroissante. On parle alors de régime pseudo-périodique : la harge tend toujours vers

0, mais en osillant ave une amplitude déroissante au ours du temps. Une allure de la fontion de

harge dans e as :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12−1−2

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

En�n, dans le as où Q =
1

2
, il y a une raine double et une harge qui est produit d'une fontion

a�ne par une exponentielle déroissante. On parle de régime ritique, la ourbe ressemble en fait à

elle du régime apériodique.

18



Théorème 9. Soit y′′ + ay + b = f(x) une équation di�érentielle du seond ordre à

oe�ients onstants. Alors ses solutions sont de la forme y : x 7→ yp(x) + yh(x), où yp
est une solution partiulière �xée de l'équation, et yh parourt l'ensemble des solutions de

l'équation homogène assoiée.

Démonstration. C'est le même prinipe et la même preuve que pour le premier ordre : si y′′+ay+b =
f , on a y′′ + ay + b = y′′p + ay′p + c, d'où (y − yp)

′′ + a(y − yp)
′ + (y − yp) = 0, et y − yp est don

solution de l'équation sans seond membre.

Proposition 7. Un problème de Cauhy assoié à une équation di�érentielle du seond

ordre à oe�ients onstants admet toujours une solution unique.

Démonstration. Plaçons-nous dans C et prenons par exemple le as de deux raines omplexes dis-

tintes. Les solutions sont alors de la forme x 7→ yp(x) + Aer1x + Ber2x, ave (A,B) ∈ C
2
. Imposer

à une solution les deux onditions y(x0) = α et y′(x0) = β revient don à demander que A et B

soient solutions d'un système du type

{

Aa+Bb = α

r1Aa+ r2Bb = β
, où a, b, α et β sont des onstantes

omplexes. Il nous manque quelques onnaissanes sur les systèmes pour démontrer rigoureusement

que elui-i aura toujours une solution unique, mais 'est bien le as (pour eux qui onnaissent, il

faut véri�er que le déterminant de la matries des oe�ients est non nul).

Proposition 8. Le prinipe de superposition reste vrai pour les équations di�érentielles

du deuxième ordre.

Le problème prinipal reste don le même que dans le as des équations du premier ordre : trouver

une solution partiulière de l'équation. La méthode de la variation de la onstante ne s'adaptant pas

de façon évidente aux équations du seond ordre (il y aurait de toute façon deux onstantes à faire

varier, vous étudierez ela l'an prohain), nous nous bornerons à dérire quelques as où on peut

trouver diretement une solution sous une forme imposée.

Théorème 10. Soit y′′ + ay′ + b = P (x)ext une équation di�érentielle du seond ordre à

oe�ients onstants, telle que P soit un polynome de degré n. Il existe alors toujours une

solution partiulière à l'équation de la forme x 7→ Q(x)ekx, où Q est un polyn�me de degré

n+ p, l'entier p étant la multipliité de k en tant que raine de l'équation aratéristique

assoiée à notre équation di�érentielle. Autrement dit :

• si k ne oïnide pas ave une des raines de l'équation aratéristique (as le plus

fréquent), on ne modi�e pas le degré du polyn�me.

• si k est raine simple de l'équation aratéristique, il faut augmenter d'une unité le

degré du polyn�me.

• si k est raine double de ette même équation, il faut augmenter de deux unités le

degré du polyn�me.
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Exemple : On herhe à résoudre l'équation di�érentielle y′′ − y = x2 + 1− ex.

Les solutions de l'équation homogène assoiée sont de la forme x 7→ Aex +Be−x
, ave (A,B) ∈ R

2
.

Pour herher une solution partiulière, nous allons en fait en herher deux, en utilisant le prinipe de

superposition. Commençons don par herher une solution de l'équation y′′−y = x2+1 sous la forme

yp1(x) = ax2+bx+c (on est bien dans le as du théorème préédent même s'il n'y pas d'exponentielle,

il faut simplement onsidérer ii que la onstante k du théorème est égale à 0). On alule alors très

failement y′′p1(x) = 2a, la fontion yp1 est don solution si −ax2 − bx+ 2a− c = x2 +1, e qui nous
donne omme onditions −a = 1, don a = −1, puis b = 0, et 2a− c = 1, don c = 2a− 1 = −3. On
obtient don yp1(x) = −x2 − 3.

Cherhons maintenant une solution partiulière à l'équation y′′−y = ex sous la forme yp2(x) = (αx+
β)ex (puisque 1 est raine de l'équation aratéristique, on doit � augmenter le degré du polyn�me �,

don ii multiplier l'exponentielle par un polyn�me de degré 1). On alule y′p2(x) = (αx+α+β)ex,
puis y′′p2(x) = (α + 2α + β)ex, don yp2 est solution de l'équation (en fatorisant tout par ex) si

αx + 2α + β − (αx + β) = 1, soit α =
1

2
. On peut prendre n'importe quelle valeur pour β (e sera

en fait tout le temps le as quand on a augmenté initialement le degré du polyn�me, on peut ne pas

mettre de oe�ient dans le polyn�me reherhé), hoisissons par exemple yp2(x) =
1

2
xex.

Une solution partiulière de l'équation omplète est don yp : x 7→ −x2 − 3 − xex

2
, et toutes les

solutions de l'équation omplète sont les fontions y : x 7→ −x2 − 3 +
(

A− x

2

)

ex + Be−x
, ave

(A,B) ∈ R
2
.

Remarque 13. On peut trouver de même des solutions partiulières dans le as où un cos ou un sin
apparait dans le seond membre de l'équation, en utilisant des exponentielles omplexes.

Exemple : On herhe à résoudre l'équation di�érentielle y′′ + y′ + y = ex cos(x).
L'équation homogène assoiée a pour équation aratéristique r2 + r + 1, don les raines sont

r1 = −1

2
+ i

√
3

2
= ei

2π

3
, et r2 = r1 = e−i 2π

3
. Les solutions de l'équation homogène sont don de la

forme x 7→
(

A cos

(

x
√
3

2

)

+B sin

(

x
√
3

2

))

e−
x

2
, ave (A,B) ∈ R

2
.

Pour trouver une solution partiulière de l'équation générale, ommençons par remarquer que y′′ +
y′ + y = Re (e(1+i)x). Cherhons alors plut�t une solution partiulière (omplexe) de l'équation y′′+
y′+y = e(1+i)x

(la partie réelle d'un nombre omplexe dépendant linéairement de e nombre, il su�ra

alors de prendre la partie réelle de la solution omplexe trouvée pour avoir une solution partiulière

de notre équation réelle). On la herhe sous la forme yC : t 7→ ae(1+i)x
, où a est bien entendu une

onstante omplexe. On alule don y′p(x) = a(1+i)e(1+i)x
, et y′′p(x) = (a(1+i)2)e(1+i)x = 2iae(1+i)x

(les exponentielles omplexes se dérivent exatement omme les exponentielles réelles). En fatorisant

tout par e(1+i)x
, on voit que yC est solution si a(2 + 3i) = 1, soit a =

2− 3i

(2 + 3i)(2 − 3i)
=

2− 3i

13
. On

en déduit yC(x) =
2− 3i

13
e(1+i)x

puis, en prenant sa partie réelle de ette fontion, on obtient une

solution de notre équation initiale : yp : x 7→ 2 cos(x) + 3 sin(x)

13
ex (attention à aluler orretement

la partie réelle du produit de deux nombres omplexes).

Conlusion : les solutions de l'équation initiale sont les fontions de la forme

y : x 7→
(

2 cos(x) + 3 sin(x)

13

)

ex +

(

A cos

(

x
√
3

2

)

+B sin

(

x
√
3

2

))

e−
x

2
, ave (A,B) ∈ R

2
.
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4 Compléments.

4.1 Un problème détaillé de reollement.

On s'intéresse à l'équation di�érentielle xy′ + (x − 1)y = x2ex. La normalisation de l'équation

impose de la résoudre séparément sur les intervalles ]−∞, 0[ et ]0,+∞[. Commençons par exemple

par la résoudre sur R
+∗
. L'équation homogène assoiée est y′+

(

1− 1

x

)

y = 0. La fontion x 7→ 1− 1

x
étant bien sûr ontinue sur l'intervalle de résolution, elle y admet des primitives, dont la fontion

x 7→ x − ln(x) fait partie. Les solutions de notre équation homogène sont don les fontions de la

forme yh(x) = Ke−x+ln(x) = Kxe−x
, ave K ∈ R. Cherhons maintenant une solution partiulière

de l'équation omplète à l'aide de la méthode de variation de la onstante. On pose don yp(x) =
xK(x)e−x

, et on dérive : y′p(x) = K(x)e−x + xK ′(x)e−x − xK(x)e−x
. En reportant dans l'équation

initiale, yp est solution si xK(x)e−x + x2K ′(x)e−x − x2K(x)e−x + (x − 1)xK(x)e−x = x2e−x
, soit

x2K ′(x)e−x = x2e−x
. On en déduit la ondition K ′(x) = e2x, qui est véri�ée par la fontion K(x) =

e2x

2
. Une solution partiulière est don donnée par la formule yp(x) =

xex

2
, et les solutions de

l'équation sur l'intervalle ]0,+∞[ sont toutes les fontions de la forme y(x) =
xex

2
+Kxe−x

.

On peut passer au deuxième intervalle de résolution, où il n'y a en fait presque rien à hanger : un

signe − à rajouter dans le ln pour les solutions de l'équation homogène, mais qui sera �mangé � par la

onstante de la formule. La solution partiulière obtenue i-dessus reste valable telle quelle (le alul

est identique), et les solutions sur l'intervalle ] −∞, 0[ sont don de la forme y(x) =
xex

2
+ Lxe−x

,

ave L ∈ R.

Pour pouvoir reoller en 0 des solutions dé�nies sur haun des deux intervalles, il faut véri�er

les deux onditions suivantes :

• lim
x→0−

y(x) = lim
x→0+

y(x) (pour pouvoir prolonger nos deux moreaux en une fontion ontinue

sur R). Ii, ette ondition est toujours véri�ées (quelles que soient les valeurs de K et de L),

puisque les deux limites sont manifestement toujours nulles.

• lim
x→0−

y′(x) = lim
x→0+

y′(x) (pour assurer que la fontion ainsi prolongée soit dérivable en 0,

ondition indispensable pour qu'elle puisse être solution de l'équation à et endroit-là). On

alule don y′(x) =
1

2
ex+

xex

2
+Ke−x−Kxe−x

(formule valable sur ]0,+∞[), et on en déduit

que lim
x→0+

y′(x) =
1

2
+ K. Le alul est identique de l'autre �té : lim

x→0−
y′(x) =

1

2
+ L. Pour

obtenir une fontion dérivable, on doit don imposer la ondition K = L, e qui signi�e que

les solutions dé�nies sur R sont toutes les fontions dé�nies sur R par y(x) =
xex

2
+Kxe−x

(fontions dont on pouvait dire depuis un ertain temps qu'elles allaient être solutions sur R

tout entier).

Une allure des ourbes intégrales, ave des ouleurs di�érentes pour les ourbes obtenues sur les

deux intervalles (K = 0 en bleu, L = 0 en violet, K = 1 en vert, L = 1 en jaune, K = −1 en rouge,

L = −1 en marron, K = −3 en orange, et L = −3 en rose) :
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4.2 Équations fontionnelles.

On peut résoudre ertaines équations fontionnelles (équations ayant omme inonnue une fon-

tion, mais ne faisant pas intervenir les dérivées de ette fontion), en les ramenant à une équation

di�érentielle via une dérivation de l'équation. Il est assez fréquent dans e genre de problèmes que

l'équation fontionnelle fasse intervenir deux variables x et y, et qu'on ne dérive que par rapport

à une seule des deux variables. On onsidèrera alors l'autre variable omme onstante au ours du

alul (e qu'on appelle tehniquement une dérivation partielle d'une fontion de deux variables,

nous en reparlerons en �n d'année quand nous aborderons les fontions à deux variables).

Considérons par exemple le problème suivant : on herhe toutes les fontions f dérivables sur R

et véri�ant la ondition : ∀(x, y) ∈ R
2
, f(x+ y) = f(x)f(y).

On peut ommener par obtenir des informations très loalisées sur la fontion f en imposant

des valeurs aux deux variables x et y. Par exemple, en posant x = y = 0, on obtient f(0) = (f(0))2,
don f(0) = 0 ou f(0) = 1. Si f(0) = 0, on a même (en remplaçant x par 0 dans l'équation) f(y) = 0
pour tout réel y, don f est dans e as la fontion nulle.

Pour obtenir des informations plus générales, dérivons l'équation par rapport à y puis �xons

x = 0, e qui donne f ′(x+ y) = f ′(x)f(y), puis f ′(y) = f ′(0)f(y). En notant k = f ′(0), f est don

solution du problème de Cauhy assoié à l'équation di�érente y′ = ky, ave y(0) = 1. Ce problème

admet pour unique solution y : x 7→ ekx (la onstante K de résolution de l'équation di�érentielle

vaut 1 à ause de la ondition y(0) = 1).

Il ne reste plus qu'à véri�er que les fontions obtenues sont bien solutions du problème initial,

e qui est le as (la véri�ation est indispensable ar on a proédé par impliations et pas par

équivalenes). Vous aurez bien sûr tous remarqués le magni�que raisonnement par analyse et synthèse

que nous avons e�etué ('est assez systématique pour e genre de problème).

4.3 Méthode d'Euler pour la résolution approhée d'équations di�érentielles.

La méthode d'Euler est une méthode de résolution approhée des équations di�érentielles linéaires

qui fontionne sur le prinipe suivant : on part d'une ondition initiale (on résout don tehniquement

un problème de Cauhy et pas une équation omplète), et la donnée de la valeur initiale y(0) (en
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supposant que la ondition initiale est en 0), ombinée ave l'équation di�érentielle elle-même, permet

de déduire la valeur de y′(0) et don de pouvoir traer la tangente à la ourbe de notre solution en son

point d'absisse 0. Cette tangente va être onsidérée omme une bonne approximation de la ourbe

elle-même sur un petit intervalle de la forme [0, h], e qui fournira une valeur approhée de y(h). On
reommene ensuite sur le même prinipe : la valeur approhée de y(h) et l'équation di�érentielle

permettent d'obtenir une valeur approhée de y′(h) et don de traer une tangente approhée à

et endroit, qui va servir d'approximation à la ourbe sur l'intervalle [h, 2h]. On obtient ensuite

une valeur approhée de y(2h), puis de y(3h) et ainsi de suite. Bien entendu, les approximations

suessives qui sont e�etuées sont de moins en moins préises au fur et à mesure qu'on s'éloigne

de la ondition initiale, et il faut en pratique prendre des valeurs de h très petites pour obtenir de

bonnes approximations � à long terme �.

Prenons un exemple ultra lassique, elui de l'équation y′ = y, ave pour ondition initiale

y(0) = 1. On sait bien entendu que la solution de e problème de Cauhy est la fontion exponentielle,

mais voyons e que donne la méthode numérique d'Euler ave un pas de resolution de la forme h =
1

n
,

où n est un entier naturel (plus n sera grand, meilleure sera l'approximation) :

• puisque y(0) = 1, on a aussi y′(0) = 1, et on approhe don la ourbe sur l'intervalle

[

0, 1
n

]

par la droite d'équation y = x + 1, e qui nous donne omme première valeur approhée

y

(

1

n

)

= 1 +
1

n
.

• on repart ensuite de y′
(

1

n

)

≃ 1 +
1

n
, et on alule l'équation de la tangente (approhée)

orrespondante : y =

(

1 +
1

n

)(

x− 1

n

)

+ 1 +
1

n
=

(

1 +
1

n

)(

x+ 1− 1

n

)

. Pour x =
2

n
, on

trouve alors y

(

2

n

)

≃
(

1 +
1

n

)2

.

• une réurrene faile permet en fait de prouver qu'on obtiendra de façon générale y

(

k

n

)

≃
(

1 +
1

n

)k

. De façon très intéressante, on peut prouver ('est même tout à fait à votre portée)

que lim
n→+∞

(

1 +
x

n

)n

= ex pour tout réel x, e qui prouve que, si on fait tendre n vers +∞ (et

don le pas de résolution vers 0), les ourbes approhées obtenues vont en fait se rapproher

de la vraie ourbe de la fontion exponentielle.

Pour illustrer e phénomène, voii les ourbes approhées obtenues pour n = 2 et n = 10 (en

bleu, l'exponentielle, en vert la ourbe obtenue ave n = 2 et en rouge elle obtenue ave n = 10)
sur l'intervalle [0, 5] (ensuite les ourbes s'éloignent de plus en plus de la vraie solution).

23



0 1 2 3

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

24


