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Exercice 1 : algébre linéaire.

On note dans tout cet exercice J € M, (R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1, et f
I’endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base canonique est égale a J.

1.

Calculer J2, en déduire que f? — nf = 0.

2. Calculer ker(f) et ker(f — nid), et montrer que ces deux noyaux sont supplémentaires dans R".

3. Montrer que f est diagonalisable, et donner une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.
4.
5

. Calculer P~! dans le cas ot n = 3.

Déterminer une matrice inversible P € M,,(R) telle que P~1J P soit une matrice diagonale.

Exercice 2 : fractions rationnelles.

On considére la fraction F =

X
X4+ X241

1. Déterminer les poles de F'.

. Calculer la décomposition en éléments simples de F.

1
. Calculer la valeur de I = / # dx.
0o r*+z2+1
= k
. Calculer la valeur de S,, = Z (R (on aura intérét a reprendre la forme canonique des

k=0
dénominateurs utilisée pour le calcul précédent, histoire de se rendre compte qu’il s’agit d’une

somme télescopique).

Exercice 3 : algébre linéaire.

On considére dans cet exercice I’application f : {

P — XP'+(X—-4)P -3P "

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].

@

NS ot

10.

Ecrire la matrice M de I’endomorphisme f dans la base canonique de R3[X].

L’endomorphisme f est-il bijectif (on devra traiter cette question uniquement en exploitant la
matrice M obtenue a la question précédente) ?

Calculer le noyau de f. En déduire le rang de ’application f.
Montrer que Im(f) = R[X], et que Im(f) @ ker(f) = R3[X].
Calculer f(X —4). Que peut-on dire du polynéme X — 4 par rapport a ’application f?

Calculer ker(f + id). On notera @ un polynéme formant une base de ce noyau, et R un polynéme
engendrant le noyau de f.

Montrer que B = (1, X — 4,Q, R) est une base de R3[X], et donner la matrice D de application f
dans la base B.

. Donner une matrice P € My(R) inversible telle que P~1M P = D (on ne demande pas de calculer

P,
On note désormais Py le polynome Py = X (X + 1)(X + 2)(X + 3).



Calculer P¢(D) (ou D est toujours la matrice obtenue en question 8).
Si A € R, exprimer en fonction de M la valeur de P(D + AI,)P~!.
En déduire la valeur de Py(M).

Pour tout entier naturel n non nul, montrer qu’il existe un unique polynéme @Q,, et trois réels

(@nybp,cp) tels que X™ = Qn Py + an X3+ b, X2+, X.

RX] — MyR)
P - PM)

que la famille (f™)nen engendre un sous-espace vectoriel de dimension 4 dans L(R3[X]).

(e) Montrer que l'application ¢ : { est un morphisme de rang 4. En déduire

Exercice 4 (extrait du Concours d’entrée aux Petites Mines de
1998).

On s’intéresse dans ce probléme aux sous-ensembles de M, (R) constitués de matrices ayant une
puissance égale a la matrice identité. Plus précisément, on notera R, (p) = {4 € M, (R) | A? = I,,}. On
notera par ailleurs classiquement GL, (R) ’ensemble des matrices inversibles de M,,(R).

A. Généralités.

L’ensemble R, (p) est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?

Soit A € R, (p). Montrer que A € GL,(R), et que A~! € R,,(p).

Soit A € R, (p) et P € GL,(R), montrer que P~ AP € R, (p).

Déterminer toutes les matrices diagonales appartenant & R, (p). Combien y en a-t-il ?
Que vaut R, (12) "R, (15) 7 On justifiera la réponse donnée.

ok W N

B. Etude de R,(2).

1. Soit A € R2(2), avec A # I et A # —1I,, et f Papplication linéaire canoniquement associée a la
matrice A. Que peut-on dire de f7?

2. En déduire que ker(f —id) @ker(f+id) = R?, et qu'’il existe une base de R? dans laquelle la matrice

. (1 0
de f est égale a < 0 -1 )

1 , 1 ad + be —2ab
3. Montrer qu’il existe quatre réels a, b, c et d tels que ad—bc # Oet A = R ( 9ed —ad — be >

4. Montrer que R2(2) n’est pas un groupe (pour 'opération de multiplication des matrices). Interpréter
géométriquement ce résultat.

C. Etude de R (3).

On note dans cette partie M une matrice appartenant & R(3), et g 'endomorphisme de R? canoni-
quement associé & M. On notera également F' = ker(g — id) et G = ker(g® + g + id).

1. Montrer que F NG = {0}.

2. Soit u € R?, en utilisant les vecteurs v; = %(u—i—g(u) +g%(u)) et vy = é(Qu—g(u) —g?(u)), montrer
que FF & G =R2

3. Que peut-on dire de g et de M si dim(F) =27

4. On suppose dans cette question que dim(F') = 1. Montrer alors l'existence d’une base (e, e2) de

R? telle que F' = Vect(e;) et G = Vect(ez). En considérant alors le vecteur g2(es) + g(e2) + ez,
aboutir & une contradiction.

5. On suppose enfin que dim(F) = 0. Montrer que ((1,0),g(1,0)) est une base de R2.

ab —1—a—a? >

6. En déduire 'existence de deux réels a et b tels que M = 1 < b2 —ab—b

b



