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Exer
i
e 1

1. On sait que ch(x) = 1 +
1

2
x2 + o(x3), don
 ch2(x) = 1 + x2 + o(x3) (on garde uniquement le 12

et le double produit), puis

1

ch2(x)
=

1

1 + x2 + o(x3)
= 1 − x2 + o(x3) (pour rédiger tout à fait

rigoureusement, on é
rit u = x2 + o(x3), don

1

1 + u
= 1− u+ o(u), 
e qui su�t à obtenir le DL à

l'ordre 3 demandé).

2. On 
ommen
e par é
rire que

1

1 + x2
= 1 − x2 + x4 + o(x4) (on peut simplement rempla
er le x

par un x2
dans le DL de

1

1 + u
, puisque x2

tend vers 0 quand x tend vers 0), puis on e�e
tue

simplement un produit :

arctan(x)

1 + x2
=

(

x− 1

3
x3

)

(1− x2 + x4) + o(x4) = x− x3 − 1

3
x3 + o(x4) =

x− 4

3
x3 + o(x4) (le dernier terme 
al
ulé pour

1

1 + x2
ne servait en fait à rien). Comme

arctan(x)

1 + x2

est la dérivée de

1

2
arctan2(x), on peut intégrer 
e DL (la valeur de la fon
tion en 0 étant nulle,

même pas besoin d'ajouter une 
onstante) pour obtenir

1

2
arctan2(x) =

1

2
x2 − 1

3
x4 + o(x5), don


arctan2(x) = x2 − 2

3
x4 + o(x5).

3. On pose don
 X =
1

x
pour avoir X qui tend vers 0 quand x tend vers +∞. On 
al
ule ensuite

f(x) =

(

1

X2
− 1

)

ln(1 +X), soit X2f(x) = (1−X2)

(

X − 1

2
X2 +

1

3
X3 + o(X3)

)

= X − 1

2
X2 +

1

3
X3 − X3 + o(X3) = X − 1

2
X2 − 2

3
X3 + o(X3), don
 f(x) =

1

X
− 1

2
− 2

3
X + o(X) =

x→+∞

x− 1

2
− 2

3x
+ o

(

1

x

)

. On en déduit :

• f(x) ∼ x, don
 lim
x→+∞

f(x) = +∞.

• f(x)−
(

x− 1

2

)

∼ − 2

3x
, don
 lim

x→+∞
f(x)−

(

x− 1

2

)

= 0, 
e qui prouve que la droite d'équation

y = x− 1

2
est asymptote oblique à la 
ourbe représentative de f en +∞.

• de plus, − 2

3x
< 0 au voisinage de +∞, don
 la 
ourbe de f est située en-dessous de son

asymptote au voisinage de +∞.

Et l'allure de 
ourbe demandée :
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4. Le DL est évident : x+ln(1+x) = 2x− 1

2
x2+

1

3
x3+o(x3). La fon
tion f est bije
tive de ]−1,+∞[

vers R en tant que fon
tion 
ontinue stri
tement 
roissante (
'est la somme de deux fon
tions

trivialement 
roissantes), les limites étant triviales à 
al
uler. Sa ré
iproque f−1
véri�era f−1(0) = 0

(puisque f(0) = 0) et aura don
 en 0 un DL d'ordre 3 de la forme f−1(x) = ax+bx2+cx3+o(x3). Or,

on doit avoir f−1(f(x)) = x, ave
 (en 
omposant les deux DL) f−1(f(x)) = a

(

2x− 1

2
x2 +

1

3
x3

)

+

b

(

2x− 1

2
x2 +

1

3
x3

)2

+c

(

2x− 1

2
x2 +

1

3
x3

)3

+o(x3) = 2ax−a

2
x2+

a

3
x3+4bx2−2bx3+8cx3+o(x3).

Une simple identi�
ation donne alors les 
onditions 2a = 1, don
 a =
1

2
, puis 4b − a

2
= 0, don


b =
a

8
=

1

16
, et en�n 8c− 2b+

a

3
= 0, don
 c =

1

4
b− 1

24
a =

1

64
− 1

48
= − 1

192
. Il ne reste plus qu'à


on
lure : f−1(x) =
1

2
x+

1

16
x2 − 1

192
x3 + o(x3).

Exer
i
e 2

1. Il existe évidemment 10 nombres à un 
hi�re, dont au
un ne peut 
ontenir 42, don
 t1 = 10, et
u1 = 1 (seul 4 
onvient). Pour les nombres à deux 
hi�res, on en a 100 (puisqu'on a

epte 
eux


ommençant par un 0, te
hniquement on in
lut don
 les nombres à un 
hi�re dans 
eux à deux


hi�res), dont un seul 
ontient 42 (
'est bien sûr 42 lui-même), don
 t2 = 99. Il y a 10 nombres à

deux 
hi�res �nissant par un 4, et au
un d'entre eux ne peut 
ontenir 42, don
 u2 = 10.

2. Considérons don
 un nombre à n + 1 
hi�res ne 
ontenant par 42. Deux possibilités : soit son

avant-dernier 
hi�re était un 4, et le nombre 
onssitué de ses n premiers 
hi�res peut alors être


hoisi de un façons di�érentes, qu'on peut 
ompléter ave
 n'importe quoi sauf un 2 (pour ne pas

faire apparaitre un 42), 
e qui fait 9un possibilités. Soit l'avant-dernier 
hi�re n'est pas un 4 (don


tn − un possibilités pour les n premiers 
hi�res), on peut 
ompléter 
omme on veut, 
e qui donne

10(tn − un) possibilités. Au total (les deux 
as sont in
ompatibles), on se retrouve don
 ave


tn+1 = 10(tn − un) + 9un = 10tn − un.

De plus, on a tout simplement un+1 = tn (on n'a pas le 
hoix pour le dernier 
hi�re, et on ne risque

pas de faire apparaitre 42 en 
omplétant ave
 un 4).

3. Il su�t de l'é
rire : tn+2 = 10tn+1 − un+1 = 10tn+1 − tn.

4. La suite est ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique x2−10x+1 = 0. Cette équation

a pour dis
riminant∆ = 100−4 = 96, et pour ra
ines x1 =
10− 4

√
6

2
= 5−2

√
6 et x2 = 5+2

√
6. On

en déduit l'existen
e de deux 
onstantes A et B telles que, ∀n ∈ N, tn = A(5−2
√
6)n+B(5+2

√
6)n.

Pour simpli�er le 
al
ul de A et B, on va e�e
tivement autoriser la valeur n = 0, en posant

t0 = u1 = 1 (pour que la relation de ré
urren
e double reste vraie pour n = 0). On en déduit alors
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les deux équationsA+B = t0 = 1 et x1A+x2B = t1 = 10, don
 B = 1−A, puis x1A+x2−x2A = 10,

soit A =
10− x2

x1 − x2

=
5− 2

√
6

−4
√
6

=
1

2
− 5

4
√
6
, puis B = 1−A =

1

2
+

5

4
√
6
.

5. Comme 2
√
6 =

√
24 est légèrement inférieur à 5, x1 est 
ompris entre 0 et 1, alors que x2 est

largement plus grand que 1, don
 xn
2 = o(xn

2 ) et tn ∼ Bxn
2 ∼

(

1

2
+

5

4
√
6

)

(5 + 2
√
6)n.

6. Il existe 10n nombres à n 
hi�res, la probabilité 
omplémentaire de 
elle re
her
hée est don
 équi-

valente à

Bxn
2

10n
. Comme x2 < 10 (pas de beau
oup 
ertes), 
e quotient a une limite nulle, don


lim pn = 1.

Exer
i
e 3

1. La fon
tion f est dé�nie sur R
+∗

, stri
tement 
roissante 
omme somme de fon
tions 
roissantes,

et véri�e lim
x→0

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞ (pas de forme indéterminée). Pour les plus 
urieux,

signalons qu'il n'y a pas d'asymptote oblique en +∞, mais que la dire
tion de la 
ourbe se rappro
he

quand même de plus en plus de 
elle de la droite d'équation y = x (on parle de bran
he in�nie de

dire
tion donnée par la droite dans 
e 
as). De plus, f est de 
lasse C∞
sur ]0,+∞[, et f ′(x) = 1+

1

x
,

puis f ′′(x) = − 1

x2
< 0, 
e qui prouve la 
on
avité de la fon
tion. On peut ajouter que f(1) = 1

pour avoir un point de repère supplémentaire sur la 
ourbe :

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

6

7

8

−1

−2

−3

−4

2. D'après 
e qui pré
ède, f e�e
tue une bije
tion de ]0,+∞[ vers R, don
 l'équation f(x) = n

admet en e�et toujours une solution unique. De plus, on peut dire que un = f−1(n), où f−1
est
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la ré
iproque de f , qui est stri
tement 
roissante et véri�e lim
x→+∞

f−1(x) = +∞ (théorème de la

bije
tion), 
e qui su�t à a�rmer que (un) est 
roissante et que lim
n→+∞

un = +∞.

3. On 
al
ule simplement f(n) = n + ln(n) > n lorsque n > 1 (l'en
adrement proposé par l'énon
é

ne peut pas avoir de sens si n = 0), et f
(n

2

)

=
n

2
+ ln

(n

2

)

<
n

2
+

n

2
= n en exploitant le fait

que ln(x) 6 x − 1 < x pour tout réel stri
tement positif (inégalité de 
onvexité vue en 
ours). On

a don
 f
(n

2

)

< f(un) < f(n), 
e qui donne l'en
adrement souhaité puisque f est une fon
tion


roissante. On en déduit, via le théorème des gendarmes, que lim
n→+∞

un = +∞, mais à vrai dire, on

le savait déjà...

4. Par dé�nition, f(un) = n don
 un + ln(un) = n. Or, limun = +∞, don
 ln(un) = o(un), 
e qui

prouve que un + ln(un) ∼ un, et don
 que n ∼ un.

5. On sait que un+1+ln(un+1) = n+1, don
 un+1−un+ln(un+1)− ln(un) = 1, ou en
ore un+1−un =

1−ln

(

un+1

un

)

. Mais d'après la question pré
édente, un ∼ n, don

un+1

un

∼ n+ 1

n
∼ 1, 
e qui prouve

que lim ln

(

un+1

un

)

= 0, et don
 que limun+1 − un = 1.

6. (a) C'est un 
al
ul dire
t : vn − 1 =
n− un − ln(n)

ln(n)
. Or, un + ln(un) = n, don
 n − un = ln(un)

et vn − 1 =
ln(un)− ln(n)

ln(n)
=

ln(un

n
)

ln(n)
. On sait que lim

un

n
= 1, don
 lim ln

(un

n

)

= 0, et

lim(vn − 1) = 0 (même pas de forme indéterminée i
i), 
e qui revient évidemment à dire que

lim vn = 1.

(b) On peut don
 é
rire vn = 1 + o(1), soit n − un = ln(n) + o(ln(n)), ou en
ore un = n −

ln(n) + o(ln(n)). Mais alors ln
(un

n

)

= ln

(

1− ln(n)

n
+ o

(

ln(n)

n

))

∼ − ln(n)

n
(on a bien une

quantité qui tend vers 0 par 
roissan
e 
omparée, on peut appliquer 
et équivalent 
lassique),


e qui prouve que vn − 1 ∼ − 1

n
, et don
 que n − un = ln(n) − ln(n)

n
+ o

(

ln(n)

n

)

, soit le

développement à trois termes demandé par l'énon
é : un = n− ln(n) +
ln(n)

n
+ o

(

ln(n)

n

)

.

(
) On repart bien sûr de ln
(un

n

)

= ln

(

1− ln(n)

n
+

ln(n)

n2
+ o

(

ln(n)

n

))

= − ln(n)

n
+

ln(n)

n2
+

ln2(n)

2n2
+ o

(

ln(n)

n2

)

(il faut être un peu attentif i
i 
ar tous les termes ne sont pas du même

ordre de grandeur, mais n'importe quel terme du type

lnk(x)

n3
sera négligeable par rapport à

du

lnp(x)

n2
, quelles que soient les valeurs des entiers n et p). On en déduit n− un = ln(n)vn =

ln
(un

n

)

+ ln(n) = ln(n)− ln(n)

n
+

ln(n)

n2
+

ln2(n)

2n2
+ o

(

ln2(n)

n2

)

, don
 un = n− ln(n)+
ln(n)

n
−

ln2(n)

2n2
− ln(n)

n2
+ o

(

ln(n)

n2

)

. On a même obtenu un terme de plus que 
e qui était demandé !

Problème

0. Petit préliminaire 
al
ulatoire.

1. On rempla
e simplent :

(

1

2

1

)

=
1

2

1!
=

1

2
, puis

(

1

2

2

)

=
1

2
(1
2
− 1)

2
= −1

8
, et en�n

(

1

2

3

)

=
1

2
(1
2
− 1)(1

2
− 2)

3!
=

1

16
. Ces 
al
uls devraient normalement vous rappeler vaguement quelque 
hose.

2. Puisqu'on nous donne gentiment la formule, prouvons-là par ré
urren
e. Pour k = 1, la formule

donne une valeur de

2(−1)0 × 0!

4× 1!× 0!
=

2

4
=

1

2
, 
e qui 
orrespond bien à la valeur de

(

1

2

1

)

. Supposons

désormais la formule véri�ée au rang k, alors

(

1

2

k + 1

)

=
1

2
(1
2
− 1) . . . (1

2
− k)

(k + 1)!
=

(

1

2

k

)

×
1

2
− k

k + 1
=

4



(

1

2

k

)

× 1− 2k

2(k + 1)
. En exploitant l'hypothèse de ré
urren
e, on a don


(

1

2

k + 1

)

=
2(−1)k−1(2k − 2)!

4kk!(k − 1)!
×

1− 2k

2(k + 1)
=

2(−1)k(2k − 1)!

2× 4k(k + 1)!(k − 1)!
. On peut multiplier en haut et en bas par 2k pour obtenir

2(−1)k(2k)!

4k+1(k + 1)!k!
, soit exa
tement la formule souhaitée au rang k + 1. On a don
 bien prouvé la

formule pour tout entier k > 1 par ré
urren
e.

1. Une étude de fon
tion.

1. La fon
tion est dé�nie si x 6= 0 et 1− 4x > 0, don
 x 6
1

4
. Autrement dit, Df =]−∞, 0[∪

]

0,
1

4

]

.

2. On sait que

√
1 + u = 1 +

1

2
u + o(u) quand u tend vers 0, don


√
1− 4x = 1 − 2x + o(x) et

f(x) =
1− (1− 2x) + o(x)

2x
∼ 2x

2x
= 1, 
e qui prouve que lim

x→0
f(x) = 1, et don
 qu'on peut

prolonger f par 
ontinuité en 0.

3. On a tout simplement exa
tement

√
1 + x =

n
∑

k=0

(

1

2

k

)

xk + o(xn).

4. On peut rempla
er sans problème :

√
1− 4x =

n+1
∑

k=0

(−1)k
(

1

2

k

)

4kxk + o(xn+1). Le terme 
onstant de


e développement étant égal à 1, on a don
 1 −
√
1− 4x =

n+1
∑

k=1

(−1)k−1

(

1

2

k

)

4kxk + o(xn+1), puis

f(x) =
1

2

n+1
∑

k=1

(−1)k−1

(

1

2

k

)

4kxk−1 + o(xn) =
1

2

n
∑

k=0

(−1)k
(

1

2

k + 1

)

4k+1xk + o(xn). Rappelons que

(

1

2

4

)

=

(

1

2

3

)

× −5

8
= − 5

128
, puis

(

1

2

5

)

=

(

1

2

4

)

× −7

10
=

7

256
(on peut aussi reprendre la formule

générale démontrée en question 0.2). On 
al
ule alors f(x) = 1+x+2x2 +5x3 +14x4 + o(x4) (par

exemple pour le dernier terme, le 
oe�
ient vaut

1

2
× 7

256
× 45 =

7× 1 024

512
= 14).

5. Puisque la fon
tion f admet un DL à l'ordre 1 en 0, f est dérivable en 0, et l'équation de sa tangente

est donnée par le début du DL : y = 1+ x. Comme par ailleurs f(x)− (1+ x) ∼ 2x2 > 0, la 
ourbe

est lo
alement située au-dessus de sa tangente.

6. La fon
tion f est dérivable sur son domaine de dé�nition et ∀x 6= 0, f ′(x) =

4

2
√
1−4x

× 2x− 2(1−
√
1− 4x)

4x2
=

4x− 2
√
1− 4x+ 2(1− 4x)

4x2
√
1− 4x

=
1− 2x−

√
1− 4x

2x2
√
1− 4x

. Le dénominateur de 
ette dérivée est toujours

positif, il faut don
 étudier le signe du numérateur : f ′(x) > 0 si 1 − 2x >
√
1− 4x. Comme

x 6
1

4
, le membre de gau
he de l'inégalité est positif, et notre 
ondition est don
 équivalente à

(1−2x)2 > 1−4x, soit 1−4x+4x2 > 1−4x, 
e qui est toujours véri�é. Autrement dit, f ′(x) > 0 et la

fon
tion f est don
 
roissante sur tout son domaine de dé�nition (don
 sur

]

−∞,
1

4

]

après prolon-

gement par 
ontinuité). De plus, f(x) ∼
x→−∞

√
−4x

2x
∼ − 1√

−x
, 
e qui prouve que lim

x→−∞
f(x) = 0.

Par ailleurs, f

(

1

4

)

=
1− 0

1

2

= 2, 
e qui permet de dresser le tableau de variations suivant :

x −∞ 0 1

4

f

0

✟✯
✟

✟

1

✟✯
✟

✟

2

7. Voi
i l'allure et la tangente demandées :
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0−1−2−3

0

1

2

2. Dénombrement des expressions bien parenthésées.

1. On ne peut avoir de parenthèses équilibrées si la longueur est impaire puisqu'il n'y aura pas autant

de parenthèses fermantes que de parenthèses ouvrantes.

2. On a don
 c0 = 1 (le seul mot 
onvenable étant le mot vide), c1 = 1 : () est la seule possibilité

bien parenthésée, c2 = 2 : on peut é
rire ()() ou (()) pour avoir une expression bien parenthésée,

et c3 = 5 
omme annon
é dans l'énon
é, les possibilités étant ()()(), ()(()), (())(), (()()) et ((())).

3. Il faut simplement 
hoisir l'empla
ement des trois parenthèses ouvrantes (les parenthèses fermantes

prendront automatiquement les empla
ements restants), 
e qui peut se faire de

(

6

3

)

= 20 façons

di�érentes (seul un quart des 
hoix possibles est don
 bien parenthésé).

4. Comme souvent, il est déli
at de faire une démonstration extrêmement rigoureuse de 
e genre

de relation de ré
urren
e. Le but est plut�t d'expliquer l'idée derrière la formule. I
i, pour faire

apparaitre la formule, on doit distinguer n possibilités, 
e qui va se faire en fo
ntion de l'endroit

où va être fermée la première parenthèse ouvrante. Notons que 
elle-
i est né
essairement fermée

à une position paire (en numérotant les positions possibles de 1 à 2n) puisque 
e qui se trouve à

l'intérieur de 
es deux parenthèses (la première ouvrante et 
elle qui la ferme) doit né
essairement

être une expression bien parenthésée (les parenthèses ouvertes doivent l'être à l'intérieur) don
 de

longueur paire. En fait :

• si on ferme notre parenthèse immédiatement, on a une suite de symboles du type ()s, ave
 s une

suite bien parenthésée de longueur 2n−2. Ré
iproquement, toute suite de 
ette forme 
onvient,

et il y en a par dé�nition cn−1, ou en
ore c0 × cn−1 puisque c0 = 1.
• si on ferme notre parenthèse en position 4, on a une suite de la forme (())s, ave
 s une suite bien

parenthésée de longueur 2n− 4. Là en
ore, la ré
iproque est évidente et on a cn−2 = c1 × cn−2

telles suites (on n'a pas le 
hoix pour 
e qui se trouve entre nos deux parenthèses, et c1 = 1).
• si on ferme notre parenthèse en position 6, on a une suite de la forme (s1)s2, ave
 s1 de longueur

4 et s2 de longueur 2n − 6. On a en�n le 
hoix pour 
e qui se trouve à gau
he, c2 = 2 
hoix

possibles en l'o

urren
e, et don
 au total c2cn−3 possibilités.

• si on ferme notre parenthèse en position 8, on a une suite de la forme (s1)s2, ave
 s1 de longueur

6 et s2 de longueur 2n− 8. De même que 
i-dessus, on obtient c3cn−4 possibilités.

• plus généralement, en fermant notre parenthèse en position 2k (ave
 1 6 k 6 n, on aura

toujours à 
hoisir une 
haîne de longueur 2k−2 et une autre de longueur 2n−2k, soit ck−1cn−k

possibilités.

• quitte à faire un léger 
hangement d'indi
es, la somme de toutes 
es possibilités donne bien

cn =

n−1
∑

k=0

ckcn−1−k.
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5. C'est un simple 
al
ul : f(x)2 =
1 + 1− 4x− 2

√
1− 4x

4x2
=

1− 2x−
√
1− 4x

2x2
=

f(x)

x
− 1

x
, 
e qui

donne bien f(x) = 1 + xf(x)2.

6. Supposons que le DL d'ordre n de la fon
tion f s'é
rire sous la forme f(x) =
n
∑

k=0

akx
k + o(xn),

alors 1 + xf(x)2 = 1 + x

(

n
∑

k=0

akx
k + o(xn)

)2

. On va développer le 
arré de façon inhabituelle en

n'é
rivant pas de double produit mais en faisant vraiment le produit terme à terme : 1+ xf(x)2 =

1+x





∑

i+j6n

aiajx
i+j + o(xn)



 = 1+
n
∑

k=1

k−1
∑

i=0

aiak−i−1x
k+o(xn) (on a posé k = i+j+1 par rapport

à la forme pré
édente, don
 j = k − 1 − i à valeur de k �xée). Comme 
ette expression doit être

égale à f(x), on peut e�e
tuer une identi�
ation des 
oe�
ients pour obtenir a0 = 1 puis, ∀k > 1,

ak =

k−1
∑

i=0

aiak−1−i. Il s'agit exa
tement de la valeur initiale et de la relation de ré
urren
e véri�ées

par la suite (cn), don
 an = cn (ok, on peut pipoter une ré
urren
e pour faire plus rigoureux, mais

on n'aura stri
tement au
un 
al
ul supplémentaire à faire).

7. On sait d'après les 
al
uls de la partie 1 que an =
1

2
(−1)n

(

1

2

n+ 1

)

4n+1 =
(−1)n4n+1

2
× 2(−1)n(2n)!

4n+1(n+ 1)!n!
=

(2n)!

(n+ 1)!n!
. Autrement dit, cn =

(2n)!

(n+ 1)× (n!)2
=

1

n+ 1

(

2n

n

)

.
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