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Exer
i
e 1 : Cal
ul matri
iel.

1. Cal
ulons don
 : A2 =





1 −3 3
0 7 −6
0 3 −2





et A3 =





−3 −7 3
2 15 −12
2 7 −4





.

2. Si on impose l'égalité souhaitée pour les 
oe�
ients de la deuxième ligne (
elle où on a le plus

souvent des 0 qui apparaissent, ça simpli�era la résolution), on obtient le système d'équations







2b = 2
7a + 3b + c = 15
−6a = −12

. Le système se résout de lui-même : b = 1, a = 2, don
 c =

15− 14− 3 = −2. La seule relation possible est don
 A3 = 2A2+A− 2I3, on véri�e bien sûr qu'elle

reste valable pour tous les autres 
oe�
ients, 
e qui est bien le 
as.

3. On peut é
rire −A3 +2A2 +A = 2I3, don
 A×

(

−
1

2
A2 +A+

1

2
I3

)

= I3, 
e qui prouve que A est

inversible et que A−1 = −
1

2
A2 + A +

1

2
I3 =





−3 1
2 − 9

2
2 0 3
2 − 1

2
7
2





. Si on est 
ourageux, on véri�e

que A−1 ×A = I3, 
e qui est bien le 
as.

4. On 
her
he don
 les ra
ines de Q = X3 − 2X2 −X + 2. On a déjà une première ra
ine évidente

qui est X1 = 1 (puisque Q(1) = 1− 2− 1+ 2 = 0), et même une deuxième ave
 X2 = −1 (en e�et,

Q(−1) = −1− 2+1+2= 0). Le produit des trois ra
ines du polyn�me étant égal à −2, la dernière

ra
ine est don
 X3 = 2.

5. Comme d'habitude, je vais utiliser une résolution de système :







2x − y − z = a

−x + y + 2z = b

−x + y + z = c

.

On s'empresse d'additionner les lignes extrêmes pour obtenir x = a + c, et de soustraire les deux

dernières lignes pour avoir z = b− c. Il ne reste alors plus qu'à reprendre par exemple la dernière

équation pour en déduire y = c + x − z = a − b + 3c. La matri
e P est don
 inversible et P−1 =




1 0 1
1 −1 3
0 1 −1





.

6. On 
al
ule don
 P−1A =





−1 0 −1
1 −1 3
0 2 −2





, puis D = P−1AP =





−1 0 0
01 0
0 0 2





, qui est 
omme

prévu une matri
e diagonale. On remarque que ses 
oe�
ients diagonaux sont exa
tement les ra
ines

du polyn�me Q, 
e n'est sûrement pas un hasard.

7. On a bien sûr Dn =





(−1)n 0 0
01 0
0 0 2n





. La propriété demandée se démontre apr une ré
urren
e

hyper 
lassique : PD0P−1 = PI3P
−1 = PP−1 = I3 = A0

, 
e qui prouve la propriété pour n = 0.
Si on la suppose véri�ée au rang n, alors An+1 = AnA = PDnP−1A, or P−1A = DP−1

d'après la

dé�nition de D, don
 An+1 = PDnDP−1 + PDn+1P−1
, 
e qui prouve l'hérédité.

8. (a) Il su�t d'é
rire le 
al
ul : Xn+1 = A×Xn.

(b) On va démontrer par ré
urren
e que Xn = AnX0. C'est trivial au rang 0 : A0X0 = I3X0 = X0,

et l'hérédité est triviale aussi : si Xn = AnX0 alors Xn+1 = AXn = A×AnX0 = An+1X0.
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(
) Bon, �nalement, il va falloir 
al
uler An
pour s'en sortir (ou au moins ses deux premières lignes

puisque le produit par X0 ne fera intervenir que les 
oe�
ients des deux premières lignes).

PDn =





2(−1)n −1 −2n

(−1)n+1 1 2n+1

(−1)n+1 1 2n





, puis

An = PDnP−1 =





2(−1)n − 1 1− 2n 2n − 3 + 2(−1)n

1 + (−1)n+1 2n+1 − 1 3− 2n+1 + (−1)n+1

1 + (−1)n+1 2n − 1 3− 2n + (−1)n+1





. On mutliplie simple-

ment 
ette matri
e par X0 =





1
1
0





, pour obtenir Xn, et don
 un = 2(−1)n − 2n, vn =

2n+1 + (−1)n+1
et wn = 2n + (−1)n+1

.

Exer
i
e 2 : Polyn�mes de Legendre.

1. Puisque P0 = 1, L0 = P
(0)
0 = 1. Ensuite, P1 = (X + 1)(X − 1) = X2 − 1 et L1 = P ′

1 = 2X , puis

P2 = (X2−1)2 = X4−2X2+1, don
 L2 = P ′′
2 = (4X3−4X)′ = 12X−4, et en�n P3 = (X2−1)3 =

X6−3X4+3X2−1, don
 L3 = P ′′′
3 = (6X5−12X3+6X)′′ = (30X4−36X2+6)′ = 120X3−72X .

2. Même pas besoin de ré
urren
e : Pn est par dé�nition un polny�me unitaire de degré 2n. Quand on

le dérive n fois, on obtiendra don
 un polny�me Ln de degré 2n−n = n et de 
oe�
ient dominant

égal à

2n
∏

k=n+1

k =
(2n)!

n!
.

3. La dérivée d'une fon
tion paire est impaire. En e�et, si f est paire, on peut é
rire τ−x,f(h) =
f(−x+ h)− f(−x)

h
=

f(x− h)− f(x)

h
= −τx,f(−h). Cette expression a par dé�nition de la dé-

rivée pour limite −f ′(x), 
e qui prouve que f ′(−x) = −f ′(x) et don
 que f ′
est impaire. Une

démonstration identique au signe près prouve que la dérivée d'une fon
tion impaire est paire. Or,

le polyn�me Pn est toujours pair (sous la forme Pn = (X2 − 1)n 
'est évident), le dériver n fois

donnera don
 un polyn�me dont la parité dépend de 
elle de n : si n est pair, alors Ln est pair, si

n est impair, Ln l'est aussi.

4. Les réels 1 et −1 étant ra
ines de multipli
té n du polyn�me Pn (puisque Pn se fa
torise par (X−1)n

et (X + 1)n), toutes les valeurs demandées sont nulles.

5. C'est un exer
i
e de la feuille d'exer
i
es de dérivation. Notons don
 Ak la propriété : P
(k)
n a k

ra
ines distin
tes dans l'intervalle ] − 1, 1[ (l'entier n est i
i �xé une bonne fois pour toutes, la

ré
urren
e porte bien sur k). La propriété est 
ertainement véri�ée au rang 0 (de fait le polyn�me

Pn n'admet pas de ra
ines dans ]− 1, 1[ puisque ses seules ra
ines sont −1 et 1). Supposons la vraie

à un rang k < n, et mettons les ra
ines dans l'ordre 
roissant −1 < a1 < a2 < · · · < ak < 1. Comme

on sait par ailleurs que P
(k)
n (−1) et P

(k)
n (1) sont également nulles, on peut appliquer le théorème de

Rolle sur 
ha
un des intervalles ]−1, a1[, ]a1, a2[, . . ., ]ak−1, ak[ et ]ak, 1[ pour en déduire la présen
e

de k+1 ra
ines pour le polyn�me P
(k+1)
n , qui sont distin
tes et dans ]− 1, 1[ par 
onstru
tion. On

a don
 prouvé que Ak ⇒ Ak+1 tant que k < n, 
e qui prouve par ré
rurren
e toutes les propriétés

Ak jusqu'à An. En parti
ulier, An stipule que Ln admet n ra
ines distin
tes dans ] − 1, 1[, 
e qui

prouve bien que le polyn�me est s
indé à ra
ines simples puisqu'il est de degré n.

6. Posons don
 f(x) = (x − 1)n et g(x) = (x + 1)n. Les dérivées de 
es deux fon
tions se 
al-


ulent aisément : ∀k 6 n, f (k)(x) = n(n − 1) . . . (n − k + 1)(x − 1)k =
n!

(n− k)!
(x − 1)n−k

, et

de même g(n−k)(x) =
n!

k!
(x + 1)k. On en déduit don
, en appliquant la formule de Leibniz, que

Ln =

n
∑

k=0

(

n

k

)

f (k)(X)g(n−k)(X) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

n!2

k!(n− k)!
(X − 1)n−k(X + 1)k = n!

n
∑

k=0

((

n

k

))2

(X −

1)n−k(X + 1)k. On ne peut pas faire beau
oup mieux en termes de simpli�
ation. Si on évalue


ette expression pour X = 1, tous les termes de la somme s'annulent sauf le dernier (le seul pour

lequel la puissan
e de (X + 1) n'est pas stri
tement positive), don
 Ln(1) = n! × 2n. De même,

pour X = −1, tous les termes s'annulent sauf le premier et Ln(−1) = n!× (−2)n = (−1)nn!2n (on

pouvait aussi exploiter la parité des polyn�mes Ln pour déduire la valeur en −1 de la valeur en 1).
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7. On dérive simplement le produit : Pn+1 = (X−1)n+1(X+1)n+1
, don
 P ′

n+1 = (n+1)(X−1)n(X+
1)n+1 + (n+ 1)(X − 1)n+1(X + 1)n = (n + 1)(X − 1)n(X + 1)n(X − 1 +X + 1) = 2(n+ 1)XPn.

Si on dérive 
ette relation, on obtient P ′′
n+1 = 2(n + 1)Pn + 2(n + 1)XP ′

n. Or, on peut reprendre

la relation obtenue par le premier 
al
ul et la dé
aler pour obtenir P ′
n = 2nXPn−1, don
 P ′′

n+1 =
2(n + 1)Pn + 4n(n + 1)X2Pn−1. En�n, on peut revenir à la dé�nition des polyn�mes Pn pour


onstater que (X2 − 1)Pn−1 = Pn, don
 X2Pn−1 = Pn + Pn−1, 
e qui permet d'obtenir la relation

P ′′
n+1 = 2(n + 1)Pn + 4n(n + 1)Pn + 4n(n + 1)Pn−1 = 2(n + 1)(1 + 2n)Pn + 4n(n + 1)Pn−1, soit

exa
tement la relation souhaitée.

8. On va bien sûr appliquer la formule de Leibniz, en posant dans un premier temps f(x) = 2(n+1)x

et g(x) = Pn(x), pour obtenir (P ′
n+1)

(n) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

f (k)(x)P (n−k)
n (x). Il n'y a que deux termes

non nuls, et on obtient P
(n+1)
n+1 = 2(n + 1)XP

(n)
n + 2n(n + 1)P

(n−1)
n , soit en
ore Ln+1 = 2(n +

1)XLn + 2n(n + 1)P
(n−1)
n . Dérivons maintenant la deuxième relation n − 1 fois (pas besoin de

Leibniz 
ette fois-
i) pour obtenir (P ′′
n+1)

(n−1) = 2(n + 1)(2n + 1)P
(n−1)
n + 4n(n + 1)P

(n−1)
n−1 , soit

Ln+1 = 2(n+1)(2n+1)P
(n−1)
n +4n(n+1)Ln−1. On multiplie par 2n+1 la première relation et on

lui soustrait 2n fois la deuxième (pour éliminer les termes en (Pn)
(n−1)

) et on tombe magiquement

sur (n + 1)Ln+1 = 2(n + 1)(2n + 1)XLn − 4n2(n + 1)Ln−1, qu'on peut simpli�er par n + 1 pour

avoir la relation plus simple Ln+1 = 2(2n+ 1)XLn − 4n2Ln−1.

9. On é
rit simplement Pn =

n
∑

k=0

(−1)kX2n−2k
(on a développé sous la forme (−1 +X2)n pour avoir

des puissan
es plus pratiques). Il ne reste plus qu'à dériver n fois, 
e qui va annuler tous les

termes pour lesquels 2n − 2k < n, don
 k >
n

2
. Par ailleurs, on 
al
ule fa
ilement (X2n−2k)(n) =

(2n− 2k)!

(n− 2k)!
Xn−2k = n!

(

2n− 2k

n

)

Xn−2k
. On peut don
 é
rire que Ln = n!

⌊n

2
⌋

∑

k=0

(−1)k
(

2n− k

n

)(

n

k

)

Xn−2k
.

Problème : Analyse (inspiré d'un sujet de Petites Mines).

A. Étude d'une première fon
tion.

1. Comme arctan(0) = 0, la fon
tion f est exa
tement le taux d'a

roissement de la fon
tion ar
tan-

gente en 0. Sa limite est don
 égale à arctan′(0) =
1

1 + 02
= 1. On va don
 e�e
tuer le prolongement

par 
ontinuité en posant f(0) = 1.

2. La fon
tion f est paire 
omme quotient de fon
tions impaires. Si elle est dérivable en 0, on a don


f ′(0) = 0 (la fon
tion f ′
sera alors impaire).

3. Cal
ulons : ∀x 6= 0, f ′(x) =
x

1+x2 − arctan(x)

x2
=

x− (1 + x2) arctan(x)

x2(1 + x2)
.

4. E�e
tuons don
 une IPP en posant u(t) = t (et don
 u′(t) = 1), et v′(t) =
t

(1 + t2)2
où on peut

re
onnaître une dérivée d'inverse et prendre v(t) = −
1

2

1

1 + t2
. On obtient alors

∫ x

0

t2

(1 + t2)2
dt =

[

−
1

2

t

1 + t2

]x

0

+
1

2

∫ x

0

1

1 + t2
dt = −

1

2

x

1 + x2
+

1

2
arctan(x) = −

1

2
x2f ′(x).

5. Dans l'égalité obtenue à la question pré
édente, l'intégrale de gau
he est positive si x > 0 (intégrale

d'une fon
tion positive entre deux bornes pla
ées en ordre 
roissant), don
 f ′
est négative et f

dé
roissante sur ]0,+∞[. Par parité (ou en faisant la même étude de signe), elle sera 
roissante

sur ] − ∞, 0[. On peut don
 dresser le passionnant tableau de variations suivant (les limites sont

évidentes puisque la fon
tion arctan est bornée sur R) :

x −∞ 0 +∞

f

0

�✒
�

�

1
❅
❅
❅❘

0
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Et la petite 
ourbe qui va ave
 :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

B. Étude d'une deuxième fon
tion.

1. Sa
hant que f est paire, en e�e
tuant le 
hangement de variable évident u = −t, g(−x) =

−
1

x

∫ −x

0

f(t) dt = −
1

x

∫ x

0

−f(−u) du =
1

x

∫ x

0

f(u) du = g(x), don
 g est également une fon
tion

paire. Une autre façon de voir les 
hoses : sans le fa
teur

1

x
, g serait la primitive de f qui s'annule

en 0, qui est une fon
tion impaire. Ave
 le produit par

1

x
, on retrouve bien une fon
tion paire.

2. La fon
tion g n'est rien d'autre que le taux d'a

roissement en 0 de la primitive de f s'annulant en

0, don
 lim
x→0

g(x) = lim
x→0

f(x) = 1. On peut à nouveau e�e
tuer un prolongement par 
ontinuité en

0.

3. L'en
adrement est évident pour x = 0. Supposons x > 0, alors f est dé
roissante sur l'intervalle

[0, x] don
, ∀t ∈ [0, x], f(x) 6 f(t) 6 1. On peut intégrer 
et en
adrement entre 0 et x pour en

déduire que xf(x) 6

∫ x

0

f(t) dt 6 x, don
 en divisant tout par x qui est positif, on trouve bien

f(x) 6 g(x) 6 1. Si x < 0, la parité de toutes les fon
tions permet d'obtenir le même en
adrement.

4. Notons F la primitive de f s'annulant en 0. Puisque g(x) =
F (x)

x
, on a g′(x) =

xf(x)− F (x)

x2
=

f(x)− g(x)

x
. Comme on vient de prouver qu'on a toujours g(x) > f(x), 
ette dérivée est du signe

opposé à 
elui de x. La fon
tion g est don
, 
omme f , 
roissante sur ]−∞, 0] puis dé
roissante sur
[0,+∞[.

5. On peut très brutalement majorer la fon
tion arctan par
π

2
pour obtenir

1

x

∫ x

1

f(t) dt 6
π

2x

∫ x

1

1

t
dt =

π ln(x)

2x
. Par 
roissan
e 
omparée 
ette expression tend vers 0, et 
omme

1

x

∫ x

1

f(t)

t
dt > 0, le théo-

rème des gendarmes permet de 
on
lure. D'autre part, lim
x→+∞

1

x

∫ 1

0

f(t)

t
dt = 0 (l'intégrale étant


onstante, 
'est évident), il su�t d'additionner 
ette limite à la pré
édente pour en déduire que

lim
x→+∞

g(x) = 0.

C. Une suite ré
urrente.

1. La positivité est évidente. De plus,

x

1 + x2
−

1

2
=

2x− 1− x2

2(1 + x2)
= −

(x− 1)2

2(1 + x2)
6 0, 
e qui prouve la

majoration souhaitée.

2. L'intégrale 
ensée majorer |g′(x)| se 
al
ule :
1

x2

∫ x

0

t2

1 + t2
dt =

1

x2

∫ x

0

1−
1

1 + t2
dt =

x− arctan(x)

x2
=

1− f(x)

x
. Or, on a prouvé plus haut que |g′(x)| =

|f(x)− g(x)|

x
6

1− f(x)

x
à 
ause de l'en
a-

drement de la question B.3. En exploitant désormais la question pré
édente, on en déduit que

|g′(x)| 6
1

x2

∫ x

0

t

2
dt =

1

x2
×

x2

4
=

1

4
. Bien entendu, la fon
tion g′ étant impaire, l'inégalité reste

vraie si x < 0.

3. Posons don
 h(x) = g(x) − x, la fon
tion h est dérivable sur R et h′(x) = g′(x) − x < 0 puisque

g′(x) 6
1

4
. La fon
tion h est don
 stri
tement dé
roissante sur R. De plus, lim

x→+∞
g(x) − x = −∞

d'après la question B.5, et lim
x→−∞

g(x) = 0 par parité, don
 lim
x→−∞

h(x) = +∞. La fon
tion h e�e
tue

don
 une bije
tion de R dans R et en parti
ulier s'annule une seule fois, 
e qui prouve que g admet
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un unique point �xe α. En�n, on 
al
ule h(0) = g(0) = 1 et h(1) = g(1) − 1 6 0 (puisqu'on sait

que g(x) 6 1) pour en déduire que α ∈]0, 1] (théorème des valeurs intermédiaires).

4. On peut appliquer l'IAF sur l'intervalle R aux valeurs x = un et y = α pour obtenir dire
tement

|g(un) − g(α)| 6
1

4
|un − α|, soit |un+1 − α| 6

1

4
|un − α|. On prouve ensuite par ré
urren
e que,

∀n ∈ N, |un − α| 6
1

4n
|u0 − α| (on ne peut pas faire plus pré
is sans 
onnaître la valeur de u0).

L'initialisation pour n = 0 est évidente, et l'hérédité également en exploitant l'inégalité obtenue

grâ
e à l'IAF et l'hypothèse de ré
urren
e : |un+1−α| 6
1

4
|un−α| 6

1

4
×

1

4n
|u0−α| =

1

4n+1
|u0−α|.

L'en
adrement 0 6 |un − α| 6
|u0 − α|

4n
permet alors, via le théorème des gendarmes, d'a�rmer

que lim
n→+∞

|un − α| = 0, et don
 que lim
n→+∞

un = α.
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