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Exercice 1 : Calcul matriciel.

1 -3 3 -3 -7 3
1. Calculonsdonc: A2=| 0 7 —6 | et A3 = 2 15 =12
0o 3 =2 2 7 —4

2. Si on impose ’égalité souhaitée pour les coefficients de la deuxiéme ligne (celle ot on a le plus
souvent des 0 qui apparaissent, ca simplifiera la résolution), on obtient le systéme d’équations

2b = 2
7a + 3b + ¢ = 15 . Le systéme se résout de lui-méme : b = 1, ¢ = 2, donc ¢ =
—6a = —12

15 — 14 — 3 = —2. La seule relation possible est donc A3 = 242 + A — 213, on vérifie bien siir qu’elle
reste valable pour tous les autres coefficients, ce qui est bien le cas.

1 1
3. On peut écrire —A3 +24%2 + A = 213, donc A x (—5142 + A+ 5[3) = I3, ce qui prouve que A est

-3 1 _9
1 1 2 2
inversible et que A~! = fEAQ + A+ 513 = 2 0 3 ].Sion est courageux, on vérifie
9 _1 I
2 2

que A~! x A = I3, ce qui est bien le cas.

4. On cherche donc les racines de Q = X3 — 2X?2 — X + 2. On a déja une premiére racine évidente
qui est X7 =1 (puisque Q(1) =1—2—1+ 2 =0), et méme une deuxiéme avec X5 = —1 (en effet,
Q(—1)=—-1—241+2=0). Le produit des trois racines du polynome étant égal & —2, la derniére
racine est donc X3 = 2.

2c — Yy — z = a
5. Comme d’habitude, je vais utiliser une résolution de systéme : -r + y + 2z = b .
- + y + z = c

On s’empresse d’additionner les lignes extrémes pour obtenir z = a + ¢, et de soustraire les deux
derniéres lignes pour avoir z = b — c. Il ne reste alors plus qu’a reprendre par exemple la derniére
équation pour en déduire y = ¢+ — 2z = a — b + 3c. La matrice P est donc inversible et P~! =

1 0 1
1 -1 3
0o 1 -1
10 -1 10 0
6. On calcule donc P~1A = 1 -1 3 |,pusD=P1AP=| 01 0 , qui est comme
0 2 =2 0O 0 2

prévu une matrice diagonale. On remarque que ses coefficients diagonaux sont exactement les racines
du polynéme @, ce n’est stirement pas un hasard.

(<™ 0 0
7. On a bien sir D™ = 01 0 . La propriété demandée se démontre apr une récurrence
0 0o 27

hyper classique : PD°P~! = PI3P~! = PP~! = I3 = A% ce qui prouve la propriété pour n = 0.
Si on la suppose vérifiée au rang n, alors A"t = A"A = PD"P~'A, or P~'A= DP~! d’aprés la
définition de D, donc A"+ = PD*"DP~! 4+ PD**t1P~1 ce qui prouve I’hérédité.
8. (a) Il suffit d’écrire le calcul : X,,11 = A X X,,.
(b) On va démontrer par récurrence que X,, = A" Xy. C’est trivial au rang 0 : A°Xy = I3X, = X,
et I’hérédité est triviale aussi : si X,, = A" Xy alors X,,11 = AX,, = A x A"Xy = A1 X,.



(c) Bon, finalement, il va falloir calculer A™ pour s’en sortir (ou au moins ses deux premiéres lignes
puisque le produit par Xy ne fera intervenir que les coefficients des deux premiéres lignes).
2(-)™ -1 —2"
PD" = | (=1t 1 27+l | puis
(71)n+1 1 on
2(-1)" -1 1-2" 2" —342(-1)"

A" = PD"P~! = | 14 (=1)ntt 2ntl 1 327+l 4 (—1)»*t1 | On mutliplie simple-
L+ (-1t 2n—1 327 4 (—1)n*!
1
ment cette matrice par Xy = 1 |, pour obtenir X,, et donc w, = 2(-1)" — 2", v, =
0

2n+1 + (71)n+1 et w, = omn 4 (71)n+1‘

Exercice 2 : Polynémes de Legendre.

1. Puisque Py = 1, Ly = P{”) = 1. Ensuite, P, = (X +1)(X —1) = X2 — l et L; = P/ = 2X, puis
Py=(X?-1)2=X*-2X2+1,donc Ly = P = (4X3—4X) = 12X —4, et enfin P3 = (X2-1)% =
X6 -3X*4+3X2%2—1,donc Ly = P} = (6X°—12X3+6X)" = (30X*—-36X2+6) = 120X° - 72X.

2. Méme pas besoin de récurrence : P, est par définition un polnyéme unitaire de degré 2n. Quand on
le dérive n fois, on obtiendra donc un polnyéme L, de degré 2n —n = n et de coefficient dominant

2n
R ~ (2n)!
égal & H k= —
k=n-+1

3. La dérivée d’une fonction paire est impaire. En effet, si f est paire, on peut écrire 7_, ¢(h) =

flzz+h) = f(=2) _ fla—h) = fz)

= = —7,,7(—h). Cette expression a par définition de la dé-

rivée pou? limite —f’(z), ce qui prouve que f'(—x) = —f’(x) et donc que f’ est impaire. Une
démonstration identique au signe prés prouve que la dérivée d’une fonction impaire est paire. Or,
le polynoéme P, est toujours pair (sous la forme P, = (X2 — 1)" c’est évident), le dériver n fois
donnera donc un polynéme dont la parité dépend de celle de n : si n est pair, alors L,, est pair, si
n est impair, L,, I’est aussi.

4. Lesreéels 1 et —1 étant racines de multiplicté n du polynome P, (puisque P, se factorise par (X —1)"
et (X + 1)™), toutes les valeurs demandées sont nulles.

5. C’est un exercice de la feuille d’exercices de dérivation. Notons donc Ay la propriété : P,(Lk) ak
racines distinctes dans intervalle | — 1,1[ ('entier n est ici fixé une bonne fois pour toutes, la
récurrence porte bien sur k). La propriété est certainement vérifiée au rang 0 (de fait le polynome
P, n’admet pas de racines dans | — 1, 1] puisque ses seules racines sont —1 et 1). Supposons la vraie
a un rang k < n, et mettons les racines dans 'ordre croissant —1 < a3 < as < -+ < a; < 1. Comme
on sait par ailleurs que P,Sk) (—1) et P,Sk)(l) sont également nulles, on peut appliquer le théoréme de
Rolle sur chacun des intervalles | —1, a1], Ja1, az[, . . ., Jag—1, ax[ et Jax, 1[ pour en déduire la présence

de k 4 1 racines pour le polynome P,(lkﬂ), qui sont distinctes et dans | — 1, 1] par construction. On

a donc prouvé que Ay = Agi1 tant que k < n, ce qui prouve par récrurrence toutes les propriétés

A jusqu’a A,. En particulier, A,, stipule que L,, admet n racines distinctes dans | — 1,1[, ce qui

prouve bien que le polynome est scindé & racines simples puisqu’il est de degré n.

6. Posons donc f(z) = (z — 1)™ et g(x) = (x + 1)". Les dérivées de ces deux fonctions se cal-

|
culent aisément : Vk < n, f®(z) = n(n—1)...(n — k+ 1)(z — 1) = ﬁ(z — 1)k et
n—k)!
n!
k!

de méme g(" =" (z) = A (x + 1)*. On en déduit donc, en appliquant la formule de Leibniz, que

— (n (k) (n—Fk) — (n n!? n—k k - n\\?
L=y (1) 7050 x) - > (3) s - 0o+ 1 = "y ((}) «
1)”_k(X + l)k. On ne peut pas faire beaucoup mieux en termes de simplification. Si on évalue
cette expression pour X = 1, tous les termes de la somme s’annulent sauf le dernier (le seul pour
lequel la puissance de (X + 1) n’est pas strictement positive), donc L,(1) = n! x 2. De méme,
pour X = —1, tous les termes s’annulent sauf le premier et L,(—1) = n! x (—=2)" = (—=1)"n!2" (on
pouvait aussi exploiter la parité des polynomes L,, pour déduire la valeur en —1 de la valeur en 1).



7. On dérive simplement le produit : P41 = (X —1)"" (X +1)"*! donc P, = (n+1)(X —1)"(X +
D"+ D)X - )" X+ D)=+ D)X - 1D)"X+ )" (X -1+ X +1)=2(n+1)XP,.
Si on dérive cette relation, on obtient P, ; = 2(n + 1)P, + 2(n + 1)XP;,. Or, on peut reprendre
la relation obtenue par le premier calcul et la décaler pour obtenir P, = 2nXP,_1, donc P/, =
2(n + 1)P, + 4n(n + 1)X2P,_;. Enfin, on peut revenir & la définition des polynémes P, pour
constater que (X2 —1)P,_1 = P,, donc X?P,_1 = P, + P,_1, ce qui permet d’obtenir la relation
Pl =2n+1)P, +4n(n +1)P, +4n(n+ 1)P,_1 = 2(n+ 1)(1 + 2n)P, + 4n(n + 1)P,_1, soit
exactement la relation souhaitée.

8. On va bien sir appliquer la formule de Leibniz, en posant dans un premier temps f(z) = 2(n+ 1)z
n

et g(z) = Pu(z), pour obtenir (P, ;)™ = Z <Z>f(k) ()P{" R (). I 0’y a que deux termes
k=0

non nuls, et on obtient P,(ff{l) = 2(n 4+ DXP™ + 2n(n + 1)P" ™Y, soit encore Lyyi = 2(n +

1)XL, + 2n(n + 1)P,§"71). Dérivons maintenant la deuxiéme relation n — 1 fois (pas besoin de
Leibniz cette fois-ci) pour obtenir (P2, )"~ = 2(n + 1)(2n + 1)P,(L”71) + 4n(n + 1)P7(f:1), soit
Lypy1=2(n+1)(2n+ 1)P,§"71) +4n(n+1)L,—1. On multiplie par 2n + 1 la premiére relation et on
lui soustrait 2n fois la deuxiéme (pour éliminer les termes en (P,)™~1) et on tombe magiquement
sur (n +1)Lyy1 = 2(n+1)(2n + 1)X L,, — 4n?(n + 1)L,,_1, qu’on peut simplifier par n + 1 pour
avoir la relation plus simple L, 11 = 2(2n + 1) X L,, — 4n%L,,_;.

9. On écrit simplement P, = z:(—l)kXQ”_Ql€ (on a développé sous la forme (—1 + X2)" pour avoir

k=0
des puissances plus pratiques). Il ne reste plus qu’a dériver n fois, ce qui va annuler tous les
termes pour lesquels 2n — 2k < n, donc k > g Par ailleurs, on calcule facilement (X?27~2F)(") =
L5

2n — 2k)! 2n — 2k 2n —k
MX"% = n!( " " )X"Qk. On peut donc écrire que L,, = n!};)(l)k< nn > <Z> xn—2k,

Probléme : Analyse (inspiré d’un sujet de Petites Mines).

A. Etude d’une premiére fonction.

1. Comme arctan(0) = 0, la fonction f est exactement le taux d’accroissement de la fonction arctan-

1
gente en 0. Sa limite est donc égale & arctan’(0) = 50 = 1. On va donc effectuer le prolongement

par continuité en posant f(0) = 1.
2. La fonction f est paire comme quotient de fonctions impaires. Si elle est dérivable en 0, on a donc
£(0) = 0 (la fonction f’ sera alors impaire).

—— — arctan(z — 2
3. Calculons : Vz # 0, f'(z) = Ita? (=) =2 (1 +27) arctan(z)

x? x2(1 4 22?)
t
4. Effectuons donc une IPP en posant u(t) = t (et donc u/(t) = 1), et v'(t) = aroe ol on peut
1 T
reconnaitre une dérivée d’inverse et prendre v(t) = ——-——. On obtient alors / —— dt =
21+ 12 o (1+12)2
T ¢t 1" 1/ 1 1 =z 1 1
——— = —— dt = —-—— + s arct = ——2%f'(2).
{ 21+t2}0+2/0 1+ 12 2Tz T g actan(@) = —5a7f (@)

5. Dans ’égalité obtenue & la question précédente, I'intégrale de gauche est positive si x > 0 (intégrale
d’une fonction positive entre deux bornes placées en ordre croissant), donc f’ est négative et f
décroissante sur |0, 4o0o[. Par parité (ou en faisant la méme étude de signe), elle sera croissante
sur | — 00,0[. On peut donc dresser le passionnant tableau de variations suivant (les limites sont
évidentes puisque la fonction arctan est bornée sur R) :

T |—00 0 +00

1IN

0 0




Et la petite courbe qui va avec :

B. Etude d’une deuxiéme fonction.

1.

Sachant que f est paire en effectuant le changement de variable évident v = —t, g(—z) =

1 —T
—— ft) dt=—= / —f(—u) du = / f(u) du = g( ), donc g est également une fonction
T Jo

paire. Une autre facon de voir les choses : sans le facteur —, g serait la primitive de f qui s’annule
x’

en 0, qui est une fonction impaire. Avec le produit par —, on retrouve bien une fonction paire.
X

. La fonction g n’est rien d’autre que le taux d’accroissement en 0 de la primitive de f s’annulant en

0, donc lin})g(x) = lin%)f(:c) = 1. On peut a nouveau effectuer un prolongement par continuité en
z— z—
0.

L’encadrement est évident pour x = 0. Supposons & > 0, alors f est décroissante sur 'intervalle
[0,z] donc, Vt € [0,z], f(z) < f(t) < 1. On peut intégrer cet encadrement entre 0 et = pour en

x

déduire que zf(x) < f(t) dt < z, donc en divisant tout par z qui est positif, on trouve bien
0

f(z) < g(x) <1.Six <0, la parité de toutes les fonctions permet d’obtenir le méme encadrement.

F - F
Notons F la primitive de f s’annulant en 0. Puisque g(z) = (z), on a ¢'(z) = M =
x

f(z) - g(x) )

x
opposé a celui de z. La fonction g est donc, comme f, croissante sur | — oo, 0] puis décroissante sur
[0, +o0].

. Comme on vient de prouver qu’on a toujours g(z) > f(z), cette dérivée est du signe

T [*1
2z J1 ¢t
7 In(z)

. . f@)
5y Par croissance comparée cette expression tend vers 0, et comme — / ( dt > 0, le théo-
X

1

T—+oox
constante, c’est évident), il suffit d’additionner cette limite & la precedente pour en déduire que
lim g(xz)=0.

Tr—r+00

réme des gendarmes permet de conclure. D’autre part, lim — / f dt = 0 (Pintégrale étant

C. Une suite récurrente.

1.

1 2x—1—2? —1)2
La positivité est évidente. De plus, 1f—$2 -3= ;(1 n in =— 2(8 n 113)2) < 0, ce qui prouve la

majoration souhaitée.

[ 1 [* 1 — arct
. L’intégrale censée majorer |g'(x)| se calcule : — ——dt = — 1— dt = L2 an(z)
x? fy 14t

2 142 2

- /@) @) =g 1= f()

X X
drement de la question B.3. En exploitant désormais la question précédente, on en déduit que

A cause de l’enca-

. Or, on a prouvé plus haut que |¢'(z)| =

I 1 2?1
lg'(z)| < —2/ 5 dt = — x — = —. Bien entendu, la fonction ¢’ étant impaire, I'inégalité reste
% Jo 2 x 4 4

vraie si x < 0.

Posons donc h(z) = g(z) — «, la fonction h est dérivable sur R et h'(z) = ¢'(x) — x < 0 puisque
Jg(z) < 7 La fonction h est donc strictement décroissante sur R. De plus, 1iIJ1rr1 glx) —x = —o00

Tr—r—+00
d’aprés la question B.5, et lim g(z) = 0 par parité, donc lim h(z) = 4o0. La fonction h effectue
r——00 r——00

donc une bijection de R dans R et en particulier s’annule une seule fois, ce qui prouve que g admet

. On peut trés brutalement majorer la fonction arctan par 5 pour obtenir — / fit)dt < — —dt =



un unique point fixe a. Enfin, on calcule h(0) = ¢(0) =1 et (1) = g(1) — 1 < 0 (puisqu’on sait
que g(z) < 1) pour en déduire que « €]0, 1] (théoréme des valeurs intermédiaires).

. On peut appliquer I'TAF sur l'intervalle R aux valeurs x = u,, et y = a pour obtenir directement

1

lg(un) — g(a)| < Z|un — af, soit |upy1 —al < Z|un — af. On prouve ensuite par récurrence que,
1

Vn €N, |u, — af < 4—n|u0 — a| (on ne peut pas faire plus précis sans connaitre la valeur de ug).

;;;;;

L’initialisation pour n = 0 est évidente, et I’hérédité également en exploitant l'inégalité obtenue

1
grace & 'TAF et ’hypothése de récurrence : |up4+1 —a] < Z|un—a| < =X—|up—al = |wo— .

4 4n

permet alors, via le théoréme des gendarmes, d’affirmer

4n+1
L’encadrement 0 < |u, — af < M

que lim |u, —a| =0, et donc que lim wu, = a.
n—-+oo n—-+oo



