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Exer
i
e 1

1. Ce trin�me a pour dis
riminant ∆ = 5 et admet don
 deux ra
ines réelles x1 =
−1−

√
5

2
et

x2 =
−1 +

√
5

2
. À l'aide de l'en
adrement 2 <

√
5 < 3, on peut é
rire que−4 < −1−

√
5 < −3,

don
 −2 < x1 < −3

2
, 
e qui 
on�rme que

1

2
< |x1| =

1 +
√
5

2
< 2 (on a même de la marge !).

De même, 1 < −1 +
√
5 < 2 don


1

2
< x2 < 1 pour la même 
on
lusion (
ette fois-
i on a

simplement |x2| = x2 puisque 
ette ra
ine est positive).

2. Commençons par 
onstater que 1 est ra
ine évidente de 
e polyn�me : 1 − 1 + 1 − 1 = 0.
On peut don
 fa
toriser P , et en l'o

urren
e on peut le faire sans avoir à faire de division

eu
lidienne ou d'identi�
ation : P = X2(X − 1) +X − 1 = (X − 1)(X2 +1). Les deux autres

ra
ines de P sont don
 les solutions de l'équation x2 + 1 = 0, 
'est-à-dire x = i et x = −i.

Les ra
ines obtenues sont toutes les trois de module 1.

3. En e�et, on re
onnait dans l'expression de P un somme géométrique : si x 6= 1, P (x) =

1 + x + x2 + x3 + x4 =
1− x5

1− x
. Comme 1 n'est de toute façon pas ra
ine de P , toutes les

ra
ines de P véri�ent don


1− x5

1− x
= 0, don
 x5 = 1. en fait, les ra
ines de P sont plus

pré
isément les quatre ra
ines 
inquièmes de l'unité obtenues en enlevant de l'ensemble U5 la

valeur 1. Bien entendu, toutes 
es ra
ines sont de module 1.

4. On a deux 
hois possibles pour 
haque 
oe�
ient, à répéter sur n + 1 
oe�
ients, soit 2n+1

possibilités. Par exemple, les quatre polyn�mes de degré 1 possibles sont X+1, X−1, −X+1
et −1−X.

5. Il su�t d'additionner les valeurs obtenues à la question pré
édente, 
e qui mène à un 
al
ul

de sommes géométriques :

n
∑

k=0

2k+1 = 2
n
∑

k=0

2k = 2× 1− 2n+1

1− 2
= 2n+2 − 2.

6. (a) Appliquons tout simplement l'inégalité triangulaire généralisée :

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

akz
k

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

k=1

|z|k

(puisque par hypothèse |ak| = 1). On re
onnait une suite géométrique de raison di�é-

rente de 1 (puisqu'on a supposé |z| < 1), de valeur égale à |z|
n−1
∑

k=0

|z|k = |z| × 1− |z|n+1

1− |z| .

Il su�t ensuite d'utiliser la majoration 1 − |z|n+1 < 1 (i
i, numérateur et dénominateur

du quotient sont positifs) pour obtenir la majoration demandée par l'énon
é.

(b) Si z est ra
ine de P on aura par dé�nition

n
∑

k=1

akz
k = −a0, don


∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

akz
k

∣

∣

∣

∣

∣

= | − a0| = 1.

La majoration de la question pré
édente prouve que 
ela implique

|z|
1− |z| > 1, don
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|z| > 1 − |z| (tout est positif ave
 l'hypothèse |z| < 1), soit |z| > 1

2
. Bien entendu 
ette

inégalité est en
ore véri�ée si |z| = 1.

(
) Supposons don
 que

n
∑

k=0

akz
k = 0, ave
 z 6= 0 (de toute façon 0 ne peut pas être ra
ine

de P puisque P (0) = a0 = ±1 6= 0), alors on peut tout diviser par zn pour obtenir

n
∑

k=0

akz
k−n = 0. Quitte à poser j = n− k (
e qui revient à retourner l'ordre d'é
riture des

termes de la somme), on peut é
rire 
ette égalité sous la forme

n
∑

j=0

an−j

(

1

z

)j

. Autrement

dit,

1

z
est ra
ine du polyn�me dont les 
oe�
ients sont an (
oe�
ient 
onstant), an−1,

. . ., a0 (
oe�
ient de degré n). Or, si |z| > 1,

∣

∣

∣

∣

1

z

∣

∣

∣

∣

< 1, et la question pré
édente prouve

alors que

∣

∣

∣

∣

1

z

∣

∣

∣

∣

>
1

2
(le polyn�me dont

1

z
est ra
ine a les mêmes 
oe�
ients que P , même si

dans un ordre di�érent, don
 est 
ertainement à 
oe�
ients dans {−1, 1}). On repasse à

l'inverse pour en déduire |z| 6 2.

(d) Si 2 était ra
ine de P , on aurait

n
∑

k=1

ak2
k = −a0. Or, le nombre de gau
he est pair (
'est

une somme de puissan
e de 2, au signe près à 
haque fois), alors que 
elui de droite vaut 1
ou −1. C'est manifestement absurde, don
 2 ne peut pas être ra
ine de P . Le raisonnement

de la question pré
édente prouve que

1

2
ne peut pas non plus être ra
ine de P (sinon 2

serait ra
ine du polyn�me obtenu en retournant l'ordre des 
oe�
ients de P ).

Exer
i
e 2

1. Cal
ulons don
 : p0 = 1, q0 = 1, p1 = 2 + 1 = 3, q1 = 2, puis on applique les relations de

ré
urren
e : p2 = 2p1 + p0 = 7, q2 = 2q1 + q0 = 5, p3 = 2p2 + p1 = 17, q3 = 2q2 + q1 = 12,

p4 = 2p3 + p2 = 41 et q4 = 2q3 + q2 = 29. On en déduit que x0 = 1, x1 =
3

2
, x2 =

7

5
,

x3 =
17

12
et x4 =

41

29
. si on est 
ourageux, on peut pousser jusqu'à évaluer x1 = 1.5, x2 = 1.4,

x3 ≃ 1.4167 et x4 ≃ 1.4138, 
e qui est 
ohérent ave
 les propriétés démontrées plus loin sur

la suite (xn). Les plus réveillés se rendront peut-être même 
ompte que la suite (xn) semble


onverger vers une valeur qui pourrait bien être

√
2 (
f question 9.c).

2. Ré
urren
e double triviale : 
'est vrai pour q0 et q1 par hypothèse, et si on suppose qn > n

et qn+1 > n+1, alors qn+2 > qn+1 + qn > 2n+ 1, 
e qui est largement plus fort que 
e qu'on

doit prouver.

3. Essayons de simpli�er à l'aide de la relation de ré
urren
e : si n > 1, on peut é
rire pn+1 =
an+1pn+pn−1 et de même pour qn+1, don
 pn+1qn−qn+1pn = an+1pnqn+pn−1qn−an+1qnpn−
qn−1pn = −(pnqn−1 − qnpn−1). Autrement dit, en posant un = pn+1qn − qn+1pn, la suite (un)
est une suite géométrique de raison −1. Comme u0 = p1q0 − q1p0 = a0a1 + 1− a1a0 = 1, on
aura simplement un = (−1)n.

On 
al
ule de même pn+2qn−qn+2pn = an+1pn+1qn+pnqn−an+1qn+1pn−qnpn = an+1(pn+1qn−
qn+1pn) = (−1)nan+1 d'après le 
al
ul pré
édent.

4. Par dé�nition, xn+1−xn =
pn+1

qn+1

− pn

qn
=

pn+1qn − qn+1pn

qnqn+1

=
(−1)n

qnqn+1

. De même, xn+2−xn =

pn+2qn − qn+2pn

qnqn+2

=
(−1)nan+1

qnqn+2

.
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5. D'après la question pré
édente, x2n+2 − x2n =
a2n+1

q2nq2n+2

> 0 puisque les suites (an) et (qn)

sont à valeurs positives. De même, x2n+3 −x2n+1 = − a2n+2

q2n+1q2n+3

< 0, don
 la suite (x2n) est


roissante et la suite (x2n+1) dé
roissante (
'est 
ohérent ave
 les quelques valeurs 
al
ulées

à la première question de l'exer
i
e). Ensuite, x2n+1 − x2n =
1

q2nq2n+1

6
1

2n(2n + 1)
d'après

la question 2, 
e qui su�t largement à prouver que lim
n→+∞

x2n+1 − x2n = 0 (théorème des

gendarmes, puisque 
et é
art est positif vu son expression). Les deux suites sont bien adja
ente,

et 
onvergent don
 vers une même limite. Cela su�t à a�rmer que la suite (xn) 
onverge elle-
même vers 
ette limite 
ommune (théorème du 
ours).

6. Par dé�nition, x1 =
p1

q1
=

a0a1 + 1

a1
= a0 +

1

a1
. De même, x2 =

p2

q2
=

a2p1 + p0

a2q1 + q0
=

a2a0a1 + a2 + a0

a2a1 + 1
= a0 +

a2

a2a1 + 1
= a0 +

1

a1 +
1

a2

, qui est bien la formule souhaitée.

7. On peut s'en sortir à l'aide d'une simple ré
urren
e un peu astu
ieuse : notons Pn la pro-

priété qui a�rme que (xn) a la forme donnée dans l'énon
é quelle que soit la suite (an)
dé�nissant les suites (pn), (qn) et (xn). La propriété P0 est manifestement vraie puis-

qu'elle stipule que x0 = a0, 
e qui dé
oule immédiatement de la dé�nition des valeurs de

p0 et de q0. Supposons maintenant la formule vraie au rang n. Au lieu d'appliquer l'hy-

pothèse de ré
urren
e, on va l'appliquer à la suite (a′n) dé�nie par : ∀k < n, a′k = ak et

a′n = an +
1

an+1

(et peu importe 
e qu'on fait pour les termes suivants, on n'en aura pas

besoin pour prouver l'hérédité). On notera yn l'équivalent de xn dé�ni à partir de la suite

(a′n). Puisque la propriété Pn est supposée vraie pour toute suite, on peut alors a�rmer que

yn = a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

.

.

.+ 1

a
′
n

= a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

.

.

.+ 1
a
n+1

. Il su�t don
 de prouver que xn+1 = yn

pour que l'hérédité de notre ré
urren
e soit prouvée. Or, xn+1 =
pn+1

qn+1

=
an+1pn + pn−1

an+1qn + qn−1

. Ave


la dé�nition donnée pour a′n, on peut é
rire an+1 =
1

a′n − an
, remplaçons dans l'expression de

xn+1, en multipliant numérateur et dénominateur par a′n − an : xn+1 =
pn + (a′n − an)pn−1

qn + (a′n − an)qn−1

.

Remplaçons désormais pn et qn en appliquant la relation de ré
urren
e dé�nissant les deux

suites pour trouver xn+1 =
anpn−1 + pn−2 + (a′n − an)pn−1

anqn−1 + qn−2 + (a′n− an)qn−1

=
a′npn−1 + pn−2

a′nqn−1 + qn−2

. Or, 
e quo-

tient est exa
tement égal à yn (en notant p′n et q′n les équivalents de pn et qn pour la suite

(a′n), numérateur et dénominateur sont simplement égaux à p′n et q′n puisque pn−2 = p′n−2 et

qn−2 = q′n−2). On a bien prouvé que xn+1 = yn = a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

.

.

.+ 1
a
n+1

.

8. Puisque les suites (x2n) et (x2n+1) sont adja
entes de limite 
ommune α, ave
 de plus x2n <

x2n+1, on peut a�rmer que x0 < α < x1. Comme par ailleurs x0 = a0 ∈ N et x1−x0 =
1

a1
6 1

(puisque a1 est lui-même entier), on a don
 a0 < α < a0 + 1, 
e qui su�t à a�rmer que

a0 = ⌊α⌋.

9. (a) Manifestement, αn = an+
1

αn+1

(il n'y pas grand 
hose à justi�er, 
'est la dé�nition même

de αn).

(b) On peut simplement e�e
tuer un 
al
ul par ré
urren
e : une fois 
onnues les valeurs de an

et de αn, on 
al
ule d'abord αn+1 =
1

αn − an
(relation de la question pré
édente), puis

3



on peut ensuite 
al
uler an+1 = ⌊αn+1⌋ (
'est le même prin
ipe que pour le 
al
ul de a0,

il su�t de 
onstater que αn+1 est toujours supérieur ou égal à 1, 
e qui est évident vu sa

dé�nition puisqu'on ajoute à un entier non nul an+1 une fra
tion manifestement positive).

Comme on 
onnait les valeurs de α0 = α et de a0 (question pré
édente), on peut initialiser

sans problème le 
al
ul.

(
) Cal
ulons don
 : a0 = ⌊
√
2⌋ = 1, puis α1 =

1

α0 − a0
=

1√
2− 1

=
√
2 + 1 (mutlipli
ation

par la quantité 
onjuguée). On en déduit a1 = ⌊
√
2 + 1 = 2, puis α2 =

1

α1 − a1
=

1√
2 + 1− 2

=
1√
2− 1

=
√
2+1. Inutile de pousser plus loin les 
al
uls, on aura désormais

an = 2 puis αn+1 =
√
2 + 1 pour tout entier n > 2.

(d) On vient de le dire : a0 = 1 et ∀n > 1, an = 2. Oh mais ne serait-
e point par hasard

le 
as parti
ulier étudié en question 1 ? Quel hasard exatrordinaire. On a don
 prouvé

indire
tement que 
e 
as parti
ulier donne une suite (xn) 
onvergeant vers

√
2, ou si on

préfère que

√
2 = 1 +

1

2 + 1

2+
1

2+...

. Étonnant, non ?

(e) On part don
 
ette fois-
i de α =
√
3, et on 
al
ule de même : a0 = ⌊

√
3⌋ = 1, puis

α1 =
1√
3− 1

=

√
3 + 1

2
≃ 1.4. On 
ontinue : a1 = ⌊α1⌋ = 1, don
 α2 =

1
√
3+1

2
− 1

=

2√
3− 1

=
√
3 + 1 ≃ 2.7. Bon, les 
al
uls ne semblent jusqu'i
i pas se répéter mais ça

va venir : a2 = 2, don
 α3 =
1√
3− 1

= α1. À partir de là, les 
al
uls vont bou
ler

périodiquement : αn =

√
3 + 1

2
si n est impair, αn =

√
3 + 1 si n est pair (non nul), don


a2n+1 = 1 et a2n = 2 (sauf pour n = 0. Autrement dit,

√
3 = 1 +

1

1 + 1

2+
1

1+ 1
2+...

.

Exer
i
e 3

A. Étude d'un exemple.

1. Posons don
 Z = f(z) =
z − 7

4
− i

z − 1
(ave
 bien sûr z 6= 1), on en déduit que Zz−Z = z− 7

4
−i,

soit z(Z − 1) = Z − 7

4
− 1. Si Z = 1, 
ette équation n'a pas de solution, mais dans le 
as


ontraire, on peut é
rire z =
Z − 7

4
− i

Z − 1
= f(Z). Ce
i prouve que f est bije
tive et qu'elle est

sa propre ré
iproque.

2. Cal
ulons la forme algébrique de f(z) en posant z = a+ ib :

a+ ib− 7

4
− i

a+ ib− 1

=
(a+ ib− 7

4
− i)(a− 1− ib)

(a− 1)2 + b2
. Le dénominateur de 
ette fra
tion étant un réel positif, f(z) ∈

R si la partie imaginaire du numérateur est nulle. Développons uniquement la partie imaginaire

du numérateur, qui est égale à b(a − 1) − (a − 1) − ab +
7

4
b = 1 − a +

3

4
b. Autrement dit,

f(z) ∈ R ⇔ 1 − a +
3

4
b = 0 ⇔ b =

4

3
a − 4

3
. Il s'agit d'une droite dans le plan 
omplexe (en

bleu sur le s
héma suivant la question 4).

3. On reprend le 
al
ul e�e
tué à la question pré
édente, mais en gardant 
ette fois-
i la partie

réelle du numérateur, qui est égale à a(a− 1)− 7

4
(a− 1) + b2 − b = a2 + b2 − 11

4
a− b+

7

4
. On

4



re
onait une équation de 
er
le : f(z) ∈ iR ⇔
(

a− 11

8

)2

− 121

64
+

(

b− 1

2

)2

− 1

4
+

7

4
= 0, soit

(

a− 11

8

)2

+

(

b− 1

2

)2

=
121 − 96

64
=

25

64
. On re
onnait don
 le 
er
le de 
entre A

(

11

8
+

1

2
i

)

et de rayon

5

8
(tra
é en rouge sur le s
héma suivant la question 4).

4. En revenant à la forme initiale, |f(z)| = 1 ⇔
∣

∣

∣

∣

z − 7

4
− i

∣

∣

∣

∣

= |z−1|. Quitte à tout élever au 
arré

et à poser 
omme d'habitude z = a+ ib, on trouve alors

(

a− 7

4

)2

+ (b− 1)2 = (a− 1)2 + b2,

don
 a2 − 7

2
a +

49

16
+ b2 − 2b + 1 = a2 − 2a + 1 + b2, soit en
ore

49

16
=

3

2
a + 2b. Il s'agit à

nouveau d'une droite, dont on peut é
rire l'équation 
artésienne sous une forme plus 
lassique :

b = −3

4
a +

49

32
. Cette droite n'est autre que la médiatri
e du segment les points d'a�xe 1

et

7

4
+ i (l'égalité de modules dont on est partis signi�e exa
tement qu'on 
her
he les points

équidistants de 
es deux points, 
e qui 
orrespond géométriquement à la médiatri
e). Sur le

s
héma 
i-dessous, 
ette droite est tra
ée en vert :

0 1 2 3−1

0

1

2

3

−1

5. En multipliant par le dénominateur, on doit résoudre l'équation z2 − z = z − 7

4
− i, soit

z2−2z+
7

4
+ i = 0. Il s'agit d'une équation du se
ond degré, de dis
riminant ∆ = 4−7−4i =

−3 − 4i. Cher
hons un nombre 
omplexe δ = a + ib tel que δ2 = ∆. On obtient les deux


onditions a2 − b2 = −3 et 2ab = −4, auxquelles on ajoute l'égalité des modules |δ|2 =
a2 + b2 = |∆| =

√
9 + 16 = 5. L'addition de 
ette équation ave
 la première obtenue donne

2a2 + 2, don
 a = ±1, la soustra
tion des deux mêmes équations donne 2b2 = 8, soit b = ±2.
Comme l'équation restante implique a et b sont de signe opposé, on peut par exemple prendre

δ = 1− 2i. On 
al
ule alors les deux solutions de notre équation : a =
2− 1 + 2i

2
=

1

2
+ i et

b =
2 + 1− 2i

2
=

3

2
− i.

5



6. Cal
ulons :

a− 1

b− 1
=

−1

2
+ i

1

2
− i

= −1.

7. Là en
ore on peut faire un 
al
ul brutal : en mettant au même dénominateur,

f(z)− b

f(z)− a
=

z − 7

4
− i− (z − 1)(3

2
− i)

z − 7

4
− i− (z − 1)(1

2
+ i)

=
(i− 1

2
)z − 1

4
− 2i

(1
2
− i)z − 5

4

. Or,

(

1

2
− i

)

(z−b) =

(

1

2
− i

)(

z − 3

2
+ i

)

=
(

1

2
− i

)

z − 3

4
+

1

2
i +

3

2
i + 1 =

(

1

2
− i

)

z +
1

4
+ 2i est exa
tement l'opposé du numérateur

obtenu, et

(

1

2
− i

)

(z − a) =

(

1

2
− i

)(

z − 1

2
− i

)

=

(

1

2
− i

)

z − 1

4
− 1

2
i +

1

2
i − 1 est

exa
tement égal au dénominateur. Autrement dit,

f(z)− b

f(z)− a
= − (1

2
− i)(z − b)

(1
2
− i)(z − a)

= − z − b

z − a
.

8. Posons z = a + ib (oui, mes notations sont un peu problématiques dans la mesure où a et

b désignent déjà les points �xes, mais 
omme on va rempla
er 
es derniers par leurs a�xes


e n'est pas très gênant) et élevons tout au 
arré (y 
ompris le fa
teur 2, bien entendu) :

(

a− 3

2

)2

+(b+1)2 = 4

(

a− 1

2

)2

+4(b−1)2. On développe tout brutalement : a2−3a+
9

4
+

b2+2b+1 = 4a2−4a+1+4b2−8b+4, soit en passant tout à droite 3a2+3b2−a−10b+
7

4
= 0.

Pour re
onnaitre plus fa
ilement le 
er
le on va tout diviser par 3 : a2+b2− 1

3
a− 10

3
b+

7

12
= 0,

puis on met sous forme 
anonique :

(

a− 1

6

)2

− 1

36
+

(

b− 5

3

)2

− 25

9
+

7

12
= 0. On obtient

�nalement la forme fa
torisée

(

a− 1

6

)2

+

(

b− 5

3

)2

=
20

9
qui permet de re
onnaitre le 
er
le

de 
entre Ω

(

−1

3
+ i

)

et de rayon

2
√
5

3
.

9. SiM est un point du 
er
le, son a�xe véri�e par dé�nition |z−b| = 2|z−a|, don

∣

∣

∣

∣

− z − b

z − a

∣

∣

∣

∣

= 2.

D'après la question 7, on aura alors également

∣

∣

∣

∣

f(z)− b

f(z)− a

∣

∣

∣

∣

= 2, don
 |f(z) − b| = 2|f(z) −
a|. Autrement dit, l'image de M apartiendra au même 
er
le que M . La ré
iproque étant

également vraie (puisque f−1 = f , elle véri�e bien sûr les mêmes propriétés !), on peut en fait


on
lure que le 
er
le est sa propre image par f . Si on veut tout à fait rigoureux, on peut

même pré
iser que le point d'a�xe 1 appartient au 
er
le et qu'il faut don
 l'enlever avant de


al
uler l'image.

B. Birapport et homographies.

1. Cal
ulons :

5− (5− 2i)

5− (−1 + 2i)
× 1 + 4i− (−1 + 2i)

1 + 4i− (5 + 2i)
=

2i

6− 2i
× 2 + 2i

−4 + 2i

=
2i(6 + 2i)

40
× (2 + 2i)(−4− 2i)

20
=

(12i− 4)(−4 − 12i)

40× 20
=

16 + 144

800
=

1

5
∈ R. Les points

n'étant manifestement pas alignés (le premier et le troisième ont la même abs
isse mais pas

les deux autres), ils sont don
 
o
y
liques.

2. Le 
entre du 
er
le doit par dé�nition être équidistant des quatre points. En parti
ulier il

appartient à la médiatri
e des points d'a�xes 5 et 5 + 2i, don
 a une partie imaginaire égale

à 1 (si ça ne vous semble pas évidente, un peu de révisions de géométrie pourrait s'avérer

né
essaire). De même, il doit être sur la médiatri
e des points d'a�xes 5 + 2i et −1 + 2i,

e qui impose une partie réelle égale à 2. Autrement dit, notre 
entre est né
essairement le

point O(2 + i). On obtient ensuite le rayon en 
al
ulant une des quatre distan
es au 
hoix,
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par exemple

√

(2− 5)2 + 12 =
√
10 (on peut d'ailleurs véri�er rapidement que les trois autres

distan
es sont égales).

3. Il su�t d'é
rire que

f(a)− f(c)

f(a)− f(d)
× f(b)− f(d)

f(b)− f(c)
=

αa− αc

αa− αd
× αb− αd

αb− αc
=

a− c

a− d
× b− d

b− c
.

4. Là en
ore un 
al
ul assez fa
ile :

1

a
− 1

c
1

a
− 1

d

×
1

b
− 1

d
1

b
− 1

c

=
ad(c− a)

ac(d− a)
× bc(d− b)

bd(c− b)
=

c− a

d− a
× d− b

d− c
=

B(a, b, c, d).
5. Pour le 
oup, 
'est 
omplètement évident : B(g(f(a)), g(f(b)), g(f(c)), g(f(d)))

= B(f(a), f(b), f(c), f(d)) = B(a, b, c, d) en appliquant su

essivement l'invarian
e du birap-

port par g puis par f .

6. On peut é
ire

az + b

cz + d
=

a
c
(cz + d)− ad

c
+ b

cz + d
. En posant α = b − ad

c
et β =

a

c
, on obtient

alors f(z) = αg(z) + β, en notant g(z) =
1

cz + d
. Autrement dit, une homographie est la


omposée d'une � appli
ation a�ne � et d'une appli
ation g qui est elle-même la 
omposée de

la fon
tion inverse par une appli
ation a�ne. Les trois questions pré
édentes assurent alors

que f 
onserve le birapport.

7. Posons a = p, b = q, c = z et d = z′, alors la 
onservation du birapport par f assure que

z − p

z′ − p
× z′ − q

z − q
=

f(z)− p

f(z′)− p
× f(z′)− q

f(z)− q
(les points �xes ont par dé�nition une image par

f égale à eux-même). Autrement dit,

z − q

z − p
× f(z)− p

f(z)− q
=

z′ − q

z′ − p
× f(z′)− p

f(z′)− q
. La quantité

k =
f(z)− p

f(z)− q
× z − q

z − p
ne dépend don
 pas du 
hoix de z, 
'est bien une 
onstante 
omplexe.

8. On va inverser numérateur et dénominateur et on obtiendra don
 une se
onde valeur du

rapport qui sera l'inverse de la pré
édente.
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