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Exerie 1

1. Comme d'habitude, on a trois propriétés à véri�er :

• on peut toujours érire f = id−1 ◦f ◦ id (l'appliation identité étant sa propre réiproque,

bien entendu) e qui prouve que f ∼ f et don que ∼ est une relation ré�exive.

• si f = h−1 ◦ g ◦ h, on peut omposer la relation à gauhe par h et à droite par h−1
pour

obtenir h ◦ f ◦ h−1 = g. Comme h−1
est une appliation bijetive de réiproque h, ela

prouve que g ∼ f , et la relation ∼ est don symétrique.

• supposons en�n que f ∼ g et g ∼ k, on peut alors trouver deux appliations bijetives h

et i telles que f = h−1 ◦ g ◦h et g = i−1 ◦ k ◦ i. En remplaçant dans la première égalité, on

a don f = h−1 ◦ i−1 ◦ k ◦ i ◦ h = (h ◦ i)−1 ◦ f ◦ (h ◦ i) (en utilisant la relation vue en ours

(h ◦ i)−1 = i−1 ◦ h−1
). L'appliation h ◦ i étant bijetive omme omposée d'appliations

bijetives, ela prouve que f ◦ k, la relation ∼ est don transitive.

La relation étant ré�exive, symétrique et transitive, il s'agit bien d'une relation d'équivalene.

2. Une appliation g en relation ave la fontion nulle f véri�e : ∀x ∈ R, g(x) = h−1 ◦ f ◦h(x) =
h−1(0) (puisque f(h(x)) = 0 indépendamment de la fontion h), don la fontion g est

néessairement onstante. Réiproquement, toute fontion onstante égale à un ertain réel

a est bien en relation ave la fontion nulle, il su�t en fait pour le prouver de trouver une

fontion bijetive h véri�ant h−1(0) = a. En posant h(x) = x− a, la fontion h est bijetive

('est vraiment évident) et sa réiproque, dé�nie par h−1(x) = x+ a, véri�e bien h−1(0) = a.

Finalement, la lasse d'équivalene de f ontient toutes les fontions onstantes.

3. C'est enore plus simple : quelle que soit l'appliation bijetive h, h−1 ◦ id ◦h = h−1 ◦ h = id,

don la lasse d'équivalene de l'appliation identité est réduite à elle-même.

4. On sait qu'une omposée d'appliations injetives est injetive. Si g = h−1 ◦ f ◦ h, ave f

injetive et h et h−1
bijetives (don a fortiori injetives), g est don bien injetive.

5. Copier-oller de la réponse préédente en remplaçant toutes les ourrenes du mot � inje-

tive � par � surjetive �.

6. Bien sûr que non, on a vu plus haut que l'identité n'était en relation ave personne, don en

partiulier ave auune autre appliation bijetive qu'elle-même.

7. Si f est bijetive et g = h−1 ◦f ◦h, alors g est bijetive omme omposée de trois appliations

bijetives, et g−1 = (h−1 ◦ f ◦ h)−1 = h−1 ◦ f−1 ◦ h, don g−1 ∼ f−1
(et, urieusement, 'est

la même appliation bijetive h qui e�etue le lien entre les appliations f et g, et entre leurs

réiproques).

8. L'énoné laisse lairement entendre que n ∈ N, mais la relation resterait vraie pour tout

entier négatif en exploitant la question préédente. Supposons don que g = h−1 ◦ f ◦ h,

alors g ◦ g = h−1 ◦ f ◦ h ◦ h−1 ◦ f ◦ h = h−1 ◦ f ◦ id ◦f ◦ h = h−1 ◦ f2 ◦ h, e qui prouve

que g2 ◦ f2
. Il n'y a plus qu'à itérer le proédé, en prouvant simplement par réurrene que

gn = h−1 ◦ fn ◦ h. On a déjà véri�é l'initialisation aux rangs 1 et 2 mais ça marhe aussi au

rang 0 : g0 = id = h−1 ◦ id ◦h est vrai. Supposons don la propriété vraie au rang n, alors
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gn+1 = gn ◦ g = h−1 ◦ fn ◦ h ◦ h−1 ◦ f ◦ h = h−1 ◦ fn ◦ f ◦ h = h−1 ◦ fn+1 ◦ h, e qui prouve

l'hérédité de notre réurrene. Bien entendu, la relation obtenue prouve que fn ∼ gn (enore

une fois, 'est toujours la même bijetion h qui e�etue la relation).

9. C'est un alul lassique, résolvons l'équation sh(x) = y, 'est-à-dire ex + e−x = 2y. Après un
hangement de variable X = ex et une multipliation par ex (qui ne peut jamais s'annuler), on

se ramène à X2 − 2yX − 1 = 0. Cette équation a pour disriminant ∆ = 4y2 +4 = 4(y2 +1),

qui est manifestement toujours positif. On a don deux solutions X1 =
2y − 2

√

1 + y2

2
=

y −
√

y2 + 1, et X2 = y +
√

y2 + 1. La première solution est toujours stritement négative

(ar

√

y2 + 1 >
√

y2 = |y|, don y −
√

y2 + 1 < 0 quel que soit le signe de y), on il ne reste

don qu'une seule solution à notre équation : x = ln(y+
√

y2 + 1) = h(y), e qui prouve bien
que h est la réiproque de sh.

10. On se doute qu'on doit avoir g = sh ◦f ◦ h (ou le ontraire), mais plut�t que de montrer

diretement l'égalité sous ette forme, il est un peu plus faile de montrer que g ◦ sh =
sh ◦f (e qui est équivalent en omposant par sh à droite), autrement dit que sh(2x) =

2 sh(x)
√

1 + sh2(x). En utilisant la relation ch2(x) − sh2(x) = 1, on a ch(x) =
√

1 + sh2(x)

(ar ch est toujours positive), il su�t don de prouver que sh(2x) = 2 sh(x) ch(x) (formule

qui devrait vous rappeler une ertaine formule de dupliation du sinus). C'est assez faile :

2 sh(x) ch(x) =
2(ex − e−x)(ex + e−x)

4
=

e2x − e−2x

2
= sh(2x). Les fontions f et g sont don

bien en relation pour ∼.

Exerie 2

1. La fontion f n'est pas dé�nie si x2 − x − 2 = 0, équation de disriminant ∆ = 1 + 9, et

admettant pour solutions x1 =
1− 3

2
= −1 et x2 =

1 + 3

2
= 2. On a don Df = R\{−1, 2}.

2. Calulons don es images : f

(

1

2

)

=

∣

∣

∣

∣

∣

5

2

−9

4

∣

∣

∣

∣

∣

=
10

9
, et f(2

√
2) =

∣

∣

∣

∣

∣

2 + 2
√
2

6− 2
√
2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1 +

√
2

3−
√
2

=

(1 +
√
2)(3 +

√
2)

9− 2
=

5 + 4
√
2

7
(au moment où on a supprimé la valeur absolue, numérateur

et dénominateur de la fration étaient positifs).

3. Pour les antéédents de 1, il faut résoudre l'équation |x+2| = |x2−x− 2|, e qui donne deux
possibilités : soit −x−2 = x2−x−2, don x = 0, soit x+2 = x2−x−2, don x2−2x−4 = 0,

qui a pour disriminant ∆ = 4 + 16 = 20, et admet pour raines x1 =
2−

√
20

2
= 1−

√
5 et

x2 = 1+
√
5. Le réel 1 a don trois antéédents par f : 1−

√
5, 0 et 1 +

√
5. Pour −1, auun

alul à faire, il ne peut pas avoir d'antéédents puisque f ne prend que des valeurs positives.

4. On se ramène à l'inéquation |x+2|−|x2−x−2| > 0, et on peut par exemple faire un tableau :

x −∞ −2 −1 2 +∞
|x+ 2| −x− 2 0 x+ 2 x+ 2 x+ 2

|x2 − x− 2| x2 − x− 2 x2 − x− 2 0 −x2 + x+ 2 0 x2 − x− 2

|x+ 2| − |x2 − x− 2| −x2 −x2 + 2x+ 4 x2 −x2 + 2x+ 4

L'inéquation n'est jamais véri�ée sur ] − ∞,−2], et elle l'est toujours sur ] − 1, 2[. Sur les

deux intervalles restants, on a étudié le trin�me −x2+2x+4, qui est positif entre ses raines,
don sur [1 −

√
5,−1[ (le nombre 1 −

√
5 étant ompris entre −2 et −1) et sur ]2, 1 +

√
5].

Conlusion : S = [1−
√
5,−1[∪]− 1, 2[∪]2, 1 +

√
5] = [1−

√
5, 1 +

√
5]\{−1, 2}.

2



5. Le quotient

x+ 2

x2 − x− 2
a pour limite 0 en ±∞ (quotient des termes de plus haut degré), don

f aussi. En −1 et en 2, le dénominateur s'annule mais pas le numérateur, e qui assure que

lim
x→−1

f(x) = lim
x→2

f(x) = +∞ (la valeur absolue étant de toute façon positive).

6. Posons g(x) =
x+ 2

x2 − x− 2
et étudions les variations et le signe de g. La fontion g est dé-

rivale sur Dg = Df , de dérivée g′(x) =
x2 − x− 2− (2x− 1)(x + 2)

(x− 2− x− 2)2
=

−x2 − 4x

(x2 − x− 2)2
=

x(−x− 4)

(x2 − x− 2)2
. On alule en passant g(0) = −1 et g(−4) =

−2

18
= −1

9
. De plus, la fontion

g hange de signe en −2, −1 et 2, elle est négative sur ] −∞,−2] et sur ] − 1, 2[ et positive
sur [−2,−1[ et sur ]2,+∞[. On peut don dresser le tableau suivant :

x +∞ −4 −2 −1 0 2 +∞
g′(x) − 0 + + + 0 − −

g 0
❍❍❍❥−1

9

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

−∞
✟✯✟✟

−1
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥ 0

g(x) − − 0 + − − +

f

0

✟✯✟✟

1

9 ❍❍❍❥
0

�✒
�

�

+∞ +∞❍❍❍❥ 1

✟✯✟✟

+∞ +∞
❅
❅
❅❘

0

7. Et une jolie ourbe :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

Exerie 3

1. (a) La fontion g est ertainement dérivable sur R, et g′(x) = ex − 1, don g est déroissante

sur R
−
et roissante sur R

+
, admettant un minimum en 0. Comme g(0) = 1− 0− 1 = 0,

la fontion est positive sur R tout entier.

(b) Il s'agit de la onvexité de la fontion exponentielle : la tangente à la ourbe de l'exponen-

tielle en son point d'absisse 0 a pour équation y = x+ 1, et la ourbe est toujours située

au-dessus de ses tangentes, e qui prouve que, ∀x ∈ R, ex > x+ 1.

2. (a) La fontion h est dé�nie et dérivable sur R, et h′(x) = −ex + (2−x)ex = (1−x)ex. Cette
dérivée est du signe de 1 − x, don h est roissante sur ] − ∞,−1] puis déroissante sur

[1,+∞[, admettant pour maximum h(1) = e − 1. De plus, lim
x→+∞

h(x) = −∞, et omme
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h(x) = 2ex − xex − 1 et lim
x→−∞

xex = 0 (roissane omparée), on aura lim
x→−∞

h(x) = −1.

On peut don dresser le tableau de variations suivant pour la fontion h :

x −∞ 1 +∞

h −1

✟✯✟✟

e− 1

❅
❅
❅❘−∞

(b) L'énoné était manifestement buggué à et endroit : étant ontinue et stritement mono-

tone sur haun des deux intervalles, h est bijetive de ]−∞, 1] vers ]− 1, e− 1], puis de
[1,+∞[ vers ] −∞, e − 1]. Le réel e − 1 étant stritement positif, 0 appartient à haun

des deux intervalles images, et l'équation h(x) = 0 admet don deux solutions, l'une sur

l'intervalle ]1,+∞[ qu'on notera don α, et la deuxième sur l'intervalle ] −∞,−1[ qu'on
va noter β. On peut même noter que h(0) = 1 > 0, don β < 0.

() La fontion h sera positive dans l'intervalle [β, α] et négative sur haun des deux inter-

valles ]−∞, β] et [α,+∞[.

3. La seule hose qui pourrait empêher f d'être dé�nie sur R serait l'annulation de son déno-

minateur. Or, on a rappelé plus haut que l'inégalité ex > x + 1 était valable sur R, don a

fortiori ex > x, e qui prouve que Df = R.

4. Pas de forme indéterminée en −∞, le numérateur tend vers −1 et le dénominateur vers −∞,

don lim
x→−∞

f(x) = 0. De l'autre �té, on va fatoriser numérateur et dénominateur par ex

pour obtenir f(x) =
1− e−x

1− xe−x
. Comme lim

x→+∞
xe−x = 0 (roissane omparée lassique), on a

don lim
x→+∞

f(x) = 1. Il y a don une asymptote horizontale d'équation y = 1 en +∞, et l'axe

des absisses est asymptote horizontale en −∞.

5. La fontion f est dérivable sur son ensemble de dé�nition et f ′(x) =
ex(ex − x)− (ex − 1)2

(ex − x)2
=

e2x − xex − e2x + 2ex − 1

(ex − x)2
=

h(x)

(ex − x)2
. Cette dérivée est don du signe de h(x), qu'on a étudié

plus haut. On ne peut bien entendu pas aluler la valeur du minimum et du maximum de f ,

on se ontentera don du tableau suivant :

x −∞ β α +∞
f ′(x) − 0 + 0 −

f 0
❍❍❍❥

f(β)

�✒
�

�

f(α)❍❍❍❥ 1

6. Pour ela, on alule lassiquement f(x)− x =
ex − 1

ex − x
− x =

ex − 1− xex + x2

ex − x

=
ex(1− x) + x2 − 1

ex − x
=

(x− 1)(x + 1− ex)

ex − x
. Le dénominateur est toujours positif, le fateur

x + 1 − ex est toujours négatif d'après la première question de l'exerie, don f(x) − x est

du signe opposé à elui de x− 1. Autrement dit, la ourbe C sera au-dessus de la droite (D)
sur l'intervalle ] − ∞, 1], et en-dessous sur l'intervalle [1,+∞[. Les des ourbes se oupent

au point de oordonnées (1, 1), mais aussi au point de oordonnées (0, 0) puisque le fateur

x+ 1− ex s'annule (sans hanger de signe) en 0.

7. On alule f(0) = 0, puis f ′(0) = h(0) = 2e0−1 = 1, et on déduit que la tangente en question

a pour équation y = x. Autrement dit, il s'agit tout simplement de la droite (D).
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8. On est bien sûr obligés de plaer aléatoirement le maximum et le minimum, par ontre, on

fait attention à bien respeter les asymptotes horizontales et la position relative par rapport

à la droite (D) (les points d'intersetion sont indiqués en orange i-dessous) :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

−1

−2

9. Comme f est de la forme

u′

u
(en posant u(x) = ex − x, on a bien u′(x) = ex − 1), et que la

fontion u est positive sur R, f admet pour primitive sur R la fontion F : x 7→ ln(ex − x).

On en déduit que I =

∫

1

0

f(t) dt = [ln(ex − x)]10 = ln(e− 1)− ln(1) = ln(e− 1) (valeur qu'on

ne peut pas vraiment estimer préisément).

10. Calulons don : un = [ln(ex − x)− x]n0 = ln(en − n)− n puisque notre primitive s'annule en

0. Pour déterminer la limite, érivons ln(en − n) = ln(en(1− ne−n)) = n+ ln(1− ne−n). On
en déduit que un = ln(1 − ne−n). Par roissane omparée, lim

n→+∞
ne−n = 0, dont on déduit

que lim
n→+∞

un = 0.

11. Le nombre un−u1 est égal à

∫ n

1

(f(t)−1) dt, e qui représente l'aire omprise entre la ourbe

C et la droite horizontale d'équation y = 1, entre les droites vertiales d'équation x = 1 et

x = n (aire hahurée en violet sur le graphique préédent, jusqu'à l'absisse x = 4 où s'arrête

la représentation). D'après la question préédent, lim
n→+∞

un − u1 = −u1, e qui prouve que

l'aire hahurée en violet, si on fait tendre la limite supérieure vers +∞, va être égale à l'aire

hahurée en vert située entre C, la droite y = 1 et x = 1 et l'axe des ordonnées.

Exerie 4

Essayons d'organiser un peu notre étude :

• domaine de dé�nition : on doit déjà avoir x ∈ [−1, 1] pour que 1− x2 soit positif et don

que la raine arrée intérieure existe. Ensuite, il faut en plus que 1 − 2x
√
1− x2 soit positif,

don que 2x
√
1− x2 6 1. Cette ondition est évidemment véri�ée lorsque x < 0, reste à gérer

le as des valeurs de x entre 0 et 1. Dans e as, on peut élever au arré : 2x
√
1− x2 6 1 si

4x2(1− x2) 6 1, don 4x4 − 4x2 + 1 > 0. Or, 4x4 − 4x2 + 1 = (2x2 − 1)2 est toujours positif,

e qui prouve qu'en fait Df = [−1, 1].
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• domaine de dérivabilité : f ne sera pas dérivable aux points qui annulent l'une des raines

arrées qui la omposent. Ainsi, f ne sera pas dérivable en 1 ni en −1 à ause de la présene

du terme

√
1− x2. De plus, la raine arrée globale s'annule lorsque x > 0 et 2x2 − 1 = 0,

don pour x =
1√
2
.

• étude des variations : posons g(x) = 1− 2x
√
1− x2, la fontion raine arrée étant strite-

ment roissante sur son domaine de dé�nition, f aura les mêmes variations que g. La fontion

g est dérivable sur ] − 1, 1[, et g′(x) = −2
√
1− x2 − 2x × −2x

2
√
1− x2

=
2x2 − 2(1− x2)√

1− x2
=

2(2x2 − 1)√
1− x2

. Notre dérivée est don du signe de 2x2 − 1, 'est-à-dire qu'elle est négative

sur

[

− 1√
2
,
1√
2

]

et positive le reste du temps. On sait déjà que le minimum de f en

1√
2

vaut 0 (et que f ne sera pas dérivable à et endroit), le maximum de l'autre �té vaut

f

(

− 1√
2

)

=

√

1 +
√
2
√

1− 1

2
=

√
1 + 1 =

√
2.

• alul de valeurs supplémentaires : on peut ajouter f(0) = 1, et bien sûr f(−1) = f(1) =
1.

• tangentes en 1 et en −1 : omme on a f ′(x) =
g′(x)

2f(x)
, on onstate failement que

lim
x→±1

f ′(x) = +∞, e qui prouve que la ourbe représentative de f admettra des tangentes

vertiales en 1 et en −1. Pour la valeur

1√
2
où f n'est pas non plus dérivable a priori, aluler

la limite de f ′
est beauoup plus ompliqué ar à la fois f et g′ s'annulent, et on a auun

moyen simple de déterminer la limite du quotient, on admettra don que la ourbe aura une

forme � en pointe � à et endroit-là.

• étude de la onvexité : hum, non, en fait, ça va être vraiment trop a�reux, on ne peut pas

se ontenter de aluler g′′ et même e alul-là serait assez désagréable. On onstatera sur la

ourbe i-dessous que la fontion est en fait onave sur

[

−1,
1√
2

]

, puis onvexe sur

[

1√
2
, 1

]

.

• ourbe : �nalement, seules les variations étaient vraiment à étudier en détail avant de traer

la ourbe :

0 1−1

0

1
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