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Problème

I. Étude de la fontion f .

1. On sait (taux d'aroissement de la fontion sinus) que lim
x→0

sin(x)

x
= 1, e qui permet de

prolonger f par ontinuité en posant f(0) = 1. Pour prouver que la fontion ainsi prolongée

reste dérivable en 0 (elle l'est bien sûr sur ]0,+∞[ par théorèmes généraux), il faut aluler la

limite du taux d'aroissement τ0,f (h) =
sin(h)

h
− 1

h
=

sin(h) − h

h2
. On utilise le développement

limité donné dans l'énoné pour érire τ0,f (h) =
−h3

6 + h3ε(h)

h2
= −

h

6
+ hε(h), quantité qui

a manifestement une limite nulle quand h tend vers 0. La fontion f est don bien dérivable

en 0 et f ′(0) = 0 (tangente horizontale à la ourbe représentative de f ).

2. Notons don g la fontion dé�nie par g(x) = x cos(x) − sin(x). La fontion g est dérivable

sur l'intervalle [nπ, (n + 1)π], de dérivée g′(x) = cos(x) − x sin(x) − cos(x) = −x sin(x).
Sur l'intervalle étudié, x > 0 et sin(x) est de signe onstant (positif si n est pair, négatif

si n est impair), don la fontion g est stritement monotone sur l'intervalle. Or, g(nπ) =
nπ cos(nπ) − sin(nπ) = (−1)nnπ (le signe de cos(nπ) dépend aussi de la parité de l'entier

n) et g((n + 1)π) = (−1)n+1(n + 1)π (même alul). La fontion g est don bijetive de

[nπ, (n+ 1)π] vers [−(n+ 1)π, nπ] ou vers [−nπ, (n+ 1)π]. Dans les deux as, elle hange de

signe sur l'intervalle et l'équation g(x) = 0 y admet don une unique solution.

3. ∀x 6= 0, f ′(x) =
x cos(x)− sin(x)

x2
. Cette dérivée a le même signe que la fontion g étudiée à

la question préédente. Si n = 0, la fontion g est déroissante, mais reste toujours négative

(puisque g(0) = 0) don f est déroissante sur l'intervalle [0, π]. Sur l'intervalle [nπ, (n+1)π],
on a déjà prouvé que la dérivée f ′

s'annulait uniquement pour x = xn, la fontion f est don

roissante sur [nπ, xn] puis déroissante sur [xn, (n + 1)π] lorsque n est pair (et non nul), et

'est le ontraire lorsque n est impair.

4. D'après e qui préède, la dérivée f ′
s'annule trois fois (quatre en omptant 0) sur l'intervalle

[0, 4π], en x1 ∈ [π, 2π], en x2 ∈ [2π, 3π] et en x3 ∈ [3π, 4π] et a les variations suivantes :

x 0 π x1 2π x2 3π x3 4π

f ′(x) 0 − − 0 + + 0 − − 0 +

f

1
❍
❍
❍❥
0
❍
❍
❍❥
f(x1)

✟✯
✟

✟

0

✟✯
✟

✟

f(x2)
❍
❍
❍❥

0
❍
❍
❍❥
f(x3)

✟✯
✟

✟

0

Par dé�nition, sin(xn) = xn cos(xn), e qui prouve que f(xn) = cos(xn) ∈ [−1, 1]. Cette

information donne d'ailleurs de vagues préisions sur les intervalles auxquels appartiennent

les valeurs xn (en observant simplement le signe du osinus) : x1 ∈

[

π,
3π

2

]

, x2 ∈

[

2π,
5π

2

]

et
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x3 ∈

[

3π,
7π

2

]

. On peut par ailleurs deviner que les extrema de la fontion f vont être de plus

en plus prohe de 0 (on multiplie la fontion sinus par la fontion inverse qui déroît et tend

vers 0 en +∞, l'amplitude des pseudos-sinusoïdes va don diminuer). Une allure de ourbe :
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0
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−1

II. Étude d'une primitive de f .

1. La fontion f (prolongée) étant ontinue sur [0,+∞[, elle y admet des primitives, et en

partiulier une primitive s'annulant en 0 qui est exatement la fontion F .

2. La fontion f étant de signe onstant sur haque intervalle [nπ, (n + 1)π], on en déduit

failement que un > 0 si n est pair et un < 0 si n est impair.

3. Puisque la fontion à intégrer est de signe onstant, |un| orrespond simplement à l'inté-

grale de |f | sur l'intervalle [nπ, (n + 1)π]. On peut érire |un+1| =

∫ (n+2)π

(n+1)π

| sin(t)|

t
dt =

∫ (n+1)π

nπ

| sin(t+ π)|

t+ π
dt (si on veut être extrêmement rigoureux, on a e�etué dans l'inté-

grale le hangement de variable u = t + π qui ne modi�e pas l'élément di�érentiel). Comme

|sin(t+π)| = | sin(t)|, on peut alors érire |un|− |un+1| =

∫ (n+1)π

nπ

| sin(t)|×

(

1

t
−

1

t+ π

)

dt,

e qui est positif puisque

1

t
−

1

t+ π
> 0 pour tout réel stritement positif t. On en déduit que

|un| > |un+1|, et don que la suite (|un|) est stritement déroissante. De plus, on peut majo-

rer, sur l'intervalle [nπ, (n+ 1)π], l'expression
| sin(t)|

t
par

1

t
, et don |un| 6

∫ (n+1)π

nπ

1

t
dt =

ln((n + 1)π) − ln(nπ) = ln

(

n+ 1

n

)

= ln

(

1 +
1

n

)

. Or, lim
n→+∞

ln

(

1 +
1

n

)

= 0. Comme

|un| > 0, le théorème des gendarmes permet de onlure que lim
n→+∞

|un| = 0, et don que la

suite (un) elle-même onverge vers 0.

4. Elles sont adjaentes : F ((2n+2)π)−F (2nπ) = u2n+1+u2n = |u2n|− |u2n+1| > 0 d'après les

deux questions préédentes, don la suite (F (2nπ)) est roissante. De même, F ((2n+3)π)−
F ((2n+1)π) = |u2n+2| − |u2n+1| < 0, don la suite est déroissante. De plus, F ((2n+1)π)−
F (2nπ) = u2n, qui tend vers 0 toujours d'après la question préédente.
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5. La suite dé�nie par vn = F (2nπ) a ses deux sous-suites (v2n) et (v2n+1) qui onvergent vers

une même limite (puisque e sont des suites adjaentes), don elle onverge elle-même vers

ette limite.

6. La monotonie des deux suites adjaentes étudiées plus haut prouve que F (2nπ) 6 l 6 F ((2n+
1)π) pour tout entier naturel n. En partiulier, F (0) 6 l 6 F (π), ave F (0) = 0 et F (π) =
∫ π

0
f(t) dt 6

∫ π

0
1 dt = π, puisque f est majorée par 1 sur l'intervalle [0, π] (et même sur

[0,+∞[ tout entier d'ailleurs).

7. Soit x > 0, notons n = ⌊
x

π
⌋, de façon à avoir nπ 6 x 6 (n + 1)π, on peut alors érire

|F (x)−F (nπ)| =

∫ x

nπ

| sin(t)|

t
dt 6 ln

(

1 +
1

n

)

(alul déjà e�etué plus haut), don F (nπ)−

ln
(

1 + 1
n

)

6 F (x) 6 F (nπ) + ln

(

1 +
1

n

)

, e qui su�t à prouver à l'aide du théorème des

gendarmes que lim
x→+∞

F (x) = l..

III. Dérivées suessives de la fontion f .

1. Dérivons don une deuxième fois : f ′′(x) =
−x3 sin(x)− 2x(x cos(x)− sin(x))

x4

=
2 sin(x)− 2x cos(x)− x2 sin(x)

x3
.

2. Rappelons déjà que sin(0)(x) = sin(x), sin′(x) = cos(x), sin′′(x) = − sin(x) et sin′′′(x) =
− cos(x). On en déduit que P0 = 1, Q0 = 0, puis P1 = X et Q1 = 1, et en�n P2 = X2 − 2 et

Q2 = 2X (en faisant attention aux signes). Il semblerait bien qu'on ait Qn = P ′

n.

3. La réurrene a déjà été triplement initialement lors de la question préédente. Supposons

don que, pour un ertain entier n, f (n)(x) =
Pn(x) sin

(n)(x) +Qn(x) sin
(n+1)(x)

xn+1
, alors en

dérivant e quotient, f (n+1)(x)

=
xn+1(P ′

n(x) sin
(n)(x) + Pn(x) sin

(n+1)(x) +Q′

n(x) sin
(n+1(x) +Qn(x) sin

(n+2)(x))

xn+2

−(n+ 1)xn(Pn(x) sin
(n)(x) +Qn(x) sin

(n+1)(x))
. En simpli�ant tout par xn et en utilisant le

fait que sin(n+2)(x) = − sin(n)(x), on peut obtenir la forme f (n+1)(x)

=
(xQn(x)− xP ′

n(x) + (n+ 1)Pn(x)) sin
(n+2)(x) + (xPn(x) + xQ′

n(x)− (n+ 1)Qn(x)) sin
(n+1)(x)

xn+2
,

e qui est de la forme souhaitée en posant Pn+1 = XPn + XQ′

n − (n + 1)Qn et Qn+1 =
XQn −XP ′

n + (n+ 1)Pn. Ce alul prouve l'hérédité et ahève don notre réurrene.

4. On prouve par une réurrene immédiate (et simultanée) que Pn et Qn sont à oe�ient

entiers : 'est le as de P0 et Q0, et en supposant que Pn et Qn sont à oe�ients entiers,

alors Q′n et P ′

n le sont également don Pn+1 et Qn+1 aussi vu les formules obtenues à la

question préédente.

Il semblerait au vu des premières valeurs alulées que Pn soit de degré n et Qn de degré

n−1 (pour n > 1), et que Pn ait pour oe�ient dominant 1 et Qn pour oe�iant dominant

n. Prouvons-le à nouveau par réurrene. L'initialisation a déjà été faite, supposons don les

relations véri�ées au rang n. Les polyn�mes XPn, XQ′

n et (n + 1)Qn sont alors de degrés

respetifs n + 1, n − 1 et n − 1, e qui prouve que Pn+1 est néessairement de degré n + 1.
De plus, son oe�ient dominant est elui de XPn, don le même que elui de Pn qui a été

supposé égal à 1. Conernant Qn+1, on a un tout petit peu plus de travail : XQn a pour terme

dominant nXn
, XP ′

n a pour terme dominant X× (nXn−1) = nXn
qui va don s'annuler ave

le préédent quand on va faire la di�érene des deux polyn�mes ; et (n + 1)Pn a pour terme
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dominant (n + 1)Xn
. Finalement, Qn+1 aura don un terme dominant égal à (n + 1)Xn

, e

qui prouve bien l'hérédité de notre réurrene.

En�n, une dernière réurrene permet de prouver que Pn a la même parité que n et Qn la

parité opposée. C'est vrai pour les premiers polyn�mes alulés, et en le supposant vrai au

rang n, alors XPn, Qn et XQ′

n ont tous les trois une parité opposée à elle de Pn (le produit

par X hange la parité, la dérivation également, et Qn est par hypothèse de réurrene de

parité opposée à Pn), don Pn+1 est de parité opposée à Pn. De même, Qn est de parité

opposée à Qn.

5. On alule don P3 = XP2 + XQ′

2 − 3Q2 = X3 − 2X + 2X − 6X = X3 − 6X et Q3 =
XQ2 −XP ′

2 + 3P2 = 2X2 − 2X2 + 3X2 − 6 = 3X2 − 6.

6. Supposons la relation U(x) sin(x) + V (x) cos(x) véri�ée pour tout réel, alors en partiulier

U(nπ) cos(nπ)+V (nπ) sin(nπ) = 0, e qui implique que, pour tout entier naturel n, U(nπ) =
0. Le polyn�me U admet don une grosse in�nité de raines, il est néessairement nul. On a

alors V (x) sin(x) = 0, e qui implique également que V s'annule énormément (pour tous les

réels pour lesquels sin(x) 6= 0), et don que V = 0.

7. Toutes les fontion impliquées sont de lasse C∞
, on peut don appliquer la formule de Leibniz

(au rang n+1 pour avoir plus rapidement les relations souhaitées) pour obtenir sin(n+1)(x) =

(id×f)(n+1)(x) =

n+1
∑

k=0

(

n+ 1

k

)

id(k)(x)f (n+1−k)(x) = xf (n+1)(x)+ (n+1)f (n)(x). Autrement

dit, en multipliant tout par xn+1
, xn+1 sin(n+1)(x) = (Pn+1(x) + (n+ 1)Qn(x)) sin

(n+1)(x) +
((n + 1)Pn(x)−Qn+1(x)) sin

(n)(x). La question préédente montre qu'on peut alors a�rmer

que les oe�ients devant sin(n) et sin(n+1)
sont nuls (au signe près, l'un des deux est égal à

sin et l'autre à cos). On en déduit que Pn+1 + (n+ 1)Qn = Xn+1
et (n+ 1)Pn −Qn+1 = 0.

8. En identi�ant es formules ave elles déjà obtenues pour Pn+1 et Qn+1, on obtient d'une part

à l'aide de la deuxième équation (n+1)Pn −XQn +XP ′

n − (n+ 1)Pn = 0 don Qn = P ′

n, et

d'autre part à l'aide de la première formule XPn +XQ′

n − (n + 1)Qn + (n + 1)Qn = Xn+1
,

don XPn +XP ′′

n = Xn+1
et Pn + P ′′

n = Xn
.

9. La forme générale demandée déoule immédiatement de la parité du polyn�me Pn donnée

plus haut dans l'exerie (un terme sur deux s'annule à partir de Xn
). De plus, si Pn =

p
∑

k=0

akX
n−2k

, alors P ′′

n =

p
∑

k=0

ak(n − 2k)(n − 2k − 1)Xn−2k−2
, et la relation Pn + P ′′

n = Xn

implique les égalités suivantes par identi�ation des oe�ients : a0 = 1, puis a1+n(n−1)a2 =
0, don a2 = −n(n− 1), puis a2 + (n− 2)(n− 3)a1 = 0, don a2 = n(n− 1)(n− 2)(n− 3) =

n!

(n − 4)!
. On démontre alors failement (par réurrene) que ak = (−1)k

n!

(n− 2k)!
, don

Pn =

p
∑

k=0

(−1)k
n!

(n− 2k)!
Xn−2k

.

10. On a vu plus haut que le polyn�me Pn était une solution partiulière de ette équation

linéaire du seond ordre à oe�ients onstants. Or, les solutions de l'équation homogène

assoiée sont les fontions de la forme x 7→ A cos(x) + B sin(x), ave (A,B) ∈ R
2
('est

du ours !), don les solutions de l'équation omplète sont toutes les fontions de la forme

y : x 7→ A cos(x) +B sin(x) + Pn(x), ave (A,B) ∈ R
2
.
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