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Énigme 1 : un 
alendrier généreux.

Il s'agit don
 de re
her
her le pp
m de tous les entiers 
ompris entre 1 et 24. Le plus rapide pour


ela est d'é
rire leur dé
omposition en fa
teurs premiers (même s'il y a des formules plus rapides, 
f

l'exer
i
e 17 de la feuille d'arithmétique). Allons-y : 2, 3, 22, 5, 2 × 3, 7, 23, 32, 2 × 5, 11, 22 × 3, 13,
2 × 7, 3 × 5, 24, 17, 2 × 32, 19, 22 × 5, 3 × 7, 2 × 11, 23, 23 × 3. On garde ensuite la valuation p-adique

maximale pour 
ha
un des fa
teurs premiers obtenus dans 
es dé
ompositions, 
e qui donne un pp
m égal

à 24 × 32 × 5× 7× 11× 13× 17× 19× 23 = 5 354 228 800. Ah, 
e n'est pas tout à fait assez pour nourrir

la planète, il faudra attendre que le variant ζ du COVID tue quelques milliards d'humains pour que ça

su�se.

Énigme 2 : les boules de Noël.

Voi
i 
e qu'on l'on verra du-dessus, si on 
oupe la boîte en son milieu (au niveau de l'équateur des

grandes boules, don
) :

O

A

Le grand 
er
le bleu a pour rayon 10 (donnée de l'énon
é, la boîte a pour diamètre 20), notons R le

rayon 
ommun des quatre grandes boules bleues (je n'ai pas représenté la petite boule au milieu pour

l'instant), si on note O le 
entre de la boîte, on aura OA = R
√
2 (demi-diagonale du 
arré qui a pour


�té 2R), et le rayon du grand 
er
le vaut manifestement OA + R, don
 R(1 +
√
2) = 10, 
e qui donne

R =
10

1 +
√
2
= 10(

√
2− 1) = 10

√
2− 10. Faisons maintenant un autre s
héma en 
oupe verti
ale (toujours

en passant par le 
entre de la boîte, et par les � p�les � de deux des quatre grandes boules), en traçant


ette fois la petite boule dont on notera r le rayon :
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A

B

Sur 
e nouveau s
héma, le re
tangle a pour hauteur 2R = 20
√
2− 20 et pour largeur 20 (diamètre de

la boîte). En prenant le 
oin inférieur gau
he du re
tangle bleu 
omme origine du repère, le 
entre A de

la grosse boule de gau
he a pour 
oordonnées (R,R), et le 
entre B de la petite boule a pour 
oordonnées

(10, 2R−r). On en déduit que AB2 = (R−10)2+(R−r)2. Or, on doit aussi avoir AB = R+r, don
 r doit

véri�er l'équation (R− 10)2 +(R− r)2 = (R+ r)2, soit R2 − 20R+100+R2 − 2Rr+ r2 = R2 +2Rr+ r2,

ou en
ore 4Rr = R2− 20R+100, don
 r =
(R − 10)2

4R
. Il ne reste plus qu'à 
al
uler : r =

(10
√
2− 20)2

40
√
2− 40

=

5

2
× 2− 4

√
2 + 4√

2− 1
= 5(3− 2

√
2)(

√
2 + 1) = 5(

√
2− 1). En fait, on a tout simplement r =

R

2
, don
 on doit

pouvoir obtenir 
e résultat beau
oup plus simplement et rapidement.

Énigme 3 : L'âge du père Noël.

On 
her
he don
 trois entiers naturels x, y et z véri�ant la 
ondition xyz = x2 + y2 + z2 (ave
 de

plus 80 6 x 6 150). Belle équation diophantienne qu'on peut très bien, pour ne pas trop s'embêter, faire

résoudre à Python. Un exemple de programme bourrin (j'ai supposé l'âge des enfants inférieur à 50 et les

deux âges di�érents) :

for x in range(80,151) :

for y in range(2,50) :

for z in range(y) :

if x*y*z==x**2+y**2+z**2 :

print(x,y,z)

Le programme a�
he immédiatement les deux réponses possibles : 87 ans pour le père Noël, 15 ans et 6
ans pour les enfants, ou bien 102 ans pour le père Noël, 39 ans et 3 ans pour les enfants (un peu moins


rédible). Il existe quelques solutions ave
 des âges plus petits (un père Noël de 39 ans, des enfants de 15
ans et 3 ans par exemple), mais si on autorise le père Noël à être un peu plus vieux, la solution suivante

(en limitant toujours les âges des enfants à 50 ans) donne un père Noël de 582 ans (âge respe
table) et

des enfants de 39 ans et 15 ans. Ave
 des enfants � légèrement � plus vieux, on peut aussi avoir un père

Noël de 507 ans et des enfants de 87 et 6 ans. On peut aussi pousser jusqu'à 1299 ans pour le père Noël,

87 et 15 ans pour les enfants. Au
une autre solution pour des enfants de moins de 100 ans, 
e qui en

fait quand même globalement bien peu. Bon, très bien, mais existe-t-il une méthode pour résoudre � à la

main � 
ette équation ? Certainement, 
ar on 
onstate des 
ara
téristiques étonnantes des solutions (les

trois entiers sont toujours divisibles par 3, la valeur de x − yz est toujours très faible). Mais je vais être

honnête ave
 vous, je n'en ai trouvé au
une !

Énigme 4 : Probas 
hez les lutins.

Lorsqu'on lan
e sept dés à six fa
es distin
tes, il y a 67 résultats possibles (on suppose que les dés sont

distinguables entre eux, 
e qui simpli�e le 
al
ul 
ar les tirages sont alors tous équiprobables). Comptons


eux pour lesquels 
haque fa
e (i
i 
haque lutin) apparait au moins une fois. Comme on a un dé de plus

que de fa
es, une fa
e exa
tement apparaitra deux fois. Il faut don
 
hoisir quelle fa
e apparait deux fois

(6 possibilités), 
hoisir les deux dés qui tomberont sur 
ette fa
e de

(

7

2

)

=
7× 6

2
= 21 façons, puis 
hoisir

l'ordre dans lequel apparaitra les 
inq fa
es restantes sur les 
inq dés restants, 
e qui peut se faire de

5! = 120 façons. Au total, il y a don
 6× 21× 120 tirages 
onvenables, 
e qui 
orrespond à une probabilité
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de

6× 7× 3× 6× 2× 10

67
=

70

64
=

35

648
≃ 0.054 (on, 
e n'est pas beau
oup, en moyenne on aura souvent

un voire deux lutins qui ne travailleront pas).

Ave
 six dés, 
'est en fait plus simple, il y a 66 tirages possibles au total et 6! tirages où 
haque fa
e est

tirée exa
tement une fois, soit une probabilité égale à

6!

66
=

20

64
=

5

324
≃ 0.015 (
'est logiquement en
ore

plus faible que tout à l'heure).

Ave
 huit dés, le nombre total de tirages vaut 68. Le nombre de tirages 
onvenables est un peu plus

déli
at à 
al
uler. On 
ompte le nombre de 
as où une même fa
e apparait trois fois, et 
ha
une des autres

une seule fois, par la même méthode que tout à l'heure : 6 
hoix possibles pour la fa
e apparaissant trois fois,
(

8

3

)

=
8× 7× 6

3!
= 56 
hoix pour les trois dés 
orrespondants, puis 5! permutations pour les 
inq dés qui

restent. On ajoute ensuite le nombre de 
as où deux fa
es apparaissent deux fois (et les autres une seule) :

on 
hoisit les deux fa
es doubles de

(

6

2

)

= 15 façons, puis les deux dés ayant donné la première fa
e double

(par exemple 
elle 
orrespondant au premier lutin dans l'ordre alphabétique) de

(

8

2

)

= 28 façons, puis les

deux dés ayant donné la deuxième fa
e double de

(

6

2

)

= 15 façons, et en�n on répartit les autres fa
es de 4!

façons. Globalement, notre probabilité vaut don


6× 56× 120 + 15× 28× 15× 24

68
=

665

5 832
≃ 0.114. Non,


e n'est toujours pas beau
oup. Si j'avais été très mé
hant, je vous aurais demandé le nombre minimum

de dés que le père Noël devrait lan
er pour que la probabilité dépasse 50% (
'est un problème di�
ile, qui

revient en gros à 
ompter le nombre d'appli
ations surje
tives de {1, 2, . . . , n} vers {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 
hose
qu'on sait faire théoriquement, mais ave
 une formule vraiment pas simple).

Énigme 5 : à 
ourt de 
arottes.

Non, la réponse n'est évidemment pas � ben il lui restera plus de 
arottes si les rennes bou�ent 1000

arottes pour faire 1000 kilomètres �. Imaginons la pro
dure suivante : le père Noël prudent embarque le

premier millier de 
arottes, fait un seul kilomètres, dépose 998 
arottes (pour en garder une pour le retour)

et revient 
her
her les 
arottes suivantes. De même, il en prend 1000, en dépose 998 puis revient 
her
her

les 1000 dernières 
arottes. Il aura don
 réussi à amener au kilomètre 1 un sto
k de 2995 
arottes (il a

fait � deux aller-retours et demi � don
 
onsommé 
inq 
arottes pour un seul kilomètre). En 
ontinuant

ainsi, il 
onsommera 
inq 
arottes à 
haque kilomètre tant qu'il aura un sto
k de plus de 2000 
arottes

(né
essitant deux aller-retours et demi), 
'est-à-dire jusqu'au kilomètre 200. Ensuite, il pourra se 
ontenter
d'un aller-retour et demi et ne 
onsommera don
 plus que trois 
arottes par kilomètre, jusqu'à atteindre

le seuil de 1000 
arottes, après quoi il fera bien sûr le reste du trajet d'une seule traite. En résumé, et en

évitant de s'arrêter tous les kilomètres :

• on prend le premier millier de 
arottes, on fait 200 bornes, on en pose 600 et on revient. Pareil

ave
 le deuxième millier, puis on prend le troisième millier et on en 
onsomme 200 
arottes pour

rejoindre le kilomètre 200. On a don
 exa
tement 600 + 600 + 800 = 2000 
arottes au kilomètres

200.

• on reprend 1000 
arottes et on les amène au kilomètre 533+
1

3
(soyons pré
is) où on en pose 333+

1

3
pour pouvoir revenir au kilomètre 200, on prend le deuxième millier de 
arottes et on arrive à en

amener 666+
2

3
au kilomètre 533+

1

3
, où on re
onstitue don
 un sto
k d'exa
tement 1000 
arottes.

• il reste 467+
2

3
kilomètres à par
ourir, il restera don
 533 
arottes et un tiers de 
arotte quand on

atteindra l'arrivée, 
'est-à-dire une proportion de

8

45
par rapport au sto
k initial.

Le prin
ipe se généralise assez bien : on 
onsomme 2n − 1 
arottes par kilomètre pour atteindre le

kilomètre

1000

2n− 1
, puis 2n − 3 
arottes par kilomètre pour atteindre le kilomètre

1000

2n− 1
+

1000

2n− 3
, et
,

jusqu'à atteindre un point où on peut �nir le trajet d'une traite. Attention quand même, quand n va

augmenter, on arrivera à amener plus de 1000 
arottes à l'arrivée, 
e qui fait qu'on atteint jamais la

dernière étape � une 
arotte par kilomètre �. Plus tard, on n'atteindra même plus l'étape � trois 
arottes

par kilomètre � et
. Mine de rien, ça 
hange tout : la proportion de 
arottes amenées à la ville B diminue
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quand n varie de 3 à 8, mais remonte pour n = 9 (seuil à partir duquel la dernière étape disparait), diminue

à nouveau à partir de n = 12 jusqu'à n = 15, remonte un peu et
. En fait, la limite de 
ette proportion

ne vaut pas du tout 0 
omme on pourrait l'imaginer. Si on fait des simulations Python (on peut atteindre

le milliard de 
arottes si on est motivé), on 
onstate une 
onvergen
e du rapport vers une valeur valant

approximativement 0.1353352832. Un nombre sans intérêt ? Pourtant, ses dix premières dé
imales sont

exa
tement 
elles de

1

e2
. Ce n'est sûrement pas un hasard (mais même en 
her
hant une formule pour


al
uler le nombre de 
arottes pour de grandes valeurs de n, vous n'arriverez pas à prouver la valeur de

la limite).

Énigme 6 : les enfants pas sages.

Ce problème illustre de façon assez spe
ta
ulaire 
ertains aspe
ts de la théorie de l'information. Dans

le premier 
as (deux 
ouleurs de 
hapeau), 
haque enfant ne peut donner qu'une information binaire à son

su

esseur. Mais en même temps, 
e su

esseur a a

ès aux même informations que l'enfant pré
édent,

à une ex
eption près, le 
hapeau qu'il a sur la tête. Une information binaire su�t don
 à pouvoir le

sauver. La subtilité réside ensuite dans 
e que doit faire le premier enfant pour donner une information

permettant aux autres enfants de s'en sortir, sans avoir besoin de donner d'information supplémentaire

à leur su

esseur (puisqu'ils n'ont pas le 
hoix sur 
e qu'ils doivent dire s'ils veulent sauver leur propre

peau !). Quelques possibilités plus ou moins e�
a
es :

• le premier enfant donne la 
ouleur du 
hapeau du suivant, 
e qui permet à 
e dernier de se sauver

à 
oup sûr, puis on re
ommen
e : le troisième donne la 
ouleur du 
hapeau du quatrième, qui va

se sauver, et
. On sauvera don
 à 
oup sûr 
inq enfants, et les restants ont une 
han
e sur deux de

se sauver (s'ils ont la même 
ouleur de 
hapeau que leur su

esseur), soit en moyenne 7, 5 enfants

sauvés. Pas mal, mais 
ette ta
tique sou�re de défauts évidents : on re
ommen
e à zéro après deux

enfants, 
e qui veut dire que le premier enfant ne tire pas partie de tout 
e qu'il voit (si 
haque

enfant ne voyait que le 
hapeau du suivant, 
ette ta
tique serait optimale, là les premiers enfants

ont beau
oup plus d'information à donner).

• une amélioration suprenante est la suivante : le premier enfant dit � vert � si les 
hapeaux des deux

enfants suivants sont de la même 
ouleur, � rouge � s'ils sont de 
ouleur di�érente. L'enfant 2 qui

voit la 
ouleur du 
hapeau de l'enfant 3 peut don
 se sauver à 
oup sûr (il sait si son 
hapeau est

di�érent de 
elui de l'enfant 3), puis l'enfant 3 se sauvera aussi à 
oup sûr (maintenant il 
onnait

la 
ouleur du 
hapeau de l'enfant 2 qui vient de se sauver). On re
ommen
e ave
 les enfants 4, 5 et

6 et
. Cette fois, on sauve ave
 
ertitude deux enfants sur trois, et les autres ave
 une 
han
e sur

deux, 
e qui monte le nombre moyen d'enfants sauvés à 8. Bon, 20% de pertes, 
'est a

eptable,

non ? Non, on peut faire en
ore très nettement mieux, 
ar une fois de plus l'information transmise

au début ne tient pas 
ompte de tout 
e que voit le premier enfant.

• quelle information globale sur les neuf 
hapeaux qu'il voit le premier enfant peut-il don
 trans-

mettre ? Une information né
essairement binaire, par exemple une parité ! Il va dire � vert � s'il

voit un nombre pair de 
hapeaux verts, � rouge � sinon (pusiqu'il voit neuf 
hapeaux, il y aura alors

un nombre pair de 
hapeaux rouges). L'enfant 2, qui voit huit 
hapeaux sur les neuf que voyait

le premier, n'a au
un mal à en déduire la 
ouleur du sien : par exemple si le premier enfant a dit

� vert � et qu'il 
ompte 
inq 
hapeaux verts, son 
hapeau est for
ément vert. Une fois que l'enfant

2 est sauvé, l'enfant 3 
onnait la 
ouleur du 
hapeau de 2 et des sept autres qui sont devant lui, soit
la 
ouleur de huit 
hapeaux, il peut don
 faire le même raisonnement que l'enfant 2 et se sauver

à son tour, et
. On sauvera ainsi à 
oup sûr tous les enfants, sauf le premier qui n'aura qu'une


han
e sur deux de fêter Noël (mais de toute éviden
e, on ne peut pas faire mieux pour lui puisque

personne ne voit son 
hapeau). Soit une moyenne de 9, 5 enfants sauvés, 
'est plus que 
orre
t.

Et si on passe à trois 
ouleurs de 
hapeaux ? On ne peut plus se 
ontenter de parité mais le premier

enfant peut donner trois informations au lieu de deux. Il su�t en fait d'adapter la méthode en remplaçant

la parité (
ongruen
e modulo 2), par une 
ongruen
e modulo. Si les trois 
ouleurs sont vert, bleu et rouge,

on dé
rète par exemp que vert= 0, bleu= 1 et rouge= 2. Le premier enfant 
ompte alors le total obtenu à

partir des neuf 
hapeaux qu'il voit, et transmet son reste modulo 3 aux autres enfants. Le deuxième enfant


al
ule la di�éren
e entre 
e reste et 
elui qu'il peut lui-même obtenir à partir des huit derniers 
hapeaux,

et l'é
art entre les deux lui donne la 
ouleur de son 
hapeau. Tous les enfants suivants pourront faire de

même puisqu'ils auront 
onnaissan
e de huit 
hapeaux sur neuf. On sauvera à nouveau à 
oup sûr les

neuf derniers enfants, mais bien sûr le premier n'a plus qu'une 
han
e sur trois de s'en sortir. Un exemple


on
ret pour 
eux qui ne sont pas 
onvain
us (je ne donne que neuf 
hapeaux, le premier n'intervenant
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pas en pratique) : les 
hapeaux sont (dans l'ordre) bleu, vert, vert, rouge, bleu, vert, bleu, bleu, rouge.

Le premier enfant 
al
ule don
 1 + 0 + 0 + 2 + 1 + 0 + 1 + 1 + 2 = 8 ≡ 2[3] don
 annon
e � rouge �. Le

deuxième enfant, qui voit les huit derniers 
hapeaux, 
al
uler 0 + 0 + 2 + 1 + 0 + 1 + 1 + 2 = 7 ≡ 1[3], il

onstate que la di�éren
e par rapport au rouge annon
é par le premier enfant vaut 1, il annon
e � bleu �.

Le troisième enfant ajoute mentalement le 
hapeau bleu du deuxième aux sept 
hapeaux qu'il voit et


al
ule 0 + 2 + 1 + 0 + 1 + 1 + 2 + 1 = 8 ≡ 2[3]. Il 
ompare à l'annon
e du premier enfant, 
'est la même

valeur, il a don
 un 
hapeau vert, et
.

Ave
 10 
ouleurs, même pas plus dur ! On a�e
te une valeur entre 0 et 9 à 
haque 
ouleur, le premier

enfant 
al
ule la somme et annon
e la 
ouleur 
orrespondant au 
hi�re des unités du nombre obtenu (reste

de la division modulo 10). Cette information su�t au deuxième enfant à trouver la 
ouleur de son 
hapeau,

puis à 
ha
un des suivants. Bien sûr, la proba qu'on sauve le premier enfant n'est plus que d'un dizième,


e qui des
end le nombre moyen d'enfants sauvés à 9, 1. Mais 
'est toujours nettement mieux que 
e qu'on

obtenait ave
 seulement deux 
ouleurs de 
hapeaux en utilisant de mauvaises méthodes.

Énigme 7 : 
'est l'heure du dessert !

Faisons don
 un joli dessin. On supposera le 
arré initial de 
�té 1, et on pla
e l'origine du repère

au 
oin inférieur gau
he du 
arré. Les huit sommets de l'o
togone intérieur ont alors pour 
oordonnées

(numérotés dans le même ordre que sur la �gure 
i-dessous) (0, x), (0, 1− x), (x, 1), (1− x, 1), (1, 1− x),

(1, x), (1− x, 0) et (x, 0). Pour le s
héma, on a pris x =
1

4
.

1

2

3 4

5

6

78

En fait, la valeur prise pour x est exa
tement 
elle pour laquelle le 
arré 
entral est le plus grand

possible : si on diminue x, le 
arré sera plus petit (les points seront plus pro
hes des 
oins, don
 les droites

parallèles joignant les sommets 1 et 4 d'une part, 5 et 8 d'autre part seront plus rappro
hées), et si on

augmente la valeur de x, le 
arré n'existera plus, il traversera les droites horizontales et verti
ales. On

peut bien sûr le démontrer plus rigoureusement en é
rivant les équations de toutes les droites tra
ées et

en imposant que l'interse
tion des droites � 14 � et � 27 � soit sur la droite verti
ale � 38 �, les 
al
uls sont

très fa
iles. La 
on
lusion l'est tout autant : l'o
togone a une aire 1− 2x2 = 1− 1

8
=

7

8
, et le 
arré 
entral

a pour 
�té x
√
2 =

√
2

4
, don
 pour aire

1

8
. Autrement dit, le glaçage au Nutella re
ouvre un septième du

gâteau, et le sirop d'érable re
ouvre don
 six septièmes, soit un rapport exa
tement égal à

1

6
.
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