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Problème : étude d'un groupe de transformations omplexes.

I. Équations omplexes de droites et de erles.

1. Propriété de géométrie du ollège : un point M d'a�xe z appartient au erle de diamètre [AB]
si et seulement si le triangle MAB est retangle en M . Ii, la ondition est don que les veteurs

−−→
MA et

−−→
MB sont orthogonaux, soit

z − b

z − a
∈ iR, ou enore (z− b)(z − a) ∈ iR. Équation qu'on peut

mettre sous la forme zz − az − bz + ab = 0.

2. Pour une fois, soyons un peu brutaux et posons z = x + iy et a = α + iβ, l'équation s'érit alors

x2 + y2 + αx − iαy + iβx+ βy + αx+ iαy − iβx+ βy + t = 0, don x2 + y2 + 2αx+ 2βy + t = 0.
Après mise sous forme anonique, on obtient don (x+α)2 + (y+ β)2 = α2 + β2 − t = |a|2 − t. On

reonnait l'équation du erle de entre I(−a) et de rayon R =
√

|a|2 − t, à ondition bien entendu

d'avoir |a2| > t.

3. Le point M(z) appartient à la droite en question si et seulement si

−→u .
−−→
AM = 0, don si z~u(z−zA) ∈

iR. On peut essayer de développer plus ette équation mais ça n'a pas grand intérêt.

4. Si a = 0 il est évident qu'on ne peut pas avoir une équation de droite (il ne reste que l'équation

t = 0 qui est soit toujours véri�ée, soit jamais). Sinon, on va faire omme tout à l'heure et poser

z = x + iy et a = α + iβ pour obtenir αx + iαy − iβx + βy + αx − iαy + iβx + βy + t = 0, soit
2αx+ 2βy+ t = 0. Il s'agit bien d'une équation de droite dans le plan (si β 6= 0, on peut la mettre

sous la forme � y = ax + b � et dans le as ontraire on a une équation de la forme � x = c �

qui est une équation de droite vertiale. On obtient d'ailleurs toutes les droites du plan ave es

équations).

II. Une famille de transformations du plan omplexe.

1. Essayons don de résoudre l'équation : Z
(

z sin
(α

2

)

+ i cos
(α

2

))

= iz cos
(α

2

)

+ sin
(α

2

)

. Pour

que ette équation ait une solution unique, il su�t d'imposer z 6= −i cos(α2 )

sin(α2 )
, soit z 6= 1

i tan(α2 )
.

2. Peut-on avoir Z = 0 dans la formule préédente ? Oui, si z =
− sin(α2 )

i cos(α2 )
= i tan

(α

2

)

. L'énoné

raonte don omplètement n'importe quoi. En fait, l'ensemble de départ et d'arrivée de l'applia-

tion n'est pas du tout C∗
(f question préédente). Si on résout l'équation � dans l'autre sens � on

obtient z =
sin(α2 )− iZ cos(α2 )

Z sin(α2 )− i cos(α2 )
. Autrement dit, Z admet un antéédent z par Tα si et seulement

si Z 6= i cos(α2 )

sin(α2 )
, soit Z 6= i

tan(α2 )
, autrement dit même pas la même valeur que elle obtenue plus

haut. Bref, ça ne fontionne pas orretement, sauf le fait que Tα est bien bijetive de C privé d'un

point vers C privé d'un (autre) point.

3. Calulons don brutalement Tα(Tα(z)), e qui nous aidera de toute façon pour la suite. On a

Tα(z) =
iz cos(α2 ) + sin(α2 )

z sin(α2 ) + i cos(α2 )
. Quitte à tout multiplier en haut et en bas par le dénominateur de la

fration, on en déduit que Tα(Tα(z)) =
i cos(α2 )(iz cos(

α
2 ) + sin(α2 )) + sin(α2 )(z sin(

α
2 ) + i cos(α2 ))

sin(α2 )(iz cos(
α
2 ) + sin(α2 )) + i cos(α2 )(z sin(

α
2 ) + i cos(α2 ))
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=
z(sin2(α2 )− cos2(α2 )) + 2i cos(α2 ) sin(

α
2 )

2iz cos(α2 ) sin(
α
2 ) + sin2(α2 )− cos2(α2 )

, soit beauoup plus simplement (en utilisant une ou deux

formules de dupliation) Tα(Tα(z)) =
−z cos(α) + i sin(α)

iz sin(α)− cos(α)
(remarquons qu'en multipliant en haut

et en bas par −i, on se rend ompte que tout ça est égal à T2α(z), mais e n'est pas le but de

ette question). Cette expression est égale à z si −z cos(α) + i sin(α) = iz2 sin(α) − z cos(α), soit
(z2 − 1) sin(α) = 0. Comme on veut que ette égalité soit vraie pour tout nombre omplexe z (du

moins eux pour lesquels Tα est dé�nie), on doit imposer sin(α) = 0, don α ≡ 0[π]. Cette ondition
orrespond en fait à deux appliations très partiulière : si α ≡ 0[2π], Tα(z) = z, don Tα = id. Et

si α ≡ π[2π], on a Tα(z) =
1

z
, dont on onstate en fait failement qu'elle est bijetive de C∗

vers

lui-même (là le résultat de la question 2 est véri�é...) et qu'elle est sa propre réiproque.

4. On a don déjà éliminé le as où l'appliation est égale à l'identité. Dans le as où Tα(z) =
1

z
, les

seuls pointx �xes sont 1 et −1 puisqu'ils doivent véri�er z2 = 1. Dans tous les autres as, si z est

un point �xe de Tα, il va aussi l'être pour Tα ◦Tα. Or, la question préédente montre que les seuls

invariants de Tα ◦Tα sont les nombres z véri�ant z2− 1 = 0. Il n'y a don à nouveau que deux �xes

(toujours les mêmes) : z = 1 et z = −1.

5. En reprenant l'expression alulée pour Z et en mettant tout au même dénominateur,

Z − 1

Z + 1
=

iz cos(α2 ) + sin(α2 )− z sin(α2 )− i cos(α2 )

iz cos(α2 ) + sin(α2 ) + z sin(α2 ) + i cos(α2 )
=

(z − 1)(i cos(α2 )− sin(α2 ))

(z + 1)(i cos(α2 ) + sin(α2 ))
. Quitte à multiplier par −i

en haut et en bas,

Z − 1

Z + 1
=

z − 1

z + 1
× cos(α2 ) + i sin(α2 )

cos(α2 )− i sin(α2 )
=

z − 1

z + 1
× zi

α

2

e−iα
2

=
z − 1

z + 1
eiα.

6. Pour ette question, on peut bien sûr être masohiste et refaire un gros alul très similaire à elui

de la question 3 (ave à nouveau quelques formules de trigonométrie en passant). On peut aussi

exploiter la question préédente : en notant Z ′ = Tβ(Z) = Tβ(Tα(z)), on aura

Z ′ − 1

Z ′ + 1
=

Z − 1

Z + 1
eiβ =

z − 1

z + 1
eiαeiβ =

z − 1

z + 1
ei(α+β)

. Cei prouve que Z ′ = Tα+β(z) et don que Tβ ◦ Tα = Tα+β (pour

être extrêmement rigoureux, ajoutons que e alul n'est valable a priori que si z 6= −1, mais ette

valeur partiulière ne pose auun problème puisque −1 est point �xe de toutes les appliations Tα.

Notons pour tout la suite du problème G = {Tα}, alors l'opération de omposition est assoiative

dans G (elle l'est pour toutes les appliations dé�nies sur C), et interne puisqu'on vient de prouver

que Tα ◦ Tβ = Tα+β ∈ G. De plus, G ontient un élément neutre T0 = id et toute appliation

de G admet une réiproque appartenant à G puisque le alul qu'on vient d'e�etuer prouver que

Tα ◦T−α = T0 = id. C'est don bien un groupe, et même un groupe ommutatif (toujours d'après le

même alul de omposée). En fait, on a même prouvé plus que ça : l'appliation ϕ :

{

R → G

α 7→ Tα

est un morphisme de groupes. On peut aller plus loin : son noyau est onstitué de tous les réels

ongrus à 0 modulo 2π. L'appliation ϕ′ :

{

U → G

z = eiα 7→ Tα
est alors un isomorphisme de

groupes de (U,×) vers (G, ◦).

III. Les trajetoires de l'ation de T .

1. Allons-y pour un alul brutal : posons z = x + iy et t = a + ib, puis élevons tout au arré après

avoir passé les dénominateurs de l'autre �té de l'égalité : ((x−1)2+y2)((a+1)2+b2) = ((x+1)2+
y2)((a− 1)2 + b2), soit (x− 1)2(a+1)2 + 4ay2 = (x+1)2(a− 1)2 + 4xb2, don 4ax2 + 4a+ 4ay2 =
2x(2a2 + 2) + 4xb2, ou enore après simpli�ation par 4 : ax2 + ay2 − x(a2 + b2 + 1) + a = 0. En
supposant t non imaginaire pur, don a 6= 0, on peut simpli�er par a et trouver une équation de

erle de la forme x2 + y2 + γx + 1 = 0 (peu importe la valeur du oe�ient γ), qui est bien un

erle dont l'a�xe du entre est réelle (pas de terme en y dans l'équation). Le erle en question

peut éventuellement être vide, ça n'invalide pas la question (dans e as, l'ensemble de points étant

vide, il est inlus dans n'importe quel erle).

2. C'est une appliation évidente de la question préédente et de la question II.5 puisque

∣

∣

∣

∣

Z − 1

Z + 1

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

z − 1

z + 1

∣

∣

∣

∣

. Seul as partiulier : z = −1, pour lequel l'ensemble des points Tα(z) est de toute façon

2



réduit à l'unique point d'a�xe −1, qui ontitue lui-même un erle de rayon 0. Ah non, il y a

quand même les as où z est imaginaire pur ! Dans e as, l'équation de la question préédente

devient simplement (b2 + 1)x = 0, e qui signi�e que l'ensemble n'est plus du tout un erle, mais

simplement l'axi imaginaire pur lui-même !

3. C'est en fait automatique une fois qu'on a prouvé dans la partie II que l'ensemble G était un

groupe. Donnons quand même une nouvelle fois les justi�ations : z = T0(z), don R est ré�exive.

Si z2 = Tα(z1), alors z1 = T−α(z2), don R est ré�exive, et en�n si z3 = Tβ(z2) et z2 = Tα(z1),
alors z3 = Tα+β(z1), e qui prouve la transitivité.

4. Il existe deux lasses d'équivalene partiulières réduites à un seul point : elle qui ontient 1
et elle qui ontient −1. Le reste du temps, on a déjà vu que les lasses d'équivalene seraient

inluses dans des erles (et même égales au erle tout entier, puisque la formule de la ques-

tion II.5 montre que tous les points véri�ant l'égalité de module sont atteints, don tous les

points du erle) dont le entre est situé sur l'axe réel. Plus préisément, si on reprend l'équa-

tion obtenue à la question III.1, on aurait un erle d'équation x2 + y2 − a2 + b2 + 1

a
x = −1, soit

(

x− a2 + b2 + 1

2a

)2

+ y2 =
(a2 + b2 + 1)2 − 4a2

4a2
, don un erle de entre I

(

a2 + b2 + 1

2a

)

et de

rayon R =

√

(a2 + b2 + 1)2 − 4a2

2|a| . Dernière lasse d'équivalene un peu partiulière : l'axe imagi-

naire pur. Sur la �gure suivante, on a représenté quelque lasses : erles orrespondant à z = 1+ i

en bleu, 1+2i en vert, 2+2i en jaune, 3+ i en orange, −1+ i en violet, −1+2i en rose, −2+2i en
marron et −3 + i en noir (si on pouvait traer � tous �les erles, ils reouvriraient intégralement

le plan omplexe, en-dehors des deux points isolés d'a�xes 1 et −1 et de l'axe imaginaire pur).

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6

0

1

2

3

−1

−2

−3

IV. Un as partiulier.

1. Commençons déjà par exprimer Z en fontion de z dans e as partiulier : quitte à tout simpli�er

par

√
2

2
, on aura Z =

iz + 1

z + i
. Si z a une image sur le erle trigonométrique, on peut érire z = eiθ,

puis aluler Z =
ieiθ + 1

eiθ + i
=

1 + ei(θ+
π

2
)

eiθ + ei
π

2

=
ei(

θ

2
+π

4
)(ei(−

θ

2
−

π

4
) + ei(

π

4
+ θ

2
))

ei(
θ

2
+π

4
)(ei(

θ

2
−

π

4
) + ei(

π

4
−

θ

2
))

=
2 cos( θ2 + π

4 )

2 cos( θ2 − π
4 )

∈ R,

don l'image du erle unité est simplement inluse dans l'axe réel.

2. J'ai l'impression de rater une façon plus simple de faire les hoses à ette question, mais les aluls

un peu barbares fontionnent bien, alors 'est que je vais vous proposer, tout en exploitant les

résultats de la première partie dont on ne s'est pas trop servis pour l'instant. Le erle (C) a une

équation de la forme zz+az+az+t = 0, et omme il ontient les points d'a�xe 1 et −1, ela impose

les onditions 1+ a+ a+ t = 1− a− a+ t = 0, don (en additionnant et soustrayant les équations),

t = −1 et a = −a, soit a = iα ∈ iR (e qui n'est pas une surprise, un erle passant par 1 et −1 a

forément son entre sur la médiatrie du segment reliant es deux points, don sur l'axe imaginaire

pur). Comme 1 et −1 sont des points �xes de Tα, si C′
est un erle, il passera lui aussi par 1 et −1 et

aura don également une équation de la forme zz+iαz+−iαz−1 = 0. Essayons alors de déterminer
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un réel β pour lequel on aura toujours ZZ + iβZ − iβZ − 1 = 0, e qui prouvera que l'image Z de

z appartient bien à un erle (passant don par 1 et −1). C'est là que le alul est un peu brutal,

notre ondition s'érit

iz + 1

z + i
× 1− iz

z − i
+ iβ

(

1− iz

z − i
− iz + 1

z + i

)

= 1, soit en multipliant tout par les

deux dénominateurs iz+zz+1−iz+(iβ+βz)(z+i)−(iβ−βz)(z−i) = zz−iz+iz+1. On simpli�e

e qu'on peut et on développe le reste : 2iz− 2iz+ iβz− β + βzz+ iβz − iβz− β+ βzz− iβz = 0.
Deux simpli�ations et une division par 2 plus tard, il ne reste en fait que iz − iz − β + βzz = 0.

On retrouve don une équation du type zz +
i

β
(z − z) − 1 = 0, qui n'est autre que l'équation du

erle (C) si on pose β = − 1

α
. On ne peut bien sûr pas avoir α = 0 sinon le erle C serait le erle

trigonométrique dont on a traité le as à la question préédente. On a don prouvé que l'image du

erle (C) entré en I(iα) passant par 1 et −1 inluait le erle (C′) de entre J

(

− i

α

)

passant

lui aussi par 1 et −1. La réiproque est évidente puisqu'il s'agit exatement du même alul. Les

images de tous nos erles sont don bien des erles.

3. Dans tout énoné di�ile il y a une question débile mal ahée en plein milieu. La voii : l'inter-

setion de deux erles non onfondus (et on sait que (C) et (C′) ne le sont jamais puisqu'ils n'ont

pas le même entre) ne peut pas ontenir plus de deux points. Or, nos erles passent toujours par

1 et −1, qui sont don leurs seuls points d'intersetion.

4. Comme on l'a vu plus haut, les entres de nos erles ont pour a�xes iα et i
i

α
, pour un ertain

réel non nul α. Les deux rayons issus de −1 ont don pour a�xe z1 = 1 + iα et z2 = 1 − i

α
.

Calulons don z1z2 = (1+ iα)

(

1 +
i

α

)

= 1+ iα+
i

α
− 1 ∈ iR, e qui prouve bien que les veteurs

orrespondants sont orthogonaux. Même alul pour les rayons issus de −1 (on peut aussi utiliser

la symétrie de la �gure par rapport à l'axe imaginaire pur pour ne pas s'embêter). Ci-dessous une

�gure ave quelques-uns de es erles : (C1) entré en i, (C′

1) entré en −i (en bleu et violet, ave

les rayons en rose, les rayons ont alors la même longueur et forment un arré), puis (C2) entré en

2i, (C′

2) entré en − i

2
(en rouge et orange, ave les rayons en marron, qui forment ette fois-i un

� erf-volant �) :
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