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Problème

I. Résolution d'une équation di�érentielle.

On considère dans cette partie la fonction f dé�nie sur R par f(x) = sin(x)e−x.

1. Déterminer les primitives sur R de la fonction f .

2. Déterminer la primitive F de f véri�ant F (0) = −1

2
.

3. Véri�er par le calcul que F est solution de l'équation di�érentielle y′′ + 2y′ + 2y = 0.

4. Résoudre complètement l'équation di�érentielle de la question précédente.

5. Déterminer l'unique solution de l'équation véri�ant les conditions y(0) = 1 et y′(0) = −2.

Une première suite d'intégrales.

On dé�nit dans cette partie, pour tout entier naturel n, l'intégrale In par In =

∫ π

0

sin(t)e−nt dt.

1. Calculer In à l'aide d'une double intégration par parties.

2. Déterminer la limite de In quand n tend vers +∞.

3. Retrouver la valeur de In à l'aide d'un calcul direct d'intégrale complexe (on partira de la formule

d'Euler sin(t) =
eit − e−it

2i
, et on admettra que toute fonction complexe de la forme t 7→ eat, avec

a ∈ C a pour dérivée aeat et pour primitive t 7→ 1

a
eat).

Une deuxième suite d'intégrales.

On pose désormais Jn =

∫ π

0

sinn(t)e−t dt (où n est toujours un entier naturel).

1. Calculer les valeurs de J0, J1 et J2.

2. Quel est le signe de Jn ? Et la monotonie de la suite (Jn) ? On donnera des justi�cations intuitives,

en s'appuyant sur le fait que f(t) 6 g(t)⇒
∫
f 6

∫
g si l'inégalité est valable sur tout l'intervalle

d'intégration.

3. Montrer que la suite (Jn) est convergente.

4. En utilisant (au moins) une IPP, déterminer une relation entre Jn+2 et Jn.

5. En déduire les valeurs de J3 et J4.

6. On souhaite prouver que lim
n→+∞

Jn = 0. Pour cela, il su�t de prouver que ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0,

0 6 Jn 6 ε (c'est la dé�nition de la limite d'une suite que nous verrons bientôt en cours).

(a) Montrer que 0 6 Jn 6
∫ π

2

0

sinn(t) dt.

(b) Montrer rigoureusement que

∫ π
2

0

sinn(t) dt =

∫ π

π
2

sinn(t) dt (un changement de variable fera

l'a�aire). Pourquoi était-ce intuitivement évident (un dessin su�ra ici) ?

(c) Montrer que, ∀x ∈
]
0,
π

2

[
, on a

∫ π
2

0

sinn(t) dt 6 x sinn(x) +
π

2
− x.

(d) Soit ε > 0 et x ∈
]π
2
− ε

2
,
π

2

[
, montrer que ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, 0 < x sinn(x) <

ε

2
.

(e) Conclure.
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