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Problème

A. Étude de la fontion f0.

1. La onvexité de la fontion exponentielle permet d'a�rmer que, ∀x ∈ R, ex > x+1 (la droite

d'équation y = x+ 1 étant tangente à la ourbe de l'exponentielle). On peut appliquer ette

inégalité au réel −x pour obtenir e−x > 1−x, soit e−x+x−1 > 0. En multipliant tout par le

réel positif ex, on trouvé immédiatement la deuxième inégalité demandé : 1 + (x− 1)ex > 0.

2. On a simplement f0(x) =
ex − 1

x
. Or, on sait que lim

x→0

ex − 1

x
= 1 (limite de taux d'aroisse-

ment), don lim
x→0

f0(x) = 1. De l'autre �té, on érit f0(x) =
ex

x
−

1

x
et on exploite la roissane

omparée pour a�rmer que lim
x→+∞

ex

x
= +∞, don lim

x→+∞

f0(x) = +∞.

3. La fontion f0 est dérivable sur ]0,+∞[ et f ′

0(x) =
xex − (ex − 1)

x2
=

1 + (x− 1)ex

x2
. Comme

on a prouvé à la première question que le numérateur de e quotient était toujours positif, la

fontion f0 est tout simplement stritement roissante sur ]0,+∞[.

4. Pour pouvoir traer une allure intéressante, il faudrait au moins être apable de déterminer

la diretion de la ourbe du �té de 0 (par exemple savoir s'il y a une tangente une fois

qu'on a prolongé par ontinuité en rajoutant la valeur 1 orrespondant à la limite en 0).
Malheureusement, le alul de lim

x→0
f ′

0(x) dépasse nos apaités atuelles (je peux vous a�rmer

que ette limite existe et vaut

1

2
, mais on ne pourra le prouver qu'une fois les développements

limités étudiés). En attendant, di�ile de faire mieux qu'un tru extrêmement impréis.
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B. Étude de la famille de fontions (f
n
).

1. On a vu plus haut que la fontion f0 était stritement roissante, omme la fontion x 7→

n ln(x) l'est également, toutes les fontions fn sont sommes de fontions roissantes, et don

stritement roissantes sur ]0,+∞[.

2. De façon évidente, lim
x→+∞

fn(x) = +∞, et le alul de la limite de f0 en 0 e�etué dans la

première partie permet d'a�rmer que lim
x→0

fn(x) = −∞ pour tout entier n > 1.

3. On a simplement fn+1(x) − fn(x) = ln(x), don Cn+1 est située au-dessus de Cn sur l'inter-

valle ]1,+∞[ et en-dessous sur l'intervalle ]0, 1[. Toutes les ourbes se oupent au point de

oordonnées (1, e− 1) puisque fn(1) = e− 1.

4. La fontion f1 est ontinue et stritement roissante, don bijetive de ]0,+∞[ vers R. En

partiulier, elle s'annule une seule fois.

5. Comme f1(1) = e− 1 > 0, la valeur d'annulation α1 appartient néessairement à l'intervalle

]0, 1[. Les positions relatives obtenues pour les ��érentes ourbes sur et intervalle assurent

alors que fn(α1) < f1(α1) = 0. L'annulation de la fontion fn déoule de la bijetivité de

ette dernière, et omme fn(α1) < 0 < fn(0), la strite roissane de la fontion fn permet

d'a�rmer que α1 < αn < 1.

6. La fontion f0 étant roissante, ∀x ∈]0, 1], f0(x) 6 f0(1), soit
ex − 1

x
6 e− 1. Par dé�nition,

fn(αn) = 0, don
eαn − 1

αn

+ n ln(αn) = 0, e qu'on peut érire n ln(αn) =
1− eαn

αn

. En

appliquant l'inégalité obtenue juste avant, on a don n ln(αn) > 1− e, soit ln(αn) >
1− e

n
.

7. La majoration αn 6 1 implique que ln(αn) 6 0. Combinée à la minoration de la question

préédente, on a don

1− e

n
6 ln(αn) 6 0. Une simple appliation du théorème des gendarmes

donne alors lim
n→+∞

ln(αn) = 0, don lim
n→+∞

αn = e0 = 1.
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8. Là enore, il n'y a pas grand hose de passionnant à traer...
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C. Un peu de alul d'intégrales.

1. Sur l'intervalle

[

1,
3

2

]

, on sait que fn(t) 6 fn+1(t), don In 6 In+1 (on a le droit d'intégrer

des inégalités sur un intervalle). Autrement dit, la suite (In) est roissante.

2. Il su�t de onstater que In+1 − In =

∫ 3

2

1

fn+1(t)− fn(t) dt =

∫ 3

2

1

ln(t) dt est onstant pour

en déduire que la suite (In) est une suite arithémtique. On peut même aluler la valeur de

la raison :

∫ 3

2

1

ln(t) dt = [t ln(t)− t]
3

2

1
=

3

2
ln

(

3

2

)

−
3

2
− 0 + 1 =

3 ln(3)− 3 ln(2) − 1

2
('est

très prohe de 0).
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