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Problème

Pour tout entier naturel n, on dé�nit sur ]0,+∞[ la fonction fn par fn(x) =
ex − 1

x
+ n ln(x).

On notera Cn la courbe représentative de la fonction fn.

A. Étude de la fonction f0.

1. Montrer que, ∀x ∈ R, e−x + x− 1 > 0, et en déduire que 1 + (x− 1)ex > 0.

2. Déterminer les limites de la fonction f0 aux bornes de son domaine de dé�nition.

3. Étudier les variations de la fonction f0.

4. Tracer une allure de la courbe C0.

B. Étude de la famille de fonctions (fn).

1. Déterminer le sens de variation des fonctions fn.

2. Déterminer les limites des fonctions fn aux bornes de leur ensemble de dé�nition.

3. Étudier la position relative des courbes Cn et Cn+1. On précisera en particulier les coordonnées
d'un point commun à toutes les courbes Cn.

4. Montrer que la fonction f1 s'annule en un unique réel qu'on notera α1.

5. Montrer que fn(α1) < 0 pour tout entier n > 1, puis que la fonction fn s'annule en un unique
réel αn véri�ant α1 6 αn 6 1.

6. Montrer que, ∀x ∈]0, 1], e
x − 1

x
6 e− 1. En déduire que ln(αn) >

1− e
n

.

7. Déterminer la limite quand n tend vers +∞ de la suite (αn).

8. Tracer dans un même repère une allure des courbes C1 et C2.

C. Un peu de calcul d'intégrales.

On note désormais In =

∫ 3
2

1
fn(t) dt.

1. Quelle est la monotonie de la suite (In) ?

2. La suite (In) est en fait une suite d'un type bien connu. Préciser lequel.
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