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1 Exer
i
e 1 (d'après un vieux sujet de ba
)

A. Étude de la fon
tion f .

1. La fon
tion f est dérivable sur ]0,+∞[ 
omme somme de fon
tions usuelles dérivables et

∀x > 0, f ′(x) = − 1

x2
− 1

x
= −1 + x

x2
. Cette dérivée étant toujours négative, la fon
tion f est

stri
tement dé
roissante sur ]0,+∞[. On pouvait aussi, plus simplement, a�rmer dire
tement

que la fon
tion f est dé
roissante 
omme di�éren
e d'une fon
tion dé
roissante sur ]0,+∞[
(la fon
tion inverse) et d'une fon
tion 
roissante (la fon
tion ln). La limite en +∞ ne pose pas

de problème : lim
x→+∞

1

x
= 0 et lim

x→+∞
ln(x) = +∞ don
 lim

x→+∞
f(x) = −∞. Au
un problème

non plus du 
�té de 0 : lim
x→0+

1

x
= +∞ et lim

x→0+
ln(x) = −∞ don
 lim

x→0+
f(x) = +∞ (pas de

forme indéterminée). Si on souhaite tra
er une 
ourbe pas trop impré
ise, on peut fa
ilement


al
uler f(1) = 1 pour indiquer 
e point. Sur le graphique qui suit, on a également tra
é la

tangente (D) étudiée à la question 3.
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2. La fon
tion f étant 
ontinue et stri
tement dé
roissante, elle est bije
tive sur ]0,+∞[, à

valeurs dans R d'après les 
al
uls de limites e�e
tués pré
édemment. En parti
ulier, 0 admet

un unique anté
édent par f , 
e qui prouve bien que l'équation f(x) = 0 admet une solution

unique. De plus, f(1) = 1 > 0 et f(2) =
1

2
− ln(2) < 0 (en e�et, ln(2) ≃ 0.69 >

1

2
), don
 f

s'annule né
essairement sur l'intervalle ]1, 2[ (théorème des valeurs intermédiaires). Comme

x0 est l'unique valeur d'annulation de f , x0 ∈]1, 2[.
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3. (a) On a déjà 
al
ulé plus haut f(1) = 1. De plus, f ′(1) = −2, don
 la tangente (D) a pour

équation y = −2(x− 1) + 1 = −2x+ 3.

(b) Ce point d'interse
tion a né
essairement une ordonnée nulle, don
 son abs
isse vééri�e

0 = −2x1 + 3, soit x1 =
3

2
.

(
) Posons pour 
ela h(x) =
1

x
−ln(x)+2x−3, et tentons d'étudier son signe. La fon
tion h est

dé�nie et dérivable sur ]0,+∞[ et ∀x > 0, h′(x) = f ′(x)+ 2 = −1 + x

x2
+2 =

2x2 − x− 1

x2
.

Cette dérivée est du signe de 2x2 − x − 1, trin�me de dis
riminant ∆ = 1 + 8 = 9 et

admettant deux ra
ines réelles xa =
1− 3

4
= −1

2
(en-dehors du domaine de dé�nition de

h) et xb =
1 + 3

4
= 1. La dérivée h′ est négative entre ses ra
ines, don
 h est dé
roissante

sur ]0, 1], puis 
roissante sur [1,+∞[. Comme h(1) = 0, la fon
tion h ne prend que des

valeurs positives, 
e qui prouve que Cf est toujours située au-dessus de la tangente (D).

(d) Puisque Cf est toujours située au-dessus de (D) et que le point de 
oordonnées (x1, 0) ap-
partient à (D), on a né
essairement f(x1) > 0. On peut d'ailleurs le prouver dire
tement :

f

(

3

2

)

=
2

3
− ln

(

3

2

)

=
2

3
+ ln(2) − ln(3). Si on sait que ln(2) ≃ 0.69 et ln(3) ≃ 1.1, 
ela

su�t à a�rmer que f(x1) > 0. Dans tous les 
as, la stri
te dé
roissan
e de la fon
tion f
prouve ensuite que x0 > x1.

4. L'IPP ne va servir qu'à 
al
uler

∫ 2

1
ln(t) dt, en posant u(t) = ln(t), don
 u′(t) =

1

t
, et v′(t) = 1

qu'on peut intégrer en v(t) = t. On obtient alors

∫ 2

1
ln(t) dt = [t ln(t)]21−

∫ 2

1
1 dt = 2 ln(2)−1,

puis

∫ 2

1
f(t) dt =

∫ 2

1

1

t
dt−

∫ 2

1
ln(t) dt = [ln(t)]21 − (2 ln(2) − 1) = 1− ln(2).

B. Re
her
he d'une valeur appro
hée de x0.

1. Puisque l'énon
é n'a pas daigné pré
iser de domaine de dé�nition, on va étudier g sur R
∗
. La

fon
tion g est stri
tement dé
roissante sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[ 
omme 
omposée sur 
ha
un

de 
es deux intervalles de la fon
tion exponentielle qui est 
roissante et de la fon
tion inverse

qui est dé
roissante. On en déduit que g

([

3

2
, 2

])

=

[

g(2), g

(

3

2

)]

. Or, g(2) = e
1

2 =
√
e >

3

2


ar e >
9

4
(on doit savoir que e ≃ 2.7, il y a de la marge), et g

(

3

2

)

= e
2

3 =
3
√
e2. On aimerait

prouver que 
ette valeur est inférieure à 2, 
e qui est le 
as si e2 6 23 = 8. C'est bien le 
as,

e2 ≃ 2.72 ≃ 7.3 < 8.

2. Pour majorer la dérivée sur tout un intervalle, le mieux est de 
onnaître ses variations. Pour


ela, on dérive une se
onde fois : g′ est dérivable sur ]0,+∞[ et ∀x > 0, g′(x) = − 1

x2
e

1

x
, puis

g′′(x) =
2

x3
e

1

x +
1

x4
e

1

x =
2x+ 1

x4
e

1

x
. Cette dérivée étant positive sur R

+∗
, la fon
tion g′ y est


roissante. Comme elle y est par ailleurs négative, on aura, ∀x ∈
[

3

2
, 2

]

, |g′(x)| 6
∣

∣

∣

∣

g′
(

3

2

)
∣

∣

∣

∣

=

4e
2

3

9
. Di�
ile i
i d'obtenir la majoration par

4

9
sans utiliser de 
al
ulatri
e.

3. (a) C'est une 
onséquen
e assez immédiate du résultat de la question 1, mais il faut même

é
rire une petite ré
urren
e pour être rigoureux : l'initialisation est évidente puisque u0 =
3

2
, et en supposant

3

2
6 un 6 2, on aura

3

2
6 g(un) 6 2 d'après la question 1, 
'est-à-dire

exa
tement la propriété souhaitée au rang n+ 1.
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(b) Il s'agit d'une re
urren
e 
lassique. L'initialisation revient à prouver que |u0 − x0| 6 1,
Comme on a démontré dans la première partie du problème que x0 ∈ [1, 2], on sait même

que |u0 − x0| 6
1

2
, don
 la propriété est 
ertainement vraie au rang 0. Supposons là vrai

au rang n, alors |un+1 − x0| 6 0.9|un − x0| 6 0.9× 0.9n = 0.9n+1
en exploitant la formule

donnée dans l'énon
é puis l'hypothèse de ré
urren
e. La propriété est don
 héréditaire,

elle est vrai pour tout entier naturel n.

(
) Une valeur absolue étant toujours positive, on a en fait 0 6 |un − x0| 6 0.9n. Comme

lim
n→+∞

0.9n = 0 (suite géométrique de raison 
omprise entre −1 et 1), le théorème des

gendarmes permet d'a�rmer que lim
n→+∞

|un − x0| = 0, 
'est-à-dire que lim
n→+∞

un = x0.

4. E�e
tuons une ré
urren
e pour prouver la propriété Pn : x0 est situé entre un et un+1. Consta-

tons déjà que le réel x0 véri�e ln(x0) =
1

x0
, don
 x0 = e

1

x0
. Autrement dit, x0 véri�e g(x0) = x0

(on dit qu'il s'agit d'un point �xe de la fon
tion g). Or, la fon
tion g est stri
tement dé-


roissante sur R
+∗

, intervalle dans lequel se situent toujours un et x0. L'inégalité u0 6 x0
implique alors g(x0) 6 g(u0), 
'est-à-dire x0 6 u1, 
e qui prouve la propriété P0. C'est exa
-

tement le même prin
ipe au rang n : si on a un 6 x0 6 un+1, la dé
roissan
e de g assure

que un+2 6 x0 6 un+1, et inversement si un+1 6 x0 6 un. Dans tous les 
as, x0 restera


ompris entre un et un+1. Pour l'approximation numérique, 
al
ulatri
e obligatoire : u0 =
3

2
,

u1 = e
2

3 ≃ 1.948, u2 ≃ 1.671, u3 ≃ 1.819, u4 ≃ 1.732 et en�n u5 ≃ 1.781. La 
onvergen
e

n'est pas très rapide, mais on peut déjà a�rmer que x0 ≃ 1.756 est une valeur appro
hée


orre
te à 0.025 près.

2 Exer
i
e 2

1. Prouvons l'égalité des deux ensembles par double in
lusion. Supposons d'abord que x ∈
(A\B) ∪ (B\A). Par hypothèse, soit x ∈ A, soit x ∈ B, et dans les deux 
as x ∈ A ∪ B. Par


ontre, x ne peut pas appartenaire à la fois à A et B sinon il ne serait ni dans A\B (puisqu'il

appartiendrait à B) ni dans B\A (symétriquement il appartiendrait à A). Don
 x /∈ A ∩ B,

et on a bien prouvé que x ∈ (A ∪ B)\(A ∩ B). Dans l'autre sens, supposons maintenant que

x ∈ (A ∪B)\(A ∩B). Puisque x ∈ A ∪B, on a soit x ∈ A, soit x ∈ B. Si x ∈ A, alors x /∈ B
puisque x /∈ A ∩B, et don
 x ∈ A\B. De même, si x ∈ B, alors x ∈ B\A. Dans les deux 
as,

x ∈ (A\B) ∪ (B\A), et les deux ensembles sont don
 bien égaux.

Pour 
eux qui préfèrent travailler dire
tement sur les propriétés des opérations élémentaires

sur les ensembles : (A ∪ B)\(A ∩ B) = (A ∪ B) ∩ (A ∩B) = (A ∪B) ∩ (A ∪B) = (A ∩ A) ∪
(A∩B)∪ (B ∩A)∪ (B ∩B) = (A∩B)∪ (B ∩A) = (A\B)∪ (B\A) (on a utilisé en 
ours de

route les lois de Morgan et la distributivité de l'interse
tion par rapport à l'union).

2. C'est parti
ulièrement pénible à faire à la main, mais on va essayer de dé
rire expli
itement les

éléments de 
es ensembles en utilisant le résultat de la question pré
édente. Supposons pour


ommen
er que x ∈ (A∆B)∆C. On a don
 x ∈ (A∆B) ∪ C, mais x /∈ (A∆B) ∩ C. Première

possibilité : x ∈ A∆B et x /∈ C. Dans 
e 
as, on a soit x ∈ A, x /∈ B et x /∈ C, soit x ∈ B,

x /∈ A et x /∈ C. Bref, x appartient à exa
tement un ensemble parmi A, B et C (mais pas à C).

Deuxième possibilité : x ∈ C et x /∈ A∆B. Là en
ore il y a deux 
hoix possibles : x /∈ A ∪B,

auquel 
as x appartient à l'unique ensemble C (le 
as qui nous manquait tout à l'heure) ; soit

x ∈ A∪B, mais x ∈ A∩B pour ne pas être dans A∆B, 
e qui revient à dire que x ∈ A∩B∩C.

Si on résume on a prouvé que (A∆B)∆C = (A∩B∩C)∪(B∩A∩C)∪(C∩A∩B)∪(A∩B∩C).
Si on é
hange le r�le des ensembles A, B et C, 
ette dernière expression reste exa
tement la

même, 
e qui prouve que A∆(B∆C) est le même ensemble.

Autre possibilité pour avoir moins à ré�é
hir : une bonne vieille table de vérité fon
tionne

très bien.
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3. Allons-y pour une démonstration à 
oup d'ensembles : A∩ (B∆C) = A∩ (B∪C)∩ (B∪C) =
(A∩B ∩C)∪ (A∩B ∩C) (les deux autres ensembles de l'union étant vides). De l'autre 
�té,

(A ∩ B)∆(A ∩ C) = (A ∩ B ∩ (A ∪ C)) ∪ (A ∩ C ∩ (A ∪ B)), 
e qui est bien la même 
hose

puisqu'on peut supprimer les A dont l'interse
tion ave
 A sera évidemment vide.

4. Parmi les multitudes d'exemples possibles : A∪ (∅∆A) = A∪A = A, mais (A∪∅)∆(A∪A) =
A∆A = ∅, les deux ensemble sont di�érents dès que A est non vide.

5. Pour que A∆B soit vide, il faut que A ∩B = A ∪B, 
e qui ne peut être le 
as que si B = A
(sinon, en reprenant l'autre dé�nition, on doit avoir A\B = B\A = ∅, soit A ⊂ B et B ⊂ A,
et on 
on
lut de même).

6. Cette fois, on doit avoir A ∪ B = E et A ∩ B = ∅, 
e qui impose B = A (les éléments de B
ne peuvent pas appartenir à A 
ar l'interse
tion est vide, et tout élément qui n'est pas dans

A doit être dans B pour avoir une union égale à E).

7. Supposons don
 X ⊂ E �xé, et 
her
hons à 
onstruire un ensemble B tel que A∆B = X
(don
 un anté
édent de X par notre appli
ation). Soit x ∈ X. L'élément x doit appartenir

à A∆B. S'il appartient à A, il ne doit don
 pas être dans B, et vi
e versa. Autrement dit,

B doit 
ontenir l'ensemble X\A, mais au
un autre élément de X. Prenons maintenant un

élément y n'appartenant pas à X, 
ette fois y ne doit pas être dans A∆B. S'il est dans A, il
doit don
 être aussi dans B, mais s'il n'est pas dans A, il ne doit pas être dans B non plus.

Autrement dit, B doit 
ontenir A\X, mais au
un autre élément de X . Il n'y a don
 qu'une

possibilité : B = (A\X)∪(X\A), 
'est-à-dire tout bêtement B = A∆X. Cet anté
édent étant

unique, l'appli
ation est bien bije
tive. Plus fort que ça, l'anté
édent 
al
ulé n'est autre que

l'image de X par notre appli
ation, 
e qui prouve que 
ette dernière est sa propre ré
iproque.

C'est d'ailleurs une façon honteuse de résoudre 
ette question sans se fatiguer : en notant f
l'appli
ation, on é
rit f ◦ f(B) = A∆(A∆B) = (A∆A)∆B = ∅∆B = B, 
e qui prouve que

f ◦ f = idP(E), et don
 d'un seul 
oup que f est bije
tive et que f−1 = f .
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