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Rien n'est plus fa
ile à apprendre que la géométrie pour peu qu'on en ait besoin.

Sa
ha Guitry

Dans l'espa
e, personne ne vous entendra 
rier.

Tagline du �lm Alien, le huitième passager.

Introdu
tion

Nous 
ontinuons dans 
e 
hapitre notre étude des te
hniques de base en géométrie, mais 
ette

fois-
i dans l'espa
e. Rien ne 
hange très profondément par rapport à 
e que nous avons vu dans le

plan, il y a simplement une 
oordonnée de plus...

Obje
tifs du 
hapitre :

• maîtrise des 
al
uls géométriques dans l'espa
e, notamment de produit ve
toriel et produit

mixte

• 
apa
ité à 
al
uler des équations d'objets simples

1 Repérage dans l'espa
e

Puisque ça fon
tionne exa
tement de la même façon que dans le plan, nous ne reprendrons pas

toute la présentation sur les ve
teurs faite dans notre premier 
hapitre de géométrie. Les opérations

sont de toute façon les mêmes, et la stru
ture d'espa
e ve
torielle est également présente.

1.1 Repérage 
artésien

Dé�nition 1. Trois ve
teurs ~u, ~v et ~w de l'espa
e sont 
oplanaires s'il existe un triplet (a, b, c) 6=
(0, 0, 0) de réels tels que a~u+ b~v + c~w = ~0.

Remarque 1. Si l'un des trois 
oe�
ients, par exemple a, est nul, 
ela signi�e que deux des ve
teurs

(i
i ~v et ~w) sont 
olinéaires. Dans le 
as général, ~w peut s'é
rire 
omme 
ombinaison linéaire des

ve
teurs ~u et ~v, 
e qui signi�e bien intuitivement qu'il se situe � dans le plan � dé�ni par les ve
teurs

~u et ~v.
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Dé�nition 2. Une base de l'espa
e est la donnée d'un triplet de ve
teurs (~i,~j,~k) non 
oplanaires.

Un repère de l'espa
e est la donnée d'un quadruplet (O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ), où O est un point de l'espa
e

et (~i,~j,~k) forment une base de l'espa
e. Le point O est alors appelé origine du repère, et les droites

passant par O et dirigées par les ve
teurs ~u, ~v et ~w axes du repère, usuellement notés (Ox), (Oy)
et (Oz).

Théorème 1. Soit (~i,~j,~k) une base. Tout ve
teur de l'espa
e peut s'é
rire de façon unique sous la

forme ~u = x~i+ y~j+ z~k, où x, y et z sont trois réels appelés 
oordonnées du ve
teur ~u dans la base

(~i,~j,~k). Dans l'espa
e, la troisième 
oordonnée z est appelée 
ote (sans a

ent 
ir
on�exe sur le o)

du ve
teur ~u.

Dé�nition 3. Soit (O,~i,~j,~k) un repère, et M un point de l'espa
e. Les 
oordonnées du point M

sont les 
oordonnées du ve
teur

−−→
OM dans la base (~i,~j,~k). On notera 
es 
oordonnées sous la forme

M(x, y, z).

Remarque 2. On peut don
 identi�er, de façon similaire à 
e qu'on a vu dans le plan, l'ensemble des

ve
teurs (ou des points) de l'espa
e à l'ensemble R3
des triplets de nombres réels.

Dé�nition 4. Une base (~i,~j,~k) (et les repères 
orrespondants) est orthogonale si les ve
teurs

~i, ~j

et

~k sont orthogonaux deux à deux. Elle est orthonormale si de plus ‖~i‖ = ‖~j‖ = ‖~k‖ = 1.

Remarque 3. Comme dans le plan, 
elà suppose qu'on ait déjà une notion intuitive d'orthogonlité,

et don
 d'angles dans l'espa
e. En fait, on devrait d'abord dé�nir le produit s
alaire puis en déduire

la notion d'orthogonalité.

Dé�nition 5. Une base orthogonale (~i,~j,~k) de l'espa
e est dire
te si elle véri�e l'une des règles

ridi
ules suivantes : la règle du tire-bou
hon (pour les al
oolos), la règle des trois doigts, la règle du

petit bonhomme. Citons par exemple 
ette dernière : en dessinant sur la base un petit bonhomme

dont les pieds sont pla
és sur les ve
teurs

−→
i et

−→
j , et la tête sur le ve
teur

−→
k , le petit bonhomme

doit avoir le pied droit sur

−→
i et le pied gau
he sur

−→
j pour que la base soit dire
te.

Remarque 4. Il faut bien avoir 
ons
ien
e qu'on ne peut pas dé�nir de sens dire
t pour les plans

dans l'espa
e. Par exemple, si on 
onsidère une base dire
te, si on regarde le plan engendré par

~i et
~j � du dessus � (du 
�té où les 
otes sont positives), la base (~i,~j) de 
e plan parait dire
te. Mais vue

� du dessous �, elle semble indire
te.

Pour toute la suite du 
hapitre, on �xe une bonne fois pour toutes une base orthonormale de l'espa
e

(~i,~j,~k). Cette hypothèse ne sera pas rappelée dans tous les énon
és, qui pour 
ertains seraient faux

dans une base quel
onque.

Proposition 1. Soit ~u un ve
teur de 
oordonnées (x, y, z) dans une base orthonormale, alors ‖~u‖ =√
x2 + y2 + z2. Par 
onséquent, la distan
e entre deux points A et B est donnée par la formule

AB =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2.

1.2 Repérage 
ylindrique

La repérage 
ylindrique 
onsiste tout simplement à rempla
er les deux premières 
oordonnées


artésiennes x et y par des 
oordonnées polaires dans le plan engendré par

~i et ~j, sans tou
her à la

troisième 
oordonnée z.

Dé�nition 6. Un point de l'espa
e M admet pour 
oordonnées 
ylindriques le triplet (ρ, θ, z)
si

~OM = ρ~uθ + z~k, où ~uθ = cos(θ)~i+ sin(θ)~j.

Remarque 5. Les 
oordonnées 
ylindriques ne sont pas uniques, tout 
omme les 
oordonnées polaires

dans le plan. Attention au fait qu'i
i, ρ =
√

x2 + y2 ne 
orrespond pas à la distan
e du point M à

l'origine du repère, mais à la distan
e OM ′
, où M ′

est le projeté orthogonal du point M sur le plan

(O,~i,~j).
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Remarque 6. Il existe un troisième type de repérage � 
lassique � dans l'espa
e, appelé repérage

sphérique. C'est en fait un plus pro
he équivalent que les 
oordonnées 
ylindriques du repérage

polaire dans le plan, puisqu'on repère alors un point à l'aide d'une distan
e et de deux angles, et

que la distan
e représente 
ette fois-
i la distan
e du point à l'origine. Ce repérage est notamment

utilisé pour repérer des points situés sur une sphère 
entrée à l'origine du repère (d'où le nom de


oordonnées sphériques) : puisque la distan
e à l'origine est alors la même pour tout le monde, il

su�t de donner la valeur des deux angles. C'est le prin
ipe du repérage des points du globe à partir

de la latitude (angle par rapport à l'équateur) et de la longitude (angle par rapport à un méridien

�xé, habituellement le méridien de Greenwi
h). Mais 
omme les 
oordonnées sphériques ne sont plus

o�
iellement à votre programme, je m'évite une dé�nition et une �gure pénibles en me 
ontentant

de les évoquer sans plus de pré
isions.

2 Produit s
alaire, produit ve
toriel, produit mixte

2.1 Produit s
alaire

Dé�nition 7. Soient Vect u et Vect v deux ve
teurs non nuls de l'espa
e, le produit s
alaire de


es deux ve
teurs, noté ~u.~v, est le réel ~u.~v = ‖~u‖ × ‖~v‖× cos(~̂u, ~v). Si l'un des deux ve
teurs est nul,

le produit s
alaire est nul.

Remarque 7. Cette dé�nition est rigoureusement identique à 
elle vue dans le plan, puisqu'on 
al
ule

de fait 
e produit s
alaire dans le plan engendré par les deux ve
teurs (en parti
ulier, l'orientation de

l'angle formé par les deux ve
teurs n'a au
une importan
e puisque le signe du 
osinus sera toujours le

même). Tout 
e qu'on a pu voir sur le produit s
alaire dans le plan va don
 rester vrai dans l'espa
e.

Proposition 2. Deux ve
teurs non nuls ~u et ~v sont orthogonaux si et seulement si ~u.~v = 0.

Proposition 3. Propriétés du produit s
alaire

Le produit s
alaire est :

• bilinéaire : ~u.(λ~v + µ~w) = λ~u.~v + µ~u.~w et (λ~u+ µ~v). ~w = λ~u.~w + µ~v.~w.

• symétrique : ~u.~v = ~v.~u.
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• dé�ni positif : ~u.~u > 0, et ~u.~u = 0 ⇔ ~u = ~0.

Proposition 4. Si ~u et ~v ont pour 
oordonnées respe
tives (x, y, z) et (x′, y′, z′) dans une base

orthonormale, alors ~u.~v = xx′ + yy′ + zz′.

Démonstration. On va e�e
tuer une preuve très di�érente de 
elle vue dans le plan, en utilisant la

bilinéarité du produit s
alaire et le fait que la base dans laquelle on travaille est orthonormale. On

peut é
rire ~u.~v = (x~i+ y~j + z~k).(x′~i+ y′~j + z′~k), 
e qui vaut en développant tout par la bilinéarité

xx′~i.~i+xy′~i.~j+xz′~i.~k+yx′~j.~i+yy′~j.~j+yz′~j.~k+zx′~k.~i+zy′~k.~j+zz′~k.~k. La base étant orthonormale,

~i.~i = ‖~i‖ = 1 (et de même pour les deux autres ve
teurs), et

~i.~j = 0 (de même pour les autres produits

s
alaires), il ne reste que xx′ + yy′ + zz′ 
omme annon
é.

2.2 Produit ve
toriel

Il n'est pas possible de dé�nir un déterminant de deux ve
teurs dans l'espa
e de la même façon

qu'on le fait dans le plan, 
ar 
ette dé�nition faisait apparaitre un sinus, dont le signe dépend de

l'orientation de l'angle entre les ve
teurs. Or, 
omme on l'a vu, l'orientation des plans dans l'espa
e

n'est pas possible. L'outil qui rempla
e en quelque sorte le déterminant est le produit ve
toriel.

Dé�nition 8. Soient ~u et ~v deux ve
teurs non 
olinéaires de l'espa
e. Le produit ve
toriel de ~u

et ~v est le ve
teur ~w orthogonal à ~u et ~v, tel que la base (~u,~v, ~w) soit une base dire
te, et véri�ant

‖~w‖ = ‖~u‖× ‖~v‖ × sin(~̂u, ~v), où l'angle dont on prend le sinus est l'angle géométrique entre les deux

ve
teurs (pour ne pas avoir de problème de signe). On note ~w = ~u ∧ ~v. Si ~u et ~v sont 
olinéaires, on

pose ~u ∧ ~v = Vect 0.

Proposition 5. Deux ve
teurs sont 
olinéaires si et seulement si leur produit ve
toriel est nul.

Démonstration. C'est une 
onséquen
e évidente de la dé�nition 
hoisie.

Proposition 6. Propriétés du produit ve
toriel.

Le produit ve
toriel est :

• bilinéaire : ~u ∧ (λ~v + µ~w) = λ~u ∧ ~v + µ~u ∧ ~w et (λ~u+ µ~v) ∧ ~w = λ~u ∧ ~w + µ~v ∧ ~w.

• antisymétrique : ~u ∧ ~v = −~v ∧ ~u.

Démonstration. L'antisymétrie est assez fa
ile : si on é
hange le r�le de ~u et ~v, on ne 
hange pas la

norme ni la dire
tion de ~u∧~v, mais on modi�e son sens pour que la base reste dire
te. La bilinéarité

est un peu te
hnique à démontrer dans l'espa
e, nous admettrons 
e résultat.

Proposition 7. Si ~u et ~v ont pour 
oordonnées respe
tives (x, y, z) et (x′, y′, z′) dans un repère

orthonormal dire
t, alors ~u ∧ ~v a pour 
oordonnées (yz′ − zy′, zx′ − xz′, xy′ − yx′).

Démonstration. En admettant la bilinéarité du produit ve
toriel, on peut e�e
tuer une démonstration

similaire à 
elle du produit s
alaire. Il su�t de 
al
uler les produits ve
toriels des ve
teurs de la base :

~i ∧~i = ~j ∧~j = ~k ∧ ~k = ~0 ; pour les autres, les normes seront toujours égales à 1, et la dire
tion sera

toujours 
elle du troisième ve
teur de la base (qui est orthogonal aux deux autres), il su�t don
 de

faire attention au sens pour que la base soit dire
te. On obtient

~i∧~j = ~k mais

~j ∧~i = −~k et
, 
e qui

donne bien la formule donnée en développant brutalement.

Remarque 8. Les formules des 
oordonnées sont en fait des formules de déterminant où on � oublie �

dans les deux ve
teurs la 
oordonnée qu'on est en train de 
al
uler pour le produit ve
toriel. Attention

tout de même au 
hangement de signe très piégeux pour la deuxième 
oordonnée !

Exemple : On peut toujours 
al
uler des aires de triangle à l'aide du produit ve
toriel. Par

exemple, prenons A(1, 2, 3), B(−1, 1,−1) et C(0, 2, 4). On 
al
ule par exemple

−−→
AB(−2,−1,−4) et

−→
AC(−1, 0, 1), puis

−−→
AB∧−→AC(−1,−6,−1). Il ne reste plus qu'à 
al
uler

1

2
‖−−→AB∧−→AC‖ =

√
1 + 36 + 1

2
=

√
19

2
, qui est don
 l'aire du triangle spatial ABC.
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2.3 Produit mixte

Nous allons simplement rappeler dans 
e paragraphe les prin
ipaux résultats sur le déterminant,

déjà vus dans un pré
édent 
hapitre.

Dé�nition 9. Soient ~u, ~v et ~w trois ve
teurs de l'espa
e, leur produit mixte (aussi appelé 
omme

dans le plan déterminant) est le nombre réel (~u ∧ ~v). ~w. On le note [~u,~v, ~w], ou en
ore det(~u,~v, ~w).

Proposition 8. Trois ve
teurs ~u, ~v et ~w sont 
oplanaires si et seulement si [~u,~v, ~w] = 0.

Démonstration. En e�et, le produit mixte est nul si et seulement si ~u∧~v est orthogonal à ~w. 
ela se

produit (outre les 
as parti
uliers évidents de 
olinéarité) si et seulement si ~w est situé dans le plan

engendré par ~u et ~v.

Proposition 9. On retrouve i
i une interprétation géométrique du produit mixte : il représente (au

signe près) le volume du parallélépipède 
onstruit sur les trois ve
teurs ~u, ~v et ~w.

Démonstration. Notons A, B, C et D quatre points tels que ~u =
−−→
AB, ~v =

−→
AC et ~w =

−−→
AD. D'après

les propriétés du produit s
alaire et du produit ve
toriel, |[~u,~v, ~w]| = ‖~u∧~v‖×‖~w‖ cos( ̂~u ∧ ~v, ~w). La
première norme représente l'aire du parallélogramme 
onstruit sur les points A, B et C, notons-la A.

Le volume re
her
hé vaut A×AH, où H est le projeté orthogonal de D sur la droite passant par A et

perpendi
ulaire au plan 
ontenant

−−→
AB et

−→
AC (AH représente une hauteur du parallélépipède). Or,


ette droite est la même que 
elle dirigeant le produit ve
toriel ~u∧ ~v, don
 AH = ‖~w‖ cos( ̂~u ∧ ~v, ~w),

e qui prouve la formule. Dans la �gure qui suit, l'angle dont le 
osinus apparait dans le formule est

indiqué en bleu :

H

A

B

C

D

Proposition 10. Le produit mixte n'étant rien d'autre qu'un déterminnant, toutes les propriétés

de 
e dernier sont valides : trilinéarité, alternan
e. Par ailleurs, toutes les te
hniques de 
al
ul de

déterminant (Sarrus, développement par rapport à une ligne ou une 
olonne) sont utilisables pour

les 
al
uls de produits mixtes.
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3 Plans, droites et sphères

3.1 Équations de plans

Proposition 11. Équations 
artésiennes de plans

Une équation du type ax+ by+ cz+ d = 0, où a, b, c et d sont trois réels tels que (a, b, c) 6= (0, 0, 0),
est l'équation 
artésienne d'un plan. Ré
iproquement, tout plan admet une équation de 
ette forme.

Remarque 9. Comme dans le 
as des équations de droite dans le plan, l'équation n'est pas unique

puisqu'on peut multiplier toute l'équation par une même 
onstante pour dé
rire le même plan.

Attention à ne surtout pas prétendre que 
es équations sont des équations de droite, de toute façon

une � équation de droite � dans l'espa
e, ça n'existe pas (il faut né
essairement deux équations pour

dé
rire un objet de dimension 1 dans l'espa
e).

Exemple : Un plan P est en général dé�ni par trois points distin
ts A, B et C. Pour en obtenir une

équation, le plus simple est de passer par la 
ondition suivante : M ∈ P si det(
−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AM) = 0, ou

alternativement si (
−−→
AB ∧−→

AC).
−−→
AM = 0. Prenons les points A(2, 0, 0), B(1,−1, 1) et C(0, 2, 3), alors−−→

AB(−1,−1, 1) et
−→
AC(−2, 2, 3), don


−−→
AB ∧ −→

AC(−5, 1,−4). Un point M(x, y, z) appartient don
 au

plan (ABC) si −5(x−xA)+(y−yA)−4(z−zA) = 0, soit −5x+y−4z+10 = 0. On peut présenter 
e

même 
al
ul sous forme de 
al
ul de déterminant, 
e qui évite d'avoir à faire deux 
al
uls su

essifs.

Dé�nition 10. Les ve
teurs ~u et ~v forment une base du plan P s'ils ne sont pas 
olinéaires et qu'on

peut trouver trois points A, B et C dans le plan P tels que

−−→
AB = ~u et

−→
AC = ~v. Le ve
teur ~n est un

ve
teur normal au plan P s'il est orthogonal aux deux ve
teurs d'une base de P.
Remarque 10. Les ve
teurs d'une base d'un plan jouent en quelque sorte le r�le de � ve
teurs dire
-

teurs � mais on n'utilisera pas 
e terme pour un plan 
ar il existe bien sûr une in�nité de dire
tions

di�érentes à l'intérieur d'un même plan (on 
ontinuera par 
ontre à parler de ve
teurs dire
teurs

d'une droite dans l'espa
e). Le ve
teur normal, lui, est toujours unique à un fa
teur non nul près,


'est d'ailleurs pour 
ela qu'on privilégiera l'utilisation de ve
teurs normaux pour dé
rire les plans

dans l'espa
e. Dans le 
al
ul de l'exemple pré
édent la dé�nition,

−−→
AB ∧−→

AC était un ve
teur normal

au plan P.
Proposition 12. Un plan ayant pour base (~u,~v) admet pour ve
teur normal ~u∧~v. Le plan d'équation

ax+ by + cz + d = 0 admet le ve
teur ~n(a, b, c) pour ve
teur normal.

Démonstration. Le fait que ~u∧ ~v soit un ve
teur normal dé
oule des propriétés du produit ve
toriel

(il est à la fois orthogonal à ~u et ~v). En�n, si P a pour équation ax+by+cz+d = 0, tous les ve
teurs
~u(α, β, γ) de ~P véri�ent l'équation aα+ bβ+ cγ = 0 (en e�et, si ~u =

−−→
AB, ave
 A et B appartenant à

P, on a axA+ byA+ czA = axB + byB + czB = −d, don
 a(xB −xA)+ b(yB − yA)+ c(zB − zA) = 0).
Leur produit s
alaire ave
 le ve
teur de 
oordonnées (a, b, c) est don
 nul.

Remarque 11. Le plan passant par le point A et admettant pour ve
teur normal

−→n (a, b, c) a pour

équation a(x− xA) + b(y − yA) + c(z − zA) = 0.

Proposition 13. Tout plan P admet une équation normale de la forme x cos(θ1) + y cos(θ2) +
z cos(θ3) = p, où p représente la distan
e du point O au plan P, et θ1, θ2 et θ3 les trois angles entre

les ve
teurs de base

~i, ~j et

~k et le ve
teur

−−→
OH, H étant le projeté orthogonal de O sur le plan P.

Démonstration. Le plan P peut être dé
rit 
omme le plan passant parH et de ve
teur normal unitaire−−→
OH

OH
. Ce ve
teur ayant pour norme 1, a simplement pour 
oordonnées (cos(θ1), cos(θ2), cos(θ3)), don


l'équation du plan sera de la forme cos(θ1)x+ cos(theta2)y + cos(θ3)z + d = 0. Par ailleurs, puisque

−−→
OH = OH ×

−−→
OH

OH
, le point H a pour 
oordonnées (p cos(θ1), p cos(θ2), p cos(θ3)), et appartient don


au plan à 
ondition que p(cos2(θ1) + cos2(θ2) + cos2(θ3)) + d = 0, soit p + d = 0 (la somme des

trois 
arrés de 
osinus représente le 
arré de la norme du ve
teur unitaire, don
 est égale à 1), don

d = −p, et on trouve l'équation souhaitée.
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O

z

y

x

Ht3

t1

t2

Sur 
ette �gure, les trois angles sont notés ti au lieu de θi.

Remarque 12. Pour passer d'une équation 
artésienne ax+ by+ cz + d = 0 à une équation normale,

il su�t don
 de diviser tous les 
oe�
ients par

√
a2 + b2 + c2.

Dé�nition 11. Deux plans P et Q sont parallèles s'ils admettent des ve
teurs normaux 
olinéaires.

Ils sont perpendi
ulaires s'ils admettent des ve
teurs normaux orthogonaux.

Remarque 13. Attention, deux droites 
ontenues dans des plans perpendi
ulaires ne sont pas né-


essairement perpendi
ulaires (elles peuvent être parallèles), et deux droites in
luses dans des plans

parallèles ne sont pas for
ément parallèles (elles peuvent être orthogonales).

Proposition 14. Si P a pour équation ax+by+cz+d = 0, etQ a pour équation a′x+b′y+c′z+d′ = 0,
alors

• P et Q sont perpendi
ulaires si aa′ + bb′ + cc′ = 0.
• P et Q sont parallèles si (a, b, c) ∧ (a′, b′, c′) = ~0.

Dé�nition 12. Le plan P passant par le point A(xA, yA, zA) et de base ~u(a, b, c), ~v(a′, b′, c′) peut

être dé
rit par le système d'équations paramétriques





x = xA + at+ a′t′

y = yA + bt+ b′t′

z = zA + ct+ c′t′
, où (t, t′) ∈ R2

.

Démonstration. En e�et, un point M(x, y, z) appartient à P si et seulement si

−−→
AM est 
oplanaire

ave
 ~u et ~v, 
e qu'on peut traduire par l'existen
e de deux réels t et t′ pour lequels
−−→
AM = t~u+ t′~v,


e qui donne 
es équations.

Exemple : On 
onsidère le plan passant par A(−1,−1,−1), et admettant pour base (~u(1, 2, 3),

~v(−2, 0, 1)). Ce plan a une représentation paramétrique sous la forme





x = −1 + t− 2t′

y = −1 + 2t
z = −1 + 3t+ y′

. Pour

déterminer si le point B(3, 3, 4) appartient appartient au plan, on 
her
he si le système



3 = −1 + t− 2t′

3 = −1 + 2t
4 = −1 + 3t+ t′

(système de trois équations à deux in
onnues) admet ou non une solution.

I
i, la deuxième équation donne immédiatement t = 2, 
e qui donne dans les deux autres 3 = 1− 2t′

et 4 = 5 + t′, soit dans les deux 
as t′ = −1. Le système admet don
 une (unique) solution, 
e qui

prouve que B appartient au plan et a

essoirement que

−−→
AB = 2~u− ~v.
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Proposition 15. Distan
e d'un point à un plan.

Soit M(xM , yM , zM ) un point de l'espa
e, et P un plan. La distan
e de M à P peut être donnée par

une des quatre formules suivantes :

• Si (~u,~v) est une base de P, alors d(M,P) =
|det(−−→AM,~u,~v)|

‖~u ∧ ~v‖ .

• Si ~n est un ve
teur normal à P, alors d(M,P) =
|−−→AM.~n|
‖~n‖ .

• Si P a pour équation 
artésienne ax+by+cz+d = 0, alors d(M,P) =
|axM + byM + czM + d|√

a2 + b2 + c2
.

• Si P a pour équation normale x cos(θ1)+y cos(θ2)+z cos(θ3) = p, alors d(M,P) = |xM cos(θ1)+
yM cos(θ2) + zM cos(θ3)− p|.

Remarque 14. Comme dans le 
as de la distan
e d'un point à une droite dans le plan, 
es formules sont

hélas hors programme. On peut 
ontourner 
ette di�
ulté en 
al
ulant les 
oordonnées du projeté

orthogonal du point sur le plan (même méthode que dans le plan, ça va assez vite), et simplement

utiliser les formules 
i-dessus pour véri�er.

3.2 Droites dans l'espa
e

Proposition 16. Deux plans non parallèles de ve
teur normaux respe
tifs ~n et

~n′
ont une interse
tion

qui est une droite dirigée par le ve
teur ~n ∧ ~n′
.

Démonstration. En e�et, la droite d'interse
tion doit être à la fois orthogonale à ~n et

~n′
, 
e qui est

le 
as du ve
teur ~n ∧ ~n′
.

Proposition 17. Toute droite de l'espa
e peut être dé
rite par un système d'équations 
artésiennes{
ax + by + cz + d = 0
a′x + b′y + c′z + d′ = 0

, où (a, b, c) et (a′, b′, c′) sont des triplets de réels non tous

nuls et non proportionnels.

Démonstration. Soit ~u un ve
teur dire
teur de la droite (d) et A un point de (d). Choisissons un

ve
teur ~n orthogonal à ~u. La droite (d) peut alors être dé
rite 
omme l'interse
tion des deux plans


ontenant le point A et de bases respe
tives (~u, ~n) et (~u, ~n ∧ ~u). Ces deux plans ont, 
omme tous les

plans de l'espa
e, des équations du type donné dans l'énon
é de la propriété, et admettent respe
ti-

vement pour ve
teur normal ~u ∧ ~n, et ~n. Ces deux ve
teurs normaux étant non 
olinéaires (ils sont

même orthogonaux), les triplets (a, b, c) et (a′, b′, c′) sont non proportionnels.

Remarque 15. En notant ~n(a, b, c) et ~n′(a′, b′, c′), la droite (d) sera dirigée par le ve
teur ~n∧ ~n′
. Cette

des
ription d'une droite 
omme interse
tion de deux plans n'est pas extrêmement pratique et surtout

pas du tout unique (on peut trouver quantité de paires de plans ayant la même droite d'interse
tion),

mais on ne peut pas faire plus simple ave
 des équations 
artésiennes.

Exemple : Soit (d) la droite passant par le point A(2, 0,−1) et de ve
teur dire
teur ~u(−1, 1, 1).
Une façon d'obtenir un système d'équations 
artésiennes de la droite est de dire que M(x, y, z)

appartient à (d) si
−−→
AM ∧ ~u = ~0, soit (x − 2, y, z + 1) ∧ (−1, 1, 1) = (0, 0, 0) 
e qui donne le système




y − z − 1 = 0
−x − z + 1 = 0
x + y − 2 = 0

. Il y a une équation � de trop � dans le système, mais on 
onstate

qu'en soustrayant les deux premières équations, on retombe sur la troisième, qui est don
 super�ue

(
e sera toujours le 
as si on utilise 
ette méthode). On peut en fait garder deux quel
onques des

trois équations pour obtenir un système d'équations dé
rivant (d).

Dé�nition 13. Deux droites de l'espa
e sont parallèles si elles ont les mêmes ve
teurs dire
teurs.

Deux droites de l'espa
e sont orthogonales si elles ont des ve
teurs dire
teurs orthogonaux. Elles sont

perpendi
ulaires si elles ont en plus un point d'interse
tion.
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Une droite (d) est parallèle à un plan P s'il existe une droite in
luse dans P parallèle à (d).
Une droite (d) est perpendi
ulaire à un plan P si elle est orthogonale à toute droite in
luse dans P.

Remarque 16. Attention, dans l'espa
e, deux droites qui ne sont pas parallèles n'ont au
une raison

de se 
ouper (
e sera même très rare). Par 
ontre, une droite et un plan qui ne sont pas parallèles

auront un unique point d'interse
tion. Parmi les théorèmes 
lassiques faisant intervenir les notions

de parallélisme dans l'espa
e (que nous ne rappellerons pas tout), 
itons le 
lassique textbfthéorème

du toit : deux plans distin
ts de l'espa
e 
ontenant des droites parallèles ont une interse
tion qui est

elle-même parallèle à 
es droites.

Proposition 18. La droite (d) passant par le point A et de ve
teur dire
teur ~u(α, β, γ) peut être

dé
rite par le système d'équations paramétriques





x = xA + αt

y = yA + βt

z = zA + γt

, où t ∈ R.

Proposition 19. (Hors Programme) Soient (d) et (d′) deux droites de l'espa
e non parallèles, de

ve
teurs dire
teurs respe
tifs ~u et

~u′. Il existe une unique droite (∆) perpendi
ulaire simultanément

aux droites (d) et (d′). Cette droite est dirigée par le ve
teur ~u ∧ ~u′.

Démonstration. Commençons par prouver l'existen
e. Pour 
ela, on note ~v = ~u ∧ ~v, et A, A′
deux

points quel
onques situés respe
tivement sur (d) et sur (d′). Notons alors P le plan passant par A

et de base (~u,~v), et P ′
le plan passant par A′

de base (~u′, ~v). Ces deux plans ne peuvent pas être

parallèles : s'ils admettaient un même ve
teur normal, 
elui-
i serait orthogonal à la fois à ~u et à

~u′,

don
 serait 
olinéaire à ~v, et ne pourrait don
 lui être en même temps orthogonal. Leur interse
tion

est don
 une droite (∆), qui est par 
onstru
tion dirigée par le ve
teur ~v puisque 
elui-
i est 
ommun

aux deux plans P et P ′
. Cette dire
tion étant orthogonale à ~u et à

~u′, (∆) est orthogonale à (d) et à
(d′). Comme par ailleurs (∆) et (d) sont 
oplanaires (dans P), elles sont perpendi
ulaires. De même

pour (∆) et (d′).
Passons à l'uni
ité : si une droite est à la fois perpendi
ulaire à (d) et (d′), elle est né
essairement

dirigée par un ve
teur à la fois orthogonal à ~u et

~u′, don
 ~v est un ve
teur dire
teur 
onvenable. Par

ailleurs, elle doit être sé
ante à la droite (d), don
 notre droite appartient au plan P (elle 
ontient

un point du plan et est dirigée par un ve
teur de base du plan). De même, elle appartient à P ′
.

Con
lusion : il ne peut s'agir que de la droite (∆).

Remarque 17. Cette démonstration 
onstitue en fait une méthode pour déterminer la perpendi
ulaire


ommune à deux droites : on détermine ~v, puis les équations des deux plans P et P ′
, et on obtient

ainsi l'équation de leur interse
tion.

Proposition 20. Soient (d) et (d′) deux droites non parallèles, passant respe
tivement par les points

A et A′
, et de ve
teurs dire
teurs respe
tifs ~u et

~u′. La distan
e entre (d) et (d′) est donnée par la

formule d(d, d′) =
|[~u, ~u′,

−−→
AA′]|

‖~u ∧ ~u′‖
.

Démonstration. Notons (∆) la perpendi
ulaire 
ommune aux deux droites, etH etH ′
les interse
tion

respe
tives de (∆) ave
 (d) et (d′). La distan
e re
her
hée est la distan
e HH ′
(si ça ne vous semble

pas 
lair, ré�é
hissez un peu plus et appliquez 
e bon vieux Pythagore). Or, |[~u, ~u′,
−−→
AA′]| = (~u ∧

~u′).(
−−→
AA′) = (~u∧ ~u′).(

−−→
AH +

−−→
HH ′ +

−−−→
H ′A′). Or, le ve
teur (~u∧ ~u′) est orthogonal à (d) et à (d′), don


son produit s
alaire ave


−−→
AH et

−−−→
H ′A′

est nul. Ne reste plus que (~u ∧ ~u′).
−−→
HH ′ = ‖~u ∧ ~u′‖ × HH ′

(
ette fois-
i, les ve
teurs sont 
olinéaires, puisqu'on sait que ∆ est dirigée par (~u ∧ ~u′)). La formule

en dé
oule.

3.3 Équations de sphères

Dé�nition 14. Équation 
artésienne de sphère.
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Dans un repère orthonormal, la sphère de 
entre A(a, b, c) et de rayon R admet pour équation


artésienne (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2
. Ré
iproquement, toute équation de la forme

x2 + y2+ z2 − 2ax− 2by− 2cz− d = 0 ave
 a2 + b2+ c2 + d > 0 est une équation de sphère de 
entre

A(a, b) et de rayon R =
√
d+ a2 + b2 + c2.

Exemple : L'équation x2 + y2 + z2 − 4x + 2z − 4 = 0 peut se fa
toriser sous la forme (x − 2)2 +
y2 + (z + 1)2 = 9, on re
onnait la sphère de 
entre A(2, 0,−1) et de rayon 3.

Remarque 18. Il est par 
ontre très déli
at de dé
rire un 
er
le dans l'espa
e. En fait, le moyen le

plus simple est de le dé
rire � à l'intérieur d'un plan �, ou de le voir 
omme interse
tion d'une sphère

et d'un plan (
omme tout objet de dimension 1, il ne peut être dé
rit par une seule équation, il en

faut deux).

Proposition 21. La sphère de diamètre [AB] admet pour équation (x−xA)(x−xB)+ (y− yA)(y−
yB) + (z − zA)(z − zB) = 0.

Démonstration. Un point M appartient à 
ette sphère si et seulement si

~MA. ~MB = 0, la démons-

tration est la même que pour le 
er
le dans le plan.

Proposition 22. Soit (S) une sphère de 
entre A et de rayon R et P un plan. Alors :

• si d(A,P) > R, S et P ne se 
oupent pas.

• si d(A,P) = R, S et P se 
oupent en un point unique, le plan P est tangent à la sphère S.
• si d(A,P) < R, S et P ont une interse
tion qui est un 
er
le dont le 
entre est le projeté

orthogonal de A sur le plan P.

Remarque 19. Comme on ne sait pas dé
rire fa
ilement un 
er
le dans l'espa
e, tout 
ela reste assez

théorique.

Proposition 23. Soit (S) une sphère de 
entre A et de rayon R et (d) une droite de l'espa
e. Alors :
• si d(A, d) > R, S et (d) ne se 
oupent pas.
• si d(A, d) = R, S et (d) se 
oupent en un point unique, on dit que la droite (d) est tangente
à la sphère S.

• si d(A, d) < R, S et (d) ont deux points d'interse
tion distin
ts.

Exemple : Si on souhaite déterminer les points d'interse
tion de la sphère dé
rite 
i-dessus (équation

x2+y2+z2−4x+2z−4 = 0) ave
 la droite dé
rite par le système

{
x + y + z + 2 = 0
3x − y + z + 4 = 0

,

on peut exprimer à l'aide de l'équation de la droite les deux variables y et z en fon
tion de x (i
i,
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'est le plus fa
ile, en général, il faut ne garder qu'une variable sur les trois) : en additionnant les

deux équations, 4x + 2z + 6 = 0, don
 z = −3 − 2x ; en les soustrayant 2x − 2y + 2 = 0, don

y = x+1. Il ne reste plus qu'à rempla
er dans l'équation de la sphère pour obtenir une équation du

se
ond degré véri�ée par x : x2 + (x + 1)2 + (−3 − 2x)2 − 4x − 6 − 4x − 4 = 0, soit 6x2 + 6x = 0.
On obtient les deux ra
ines évidentes x = 0 et x = −1, qui donnent ensuite, en 
al
ulant les valeurs

de y et z 
orrespondantes, les deux points d'interse
tion B(0, 1,−3) et C(−1, 0,−1).

Proposition 24. Soient S et S ′
deux sphères du plan, de 
entres respe
tifs A et A′

et de rayons

respe
tifs R et R′
. Alors :

• si AA′ > R+R′
, les deux sphères ne se 
oupent pas.

• si AA′ = R+R′
, les deux sphères sont tangentes extérieurement.

• si |R −R′| < AA′ < R+R′
, les deux sphères se 
oupent en deux points distin
ts.

• si AA′ = |R−R′|, les deux sphères sont tangentes intérieurement.

• si AA′ < |R−R′|, les deux sphères ne se 
oupent pas.

4 Compléments divers.

Petit formulaire de géométrie dans l'espa
e.

Comme pour la géométrie plane, il est préférable d'avoir dans son arsenal te
hnique quelques

formules de 
al
uls d'aires et de volumes de solides 
lassiques.

• volume d'un parallélépipède re
tangle : l × L × h, où l, L et h sont les trois dimensions du

pavé.

• volume d'un 
ylindre : πR2h, où h est la hauteur du triangle et R le rayon de sa base.

• volume d'un prisme : B×h, où h est la hauteur du prisme et B l'aire de sa base (peu importe

la forme de 
ette base), 
'est en fait la même formule que pour un 
ylindre.

• volume d'une pyramide ou d'un 
�ne :

1

3
B× h, où h est la hauteur et B l'aire de la base (une

pyramide à base triangulaire ABCD a don
 un volume égal au sixième de 
elui du parallé-

lépipède basé sur les ve
teurs

−−→
AB,

−→
AC et

−−→
AD, on peut don
 
al
uler 
e volume dire
tement

en 
al
ulant

1

6
det(

−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD)).

• volume d'une boule de rayon R :

4

3
πR3

.

• aire extérieure d'une sphère : 4πR2
, où R est le rayon de la sphère.

Polyèdres réguliers et un peu moins réguliers.

Un polyèdre est un solide fermé dont les fa
es sont toutes des polygones (
'est de fait la géné-

ralisation dans l'espa
e de 
e que sont les polygones dans le plan). Il existe un 
ertain nombre de


atégories de polyèdres remarquables. Les plus importants (et les seuls que vous devriez 
onnaitre)

sont les polyèdres réguliers, aussi appelés solides de Platon 
ar le philosophe Platon, matheux
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à ses heures perdues, en a dressé la liste et asso
ié à 
es solides une symbolique parti
ulièrement

fumeuse (ils symbolisaient les quatre éléments, feu, air, eau et terre, et le 
inquième était 
arrément

un symbole de l'univers).

Dé�nition 15. Un polyèdre est régulier si toutes ses fa
es sont des polygones réguliers ayant le

même nombre de 
�tés, et tous ses sommets appartiennent au même nombre d'arêtes.

Théorème 2. Il n'existe que 
inq types de polyèdres réguliers dans l'espa
e :

• le tétraèdre régulier, 
onstitué de quatre fa
es qui sont des triangles équilatéraux.

• le 
ube, 
onstitué de six fa
es 
arrées.

• l'o
taèdre régulier, 
onstitué de huit fa
es triangulaires (en forme de diamant, on peut l'obtenir

en 
ollant par leur base deux pyramides à base 
arrée).

• le dodé
aèdre régulier, 
onstitué de douze fa
es pentagonales.

• l'i
osaèdre régulier, 
onstité de vingt fa
es triangulaires.

Remarque 20. Dans le plan, il existe par 
ontre des polygones réguliers à n 
�tés quelle que soit la

valeur de n. Que se passe-t-il si on essaie de généraliser à des espa
es de dimension supérieure à 3 ?
Eh bien, il existe six � super polyèdres réguliers � en dimension 4 (les généralisations des 
inq solides

de Platon, plus une sixième horreur qui n'a pas d'équivalent en dimension 3), mais il n'en existe plus

que trois à partir de la dimension 5 (qui sont les généralisations naturelles du tétraèdre, du 
ube et

de l'o
taèdre). Les plus 
urieux se renseigneront par eux-même, on appelle 
es dr�les d'objets des

polytopes réguliers.

Théorème 3. Si on note S le nombre de sommets, A le nombre d'arêtes et F le nombre de fa
es

d'un polydère régulier, alors on a toujours S − A + F = 2. Cette propriété est en fait vraie pour

n'importe quel polyèdre � non troué � (les plus 
urieux se renseigneront sur la 
ara
téristique

d'Euler-Poin
aré sur Internet).

Dé�nition 16. En partant d'un polyèdre, on 
onstruit son dual de la façon suivante : on pla
e

un sommet au 
entre de 
ha
une des fa
es du polyèdre initial, et on relie 
ha
un de 
es nouveaux

sommets aux sommets situés sur des fa
es qui ont une arête 
ommune ave
 la fa
e 
ontenant 
e

sommet.

Cette 
onstru
tion 
rée un nouveau polyèdre dont le nombre de fa
es est égal au nombre de sommets

du polyèdre initial, son nombre de sommets égal au nombre de fa
es du polyèdre initial, et le nombre

d'arêtes reste in
hangé. Le dual d'un polyèdre régulier est lui-même régulier : le dual d'un tétraèdre

est toujours un tétraèdre, 
ube et o
togone sont duaux l'un de l'autre, et dodé
aèdre et i
osaèdre

également.

Dé�nition 17. Un polyèdre est semi-régulier si toutes ses fa
es sont des polygones réguliers, et tous

ses sommets appartiennent au même nombre d'arêtes. La seule di�éren
e par rapport aux polyèdres

réguliers est qu'on aura plusieurs types de polygones di�érents pour les fa
es. On appelle aussi 
es

polyedres solides d'Ar
himède. Il en existe exa
tement treize types aux noms parti
ulièrement

savoureux, 
omme le petit rhombi
osidodé
aèdre qui est 
onstitué de 20 fa
es triangulaires, 30 fa
es


arrées et 12 fa
es pentagonales (belle bête).

Je vous laisse aller admirer par vous-même sur Internet 
es sympathiques bestioles. Tant que vous y

êtes, vous pouvez jeter un oeil aux 13 solides de Catalan, qui ne sont rien d'autre que les solides

duaux des solides d'Ar
himède. Par exemple, le dual du petit rhombi
osidodé
aèdre 
ité 
i-dessus

porte le doux nom de hexa
ontaèdre trapézoïdal. Ci-dessous un 
ubo
taèdre en Geomag

TM

réalisé

par Raphaël, 10 ans (ça 
'est pour vous mettre la honte si vous n'arrivez pas à en faire un patron


orre
t) :
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Et si vraiment vous n'en avez pas en
ore eu assez, on peut �nir ave
 la plus belle liste de toutes,


elle des solides de Johnson, qui sont tout bêtement tous les autres solides dont toutes les fa
es

sont des polygones réguliers, mais qui ne véri�ent pas la 
ondition � tous les sommets appartiennent

au même nombre d'arêtes �. Il en existe des types très simples, 
omme la pyramide à base 
arrée

(un 
arré, quatre triangles équilatéraux, le sommet � à la pointe � appartient à quatre arêtes, les

les autres à trois seulement), mais ave
 un peu de motivation, on arrive à prouver qu'il en existe

exa
tement 92 types qui sont par exemple tous listés sur Wikipedia. Par exemple, le dodé
aèdre

tronque parabiaugmenté a pas moins de 52 fa
es : 30 triangles équilatéraux, 10 
arrés, 2 pentagones

et 10 dé
agones ! Curieusement, au
un de 
es solides n'admet de fa
e 
ontenant stri
tement plus de

10 
�tés.
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