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1. Il su�t de véri�er que les ve
teurs

−→u et

−→v ne sont pas 
olinéaires : det(−→u ,−→v ) = 3 + 4 = 7,
don
 (Ω,−→u ,−→v ) est un repère du plan. De plus,

−→u .−→v = −2 + 6 = 4, don
 −→u et

−→v ne sont

pas orthogonaux, le repère n'est pas orthonormal (les deux ve
teurs ne sont d'ailleurs pas non

plus normés).

2. Essayons d'exprimer les 
oordonnées du point A dans l'an
ien repère de deux façons di�é-

rentes. D'une part, par dé�nition des 
oordonnées d'un point, on a

−→
OA = 5

−→
i +6

−→
j . D'autre

part, on peut passer par l'intermédiaire du point Ω et utiliser la dé�nition des 
oordonnées

dans le nouveau repère : en notant (x, y) les 
oordonnées de A dans (Ω,−→u ,−→v ), on peut é
rire−→
OA =

−→
OΩ+

−→
ΩA =

−→
i −−→

j + x−→u + y−→v =
−→
i −−→

j + x(
−→
i + 2

−→
j ) + y(−2

−→
i + 3

−→
j ) = (1 + x−

2y)
−→
i + (−1 + 2x+ 3y)

−→
j . Les 
oordonnées d'un point dans un repère étant unique, on peut

identi�er les deux formules pour obtenir les équations

{

5 = 1 + x− 2y
6 = −1 + 2x+ 3y

.

Reste à résoudre 
e système, en e�e
tuant l'opération 2L1 − L2 on obtient 4 = 3 − 7y, soit

y = −1

7
, puis on trouve x = 4 + 2y =

26

7
. Les nouvelles 
oordonnées du point A sont don


(

26

7
;−1

7

)

.
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Pour le ve
teur

−→z (−3,−3), les 
al
uls sont exa
tement les mêmes jusqu'à la résolution du

système, qui ressemble 
ette fois-
i à

{

−3 = 1 + x− 2y
−3 = −1 + 2x+ 3y

. Par la même opération que

tout à l'heure, on obtient 
ette fois-
i −3 = 3 − 7y, soit y =
6

7
, puis x = −4 + 2y = −16

7
, 
e

qui donne pour 
oordonnées

(

−16

7
;
6

7

)

.

3. Si on reprend plus généralement les 
al
uls de la question pré
édente, en notant (a, b) les 
oor-

données d'un point M dans le repère (O,
−→
i ,

−→
j ) et (x, y) ses 
oordonnées dans (Ω,−→u ,−→v ), on

aura toujours les relations

{

a = 1 + x− 2y
b = −1 + 2x+ 3y

. L'équation de notre 
er
le dans l'an
ien

repère est a2+b2−1 = 0, qui se transforme don
 en (1+x−2y)2+(−1+2x+3y)2−1 = 0, soit
1+x2+4y2+2x−4y−4xy+1+4x2+9y2−4x−6y+12xy−1 = 0. En regroupant on trouve

l'équation 5x2 + 13y2 + 8xy − 2x− 10y + 1 = 0, on ne re
onnait plus vraiment une équation


artésienne de 
er
le, 
e qui est normal quand on n'est plus dans un repère orthonormal (en

fait, il s'agit d'une équation d'ellipse dans un repère orthonormal).

Exer
i
e 2 (***)

1. C'est une simple appli
ation des propriétés du produit s
alaire : a2 =
−−→
BC2 = (

−−→
BA+

−→
AC)2 =

BA2 + AC2 + 2
−−→
BA.

−→
AC = c2 + b2 − 2

−−→
AB.

−→
AC = c2 + b2 − 2AB.AC. cos(B̂AC) = b2 + c2 −

2bc cos(B̂AC).

2. Le mieux qu'on puisse faire, 
'est é
rire sin(B̂AC) =

√

1− cos2(B̂AC)

=

√

(1− cos(B̂AC))(1 + cos(B̂AC)) =

√

(

1− a2 − b2 − c2

2bc

)(

1 +
a2 − b2 − c2

2bc

)

=
1

2bc

√

(2bc− a2 + b2 + c2)(2bc + a2 − b2 − c2) =
1

2bc

√

((b+ c)2 − a2)(a2 − (b− c)2).

3. On peut remarquer, de par la dé�nition de l'aire d'un triangle, que AABC =
1

2
bc sin(B̂AC),

don


a

sin(B̂AC)
=

abc

2AABC

. De même,

b

sin(ĈBA)
=

c

sin(B̂CA)
=

abc

2AABC

, d'où l'égalité

demandée.

4. Reprenons les formules pré
édentes :AABC =
1

2
bc sin(B̂AC) =

1

4

√

((b+ c)2 − a2)(a2 − (b− c)2) =

1

4

√

(b+ c+ a)(b+ c− a)(a+ b− c)(a− b+ c) =
1

4

√

2p(2p − 2a)(2p − 2c)(2p − 2b)

=
√

p(p− a)(p − b)(p − c), en utilisant que a+ b+ c = 2p.

Exer
i
e 3 (*)

On peut en
ore utiliser le produit s
alaire : AC2+BD2 = (
−−→
AB+

−−→
BC)2+(

−−→
BC+

−−→
CD)2 = AB2+

BC2 + 2
−−→
AB.

−−→
BC + BC2 + CD2 + 2

−−→
BC.

−−→
CD. Comme ABCD est un parallélogramme,

−−→
CD = −−−→

AB,

don
 2
−−→
AB.

−−→
BC + 2

−−→
BC.

−−→
CD = 0, et BC2 = DA2

, d'où la formule demandée.

Exer
i
e 4 (*)

Considérons don
 un triangle ABC et notons H le point de 
on
ours des hauteurs issues de

A et de B dans 
e triangle, 
'est-à-dire un point véri�ant

−−→
AH.

−−→
BC = 0 et

−−→
BH.

−→
AC = 0. On veut

prouver que H appartient aussi à la hauteur issue de C, 
'est-à-dire que

−−→
CH.

−−→
AB = 0. Cal
ulons
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don


−−→
CH.

−−→
AB = (

−→
CA +

−−→
AH).

−−→
AB =

−→
CA.

−−→
AB +

−−→
AH.

−−→
AB =

−→
CA.

−−→
AB +

−−→
AH.

−→
AC +

−−→
AH.

−−→
CB. le dernier

terme étant nul, il reste

−→
CA.

−−→
AB +

−−→
AH.

−→
AC =

−→
CA.

−−→
AB +

−−→
AB.

−→
AC +

−−→
BH.

−→
AC. Le dernier terme est

à nouveau nul, les deux premiers sont opposés, il ne reste don
 rien, et on peut passer à l'exer
i
e

suivant.

Exer
i
e 5 (**)

Commençons avant tout par donner les 
oordonnées des trois sommets du triangle : A(0, 0),
B(1, 0) et C(a, o).

1. Jusque-là, fa
ile : G a pour abs
isse

xA + xB + xC
3

=
1 + a

3
et pour ordonnée

o

3
.

2. La hauteur issue de C dans le triangle est simplement 
onstituée des points d'abs
isse a. Le

point H a don
 pour 
oordonnées (a, y), ave
 par exemple

−−→
AH.

−−→
BC = 0, soit a(a−1)+oy = 0,

soit y =
a(1− a)

o
.

3. La médiatri
e du segment [AB] est simplement 
onstituée des points d'abs
isse

1

2
, notons

don
 y l'ordonnée du 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit. On peut par exemple é
rire

−→
OI.

−→
AC = 0, où

I
(a

2
,
o

2

)

est le milieu du segment [AC]. Cela donne la 
ondition

a− 1

2
×a+

(o

2
− y
)

×o = 0,

soit a2 − a+ o2 − 2oy = 0, don
 y =
a(a− 1)

2o
+

o

2
. On en 
on
lut que O

(

1

2
,
a(a− 1)

2o
+

o

2

)

.

4. Le ve
teur

−−→
GH a pour abs
isse a − 1 + a

3
=

2a− 1

3
, et pour ordonnée

a(1− a)

o
− o

3
=

3a− 3a2 − o2

3o
. Le ve
teur 2

−−→
OG a pour abs
isse 2

(

1 + a

3
− 1

2

)

=
2 + 2a

3
− 1 =

2a+ 1

3
, et

pour ordonnée 2

(

o

3
− a(a− 1)

2o
− o

2

)

=
2o2 − 3a(a− 1)− 3o2

3o
=

3a− 3a2 − o2

3o
. Les deux

ve
teurs ont les mêmes 
oordonnées, ils sont don
 égaux.

5. Le symétrique de H par rapport au 
�té [AB] a pour 
oordonnées

(

a,
a(a− 1)

o

)

puisque

la droite (AB) est i
i 
onfondue ave
 l'axe des abs
isses du repère. Le 
er
le 
ir
ons
rit a

pour rayon R = OA =
√

x2
O
+ y2

O
=

√

1

4
+

a2(a− 1)2

4o2
+

a(a− 1)

2
+

o2

4
. Cal
ulons don
 le


arré de la distan
e du premier symétrique au 
entre O du 
er
le 
ir
ons
rit :

(

1

2
− a

)2

+

(

a(a− 1)

2o
+

o

2
− a(a− 1)

o

)2

=

(

1

2
− a

)2

+

(

o

2
− a(a− 1)

2o

)2

=
1

4
−a+a2+

o2

4
− a(a− 1)

2
+

a2(a− 1)2

4o2
=

1

4
− a

2
+

a2

2
+

o2

4
+

a2(a− 1)2

4o2
= R2

, le point appartient bien au 
er
le.

Pour les deux autres symétriques, on peut s'épargner bien du sou
i en 
onstatant que la

propriété en question ne dépend pas du repère 
hoisi, et même pas du fait qu'on a dé
rété

au départ AB = 1 (si AB = k, on multiplie les 
oordonnées de toutes les points par k, les
distan
es sont multipliées également par k, et la 
on
lusion reste la même). En partant d'un

repèe 
entré en B et ayant

−−→
BC pour ve
teur de base, on montrerait ainsi identiquement que le

symétrique de H par rapport à (BC) est sur le 
er
le 
ir
ons
rit, et de même pour le troisième

symétrique.

Si on tient vraiment à faire les 
al
uls, ça se 
omplique un peu. Faisons-les pour le symétrique

par rapport à (AC). La droite (AC) a pour équation y =
o

a
x (en notant (x, y) les 
oordonnées

d'un point M du plan). La hauteur issue de B dans ABC a pour équation

−−→
BM.

−→
AC =

0, soit (x − 1)a + yo = 0. Le point d'interse
tion D de la hauteur et de la droite véri�e
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don
 (xD − 1)x +
o2

a
xD = 0, soit xD =

a2

a2 + o2
, et don
 yD =

ao

a2 + o2
. En notant H ′

le

symétrique de H par rapport à (AC), on doit avoir

−−→
DH ′ =

−−→
HD, soit xH′ = 2xD − xH =

2a2

a2 + o2
− a ; et pour ordonnée yH′ =

2ao

a2 + o2
− a(1− a)

o
. Il ne reste plus qu'à 
al
uler

OH ′2 =

(

2a2

a2 + o2
− a− 1

2

)2

+

(

2ao

a2 + o2
− a(1− a)

o
− a(a− 1)

2o
− o

2

)2

=
4a4

(a2 + o2)2
+ a2 +

1

4
− 4a3

a2 + o2
− 2a2

a2 + o2
+ x+

4a2o2

(a2 + o2)2

+
a2(a− 1)2

4o2
+

o2

4
+

2a2(a− 1)

a2 + o2
− 2ao2

a2 + o2
− a(a− 1)

2

=
4a2(a2 + o2)

(a2 + o2)2
+

2a3 − 2a2 − 2ao2 − 4a3 − 2a2

a2 + o2
+

a2

2
+

1

4
+

3

2
a+

o2

4
+

a2(a− 1)2

4o2

=
−2a(o2 + a2)

a2 + o2
+

a2

2
+

1

4
+

3

2
a+

o2

4
+

a2(a− 1)2

4o2

=
a2

2
+

1

4
− a

2
+

o2

4
+

a2(a− 1)2

4o2
= OA2

.

Les plus maso
histes d'entre vous montreront que ça mar
he également pour le troisième

symétrique.

6. Comme dans la question pré
édente, on peut se 
ontenter de faire le symétrique de H par

rapport au milieu de [AB]. Ledit milieu a pour 
oordonnées

(

1

2
, 0

)

, don
 le symétrique

de H aura pour 
oordonnées

(

1− a,
a(a− 1)

o

)

(si ça ne vous semble pas évident, vous les

retrouverez en é
rivant

−→
HI =

−−→
IH ′

), don
 le 
arré de sa distan
e à O vaut

(

1

2
− a

)2

+

(

a(a− 1)

2o
− o

2

)2

=
1

4
−a+a2+

a2(a− 1)2

4o2
+
o2

4
− a(a− 1)

2
=

1

4
− a

2
+
a2

2
+
a2(a− 1)2

4o2
+
o2

4
=

OA2
. Là en
ore, les 
ourageux peuvent faire les 
al
uls pour les deux derniers symétriques

(
'est un peu moins pénible que 
i-dessus).

Sur la magni�que dessin 
i-dessous, les points O, G et H sont alignés sur la droite orange,

les symétriques de H par rapport aux 
�tés (points bleus, situés sur les hauteurs de la même


ouleur), et par rapport aux milieux (points roses, les médiatri
es sont en vert) sont tous

situés sur le 
er
le 
ir
ons
rit au triangle (en noir).
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Exer
i
e 6 (*)

• On a déjà une équation 
artésienne, on peut obtenir l'équation normale en divisant par

√

22 + (−1)2 =
√
5, 
e qui donne − 2√

5
x +

1√
5
y =

3√
5

(on a également 
hangé le signe

pour trouver la forme standard ave
 un 
oe�
ient positif à droite). Comme on ne 
onnait

pas vraiment d'angle dont le 
osinus vaut − 2√
5
et le sinus

1√
5
, on peut juste 
onstater que

l'angle en question va se trouver entre

π

2
et π, on peut don
 prendre θ0 = arccos

(

− 2√
5

)

. Par

ailleurs, le point A(0, 3) appartient à la droite, qui est don
 dé
rite par le système d'équations

paramétriques

{

x = t
y = 3 + 2t

.

• Un pointM(x, y) appartient à (d) si et seulement si det(
−−→
AM,

−−→
AB) = 0, soit 8(x−1)−4(y−2) =

0, don
 8x − 4y = 0, 
e qu'on peut simpli�er en 2x − y = 0 (en e�et, on peut deviner en

regardant les 
oordonnées de A et B que y = 2x est une équation de la droite). On peut en

déduire dire
tement un système d'équations paramétrique :

{

x = t
y = 2t

. L'équation normale

s'obtient 
omme 
i-dessus,

2√
5
x− 1√

5
y = 0.

• La droite pré
édente avait pour ve
teur dire
teur

−−→
AB(4, 8), un point M(x, y) appartient à

notre nouvelle droite si

−−→
CM.

−−→
AB = 0, soit 4(x + 1) + 8(y − 3) = 0, don
 4x + 8y − 20 = 0.

On peut diviser tout 
ela par 4 pour obtenir x+2y− 5 = 0. On 
ommen
e à avoir l'habitude

des divisions par

√
5, 
elà donne

1√
5
x +

2√
5
y =

√
5. Pour le paramétrage, on peut prendre


omme ve
teur dire
teur (8,−4), 
e qui donne

{

x = −1 + 8t
y = 3− 4t

.

• On obtient dire
tement une équation 
artésienne : (x− 1)− 2(y− 1) = 0, soit x− 2y+1 = 0.

L'équation normale 
orrespondante est − 1√
5
+

2√
5
=

1√
5
(non, je ne fais pas une obsession
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sur le nombre

√
5). Une équation paramétrique possible est

{

x = 1 + 2t
y = 1 + t

.

Exer
i
e 7 (**)

Le point M(x, y) appartient à (au moins) une des droites de la famille si l'équation (1 − a2)x+
2ay+a2−2a−3 = 0 (d'in
onnue a) admet au moins une solution. Cette équation peut être mise sous

forme d'équation du se
ond degré : (1− x)a2 + (2y − 2)a+ x− 3 = 0. Elle admet pour dis
riminant

∆ = (2y − 2)2 − 4(1 − x)(x − 3) = 4((y − 1)2 + (x − 1)(x − 3)). Cette équation admet (au moins)

une solution si ∆ > 0, soit (y − 1)2 + x2 − 4x+ 3 > 0, soit (y − 1)2 + (x− 2)2 > 1. Le point M doit

don
 être situé à une distan
e supérieure ou égale à 1 du point A(2, 1). L'ensemble des points par

lesquels passe au moins une droite de la famille est don
 le plan privé du disque ouvert de 
entre A
et de rayon 1.

Dans le 
as où ∆ > 0, il y a deux solutions qu'on notera a et b à l'équation, don
 deux droites de la

famille passent par M , de ve
teurs normaux respe
tifs

−→ua(1−a2, 2a) et −→ub(1−b2, 2b). Les deux droites

seront perpendi
ulaires si ~ua. ~ub = 0, soit (1−a2)(1−b2)+2a×2b = 0, don
 1−a2−b2+5a2b2 = 0. Or,

on 
onnait la somme et le produit des deux solutions d'une équation du se
ond degré : a+ b = 2−2y
et ab = x− 3. On en déduit que a2b2 = (x− 3)2, et −a2− b2 = 2ab− (a+ b)2 = 2(x− 3)− (2− 2y)2.
Du 
oup, notre 
ondition devient 1 + 2(x− 3)− (2− 2y)2 +5(x− 3)2 = 0, soit en développant et en

regroupant 5x2 − 4y2 − 28x+ 8y + 36 = 0. On ne sait pas dé
rire pré
isément 
e genre d'ensemble,

il sagit en fait d'une hyperbole.

Exer
i
e 8 (*)

1. Un simple 
al
ul de déterminant su�t : AABC =
1

2
|det(−−→AB,

−→
AC)| = 1

2

∣

∣

∣

∣

3 4
4 −2

∣

∣

∣

∣

=
1

2
| − 6−

16| = 11.

2. On sait par ailleurs que AABC =
1

2
× AH × BC, où H est le projeté orthogonal de A sur

(BC). Autrement dit, d(A, (BC)) = AH. Comme BC =
√

12 + (−6)2 =
√
37, on en déduit

que d(A, (BC)) =
22√
37

.

3. Un point M(x, y) appartient à (AB) si et seulement si det(
−−→
AM,

−−→
AB) = 0, soit

∣

∣

∣

∣

x+ 1 3
y + 1 4

∣

∣

∣

∣

=

0, 
e qui se traduit par 4(x+ 1)− 3(y + 1) = 0, don
 en développant 4x− 3y + 1 = 0.

4. La longueur de la hauteur 
orrespond à d(C, (AB)) =
|4× 3− 3×−3 + 1|

AB
=

22√
9 + 16

=
22

5
.

On retrouve pour l'aire du triangle AABC =
1

2
× 22

5
×AB = 11.
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Exer
i
e 9 (***)

1. On obtient sans di�
ulté du premier 
oup une �gure de 
e type :

(d)

A

B

C

D

E

B’ C’

A’

2. Le point B′
appartenant à la droite (AC), il a une abs
isse nulle, on peut don
 é
rire B′(0, β).

De même, C ′ ∈ (AB) don
 C ′(γ, 0).

3. Un point M(x, y) appartient à la droite (d) si et seulement si det(
−−−→
B′M,

−−→
B′C ′) = 0, soit

∣

∣

∣

∣

x γ
y − β −β

∣

∣

∣

∣

= 0, 
e qui donne l'équation 
artésienne −βx − γ(x − β) = 0, ou en
ore

βx + γy − βγ = 0. La droite (BC) a plus simplement pour équation x + y = 1. Le point A′

étant à l'interse
tion de 
es deux droites, on peut é
rire yA′ = 1− xA′
, et in
lure dans l'autre

équation pour obtenir la 
ondition βxA′ + γ − γxA′ − βγ = 0, 
e qui donne

γ(1− β)

γ − β
. On en

tire ensuite yA′ = 1− xA′ =
β(γ − 1)

γ − β
.
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Pour le point D, on utilise les parallélismes donnés par l'énon
é. Comme (AD)//(BC), on a la


ondition det(
−−→
AD,

−−→
BC) = 0, qui donne xD + yD = 0. Un peu plus 
ompliqué, (A′D)//(AB)

donne yD − yA′ = 0, soit yD = yA′ =
β(γ − 1)

γ − β
, et xD = −yD =

β(1− γ)

γ − β
. On pro
ède

de même pour le point E : (AE)//(BC) donne, 
omme pour le point D, xE + yE = 0. Et

(A′E)//(AC) donne xE − xA′ = 0, soit xE = xA′ =
γ(1− β)

γ − β
, puis yE = −xE =

γ(β − 1)

γ − β
.

4. Cal
ulons don
 det(
−−→
B′D,

−−→
C ′E) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

β(1 − γ)

γ − β

γ(1− β)

γ − β
− γ

β(γ − 1)

γ − β
− β

γ(β − 1)

γ − β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

β(1− γ)

γ − β

γ(1− γ)

γ − β
β(β − 1)

γ − β

γ(β − 1)

γ − β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

βγ(1 − γ)(β − 1)− βγ(β − 1)(1 − γ)

γ − β
= 0, 
e qui prouve le parallélisme des droites (B′D) et

(C ′E).

Exer
i
e 10 (**)

1. Une appli
ation de la ré
iproque du théorème de Pythagore montre que BC2 = 4a2 = AC2+
AB2

, don
 le triangle ABC est re
tangle en A.

2. Développons tous les 
arrés en faisant intervenir le point A : −4MA2+3(
−−→
MA+

−−→
AB)2+(

−−→
MA+−→

AC)2 = 6a2, don
 −4MA2 + 3MA2 + 6
−−→
MA.

−−→
AB + 3AB2 + MA2 +

−−→
MA.

−→
AC + AC2 = 6a2.

Les MA2
se simpli�ent, on rempla
e les 
�tés du triangle par leurs longueurs, et on trouve−−→

MA.(6
−−→
AB+

−→
AC) = 6a2 − 3a2 − 3a2 = 0. L'ensemble re
her
hé est don
 la droite passant par

A et de ve
teur normal 6
−−→
AB +

−→
AC.

3. Même 
al
ul en faisant 
ette fois apparaitre des C partout : −4MC2 − 8
−−→
MC.

−→
CA− 4CA2 +

3MC2+6
−−→
MC.

−−→
CB+3CB2+MC2 = 0, qui donne

−−→
MC.(−4

−→
CA+3

−−→
CB) = 0, soit

−−→
MC.(3

−−→
AB+−→

AC). L'ensemble 
her
hé est don
 une droite passant par C, de ve
teur normal 3
−−→
AB +

−→
AC.

Exer
i
e 11 (**)

Fa
torisons l'équation du 
er
le : (x − λ)2 + (y + 1)2 = λ2 − 1. Le 
er
le est don
 vide lorsque

λ ∈]− 1; 1[, réduit au point (1,−1) ou (−1,−1) lorsque λ = 1 ou λ = −1 respe
tivement, et 
'est un


er
le de 
entre Aλ(λ,−1) et de rayon
√
λ2 − 1 sinon. Pour savoir le nombre de points d'interse
tion

ave
 la droite, on peut 
al
uler la distan
e d(Ω,D) =
|λ− 1 + 1|√

2
=

|λ|√
2
. Le 
arré de 
ette distan
e,

λ2

2
, est plus petit que le 
arré du rayon du 
er
le si 1 6

λ2

2
, soit |λ| >

√
2. Cher
hons dans 
e 
as

les 
oordonnées du ou des points d'interse
tion, notons M(x, y) un tel point, on aura y = −1 − x,
don
 en reportant dans l'équation du 
er
le (x−λ)2 +(−x)2 = λ2 − 1, soit 2x2 − 2λx+1 = 0. Cette
équation du se
ond degré a pour dis
riminant ∆ = 4λ2 − 8 = 4(λ2 − 2). La 
ondition de positivité

est 
elle obtenue plus haut, et on a dans 
e 
as deux solutions x1 =
2λ+ 2

√
λ2 − 2

4
=

λ+
√
λ2 − 2

2
,

et x2 =
λ−

√
λ2 − 2

2
. Les ordonnées 
orrespondantes sont y1 = −1− x1 et y2 = −1− x2 (ça n'a pas

grand intérêt de développer plus). Le 
er
le et la droite sont tangents dans deux 
as : si λ =
√
2,

x1 = x2 =

√
2

2
et y1 = −1−

√
2

2
; si λ = −

√
2, x = −

√
2

2
et y =

√
2

2
− 1.
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Exer
i
e 12 (*)

Le premier 
er
le a pour rayon λ, et don
 pour équation (x − λ)2 + y2 = λ2
. Le deuxième a

également pour rayon λ (il sera aussi tangent à l'axe (Oy)), et a pour équation (x−λ)2+(y−λ)2 = λ2
.

Les deux 
entres sont distants de λ, les deux 
er
les vont toujours avoir deux points d'interse
tion. La

première équation de 
er
le se ramène à x2+y2 = 2λx. On peut développer la deuxième pour obtenir

x2+y2−2λx−2λy+λ2 = 0. En reprenant la première 
ondition, on a don
 −2λy+λ2 = 0, soit y =
λ

2
.

On doit alors avoir (équation du premier 
er
le) (x− λ)2 =
3λ2

4
, soit x = λ±

√
3λ

2
. Les deux points

d'interse
tion sont don
 A

((

1−
√
3

2

)

λ;
1

2
λ

)

et B

((

1 +

√
3

2

)

λ;
1

2
λ

)

. Le point A se trouve don


sur la droite d'équation x = (2 −
√
3)y, et le point B sur la droite d'équation x = (2 +

√
3)y. Plus

pré
isément, puisque λ > 0, les points d'interse
tion par
ourront les demi-droites ouvertes issues de

O ayant 
es équations. Les demi-droites sont en noir dans la �gure 
i-dessous, on a tra
é les deux


er
les lorsque λ = 2 :

0 1 2 3 4 5−1

0

1

2

3

4

−1

−2

A B

Exer
i
e 13 (**)

On peut toujours fa
toriser l'équation du 
er
le : (x−3)2+(y+1)2 = 5, 
er
le de 
entre B(3,−1)
et de rayon

√
5. Le point M(x, y) est un point du 
er
le par lequel passe une tangente issue de A s'il

véri�e l'équation du 
er
le, et la 
ondition

−−→
AM.

−−→
BM = 0, soit (x − 4)(x − 3) + (y + 4)(y + 1) = 0.

En développant, on obtient x2 + y2 − 7x+ 5y + 16 = 0. Comme par ailleurs x2 + y2 = 6x− 2y − 5
(équation du 
er
le), on trouve x−3y−11 = 0, soit x = 3y+11. Remplaçons dans l'équation de 
er
le

initiale : (3y+8)2+(y+1)2 − 5 = 0, soit 10y2 +50y+60 = 0. On s'empresse évidemment de diviser

l'équation par 10 pour trouver y2 +5y+6 = 0. Le dis
riminant de l'équation vaut ∆ = 25− 24 = 1,

elle admet pour solutions y1 =
−5− 1

2
= −3 et y2 =

−5 + 1

2
= −2, auxquelles 
orrespondent les

abs
isses x1 = 3y1 + 11 = 2 et x2 = 3y2 + 11 = 5. Les deux points d'interse
tion re
her
hés sont

don
 B(2,−3) et C(5,−2), et la distan
e demandée vaut BC =
√
32 + 12 =

√
10. Les plus 
urieux

véri�eront que ABDC est un 
arré, en notant C le 
entre du 
er
le initial.
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0
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D

A

B
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Exer
i
e 14 (***)

1. On sait que le triangle AA′B est re
tangle en B, puisque le point B appartient au 
er
le de

diamètre [AA′]. Autrement dit, le point B est le projeté orthogonal de A′
sur (AM), don


−−→
MA.

−−→
MA′ = MA.MB. Or,

−−→
MA.

−−→
MA′ = (

−−→
MO +

−→
OA).(

−−→
MO +

−−→
OA′) = OM2 +

−−→
MO.

−−→
OA′ +

−→
OA.

−−→
MO+

−→
OA.

−−→
OA′

. Les points A et A′
étant diamétralement opposés sur un 
er
le de 
entre

O, on a

−−→
OA′ = −−→

OA. Le développement pré
édent se simpli�e don
 (les deux termes du

milieu s'annulent) en OM2 −OA2 = OM2 −R2
.

O

MB

A’

A

2. Une tangente étant orthogonale au rayon joignant le 
entre du 
er
le au point de tangen
e,

les triangles OMS et OMT sont re
tanges en S et T respe
tivement. Les points S et T
appartiennent don
 au 
er
le de diamètre [OM ]. Comme 
e dernier ne peut 
ouper le 
er
le C
en plus de deux points, S et T sont don
 dé�nis parfaitement 
omme les points d'interse
tion

de C et du 
er
le de diamètre [OM ], 
e qui se 
onstruit très bien à la règle et au 
ompas (il

su�t de trouver le milieu de [OM ]).

O

M

I

S

T
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3. C'est une appli
ation immédiate du théorème de Pythagore dans le triangle re
tangle OMS
(ou OMT ) : OM2 = OT 2 +MT 2

, soit MT 2 = OM2 −OT 2 = OM2 −R2 = pC(M).

4. Si les points sont 
o
y
liques, la puissan
e du point N par rapport au 
er
le les 
ontenant

tous les quatre est à la fois égale à NA.NB et à NC.ND d'après la première question,

d'où l'égalité demandée. Ré
iproquement, si on suppose que NA.NB = NC.ND, notons C
le 
er
le 
ir
ons
rit au triangle ABC, on peut alors é
rire pC(N) = NA.NB (toujours en

utilisant la première question), don
 notre hypothèse implique pC(N) = NC.ND. Or, on sait

que pC(N) = NC.NE, où E est le deuxième point d'interse
tion de la droite (CN) ave
 le


er
le C (en
ore et toujours la première question). On en déduit que ND = NE, ave
 D et

E situés sur la même droite. Celà n'est possible que si D et E sont 
onfondus, 
e qui prouve

que D appartient au 
er
le 
ir
ons
rit à ABC et don
 que les quatre points sont 
o
y
liques.

5. (a) Partons du deuxième membre de l'équivalen
e, on utilise le fait que

−−→
IM =

1

2
(
−−→
OM +

−−−→
O′M)

pour obtenir la 
ondition (
−−→
OM +

−−−→
MO′).(

−−→
OM +

−−−→
O′M) = 2k, soit en développant OM2 −

O′M2 = 2k (les deux autres termes se simpli�ent). On trouve don
 OM2 = O′M2 + 2k,

e qui est équivalent à pC(M) = pC′(M) à 
ondition d'avoir 2k = R2 − R′2

, soit k =
1

2
(R2 −R′2).

(b) En utilisant les résultats du 
ours sur les lignes de niveau du produit s
alaire, l'axe radi
al

sera une droite perpendi
ulaire à

−−→
OO′

.

(
) Si les 
er
les sont sé
ants en deux points, on aura né
essairement ∆ = (AB). En e�et, A
et B sont tous deux sur l'axe radi
al (un point appartenant à un 
er
le a une puissan
e

nulle par rapport à 
elui-
i), et l'axe est une droite, 
'est né
essairement (AB).

(d) Cette fois-
i, le point de tangen
e appartient à la droite, et ∆ est perpendi
ulaire à (OO′),
don
 ∆ est la tangente 
ommune aux deux 
er
les.

(e) Notons don
 ∆ et ∆′
les axes radi
aux de C et de C′

(pour ∆) ; et de C′
et de C′′

(pour ∆′
).

Ces deux droites ne sont pas parallèles puisqu'elles sont respe
tivement perpendi
ulaires à

(OO′) et à (O′O′′) et que les trois 
entres sont supposés non alignés. Elles se 
oupent don


en un point R. Ce point appartenant à ∆, il véri�e pC(R) = pC′(R). De même, 
omme il

est sur ∆′
, il véri�e aussi pC′(R) = pC′′(R). On en 
on
lut aisément que pC(R) = pC′′(R),

et don
 que R appartient au troisième axe radi
al.

(f) Il su�t de prendre un troisième 
er
le plus ou moins aléatoire, sé
ant aux deux premiers.

On 
onstruit les axes radi
aux de 
e 
er
le ave
 
ha
un de deux 
er
les dont on est parti

(fa
ile pour des 
er
les sé
ants, il su�t de tra
er la droite reliant les points d'interse
tion,


f la question 
), ils se 
oupent en un point R. Comme 
e point appartient à l'axe radi
al

de nos deux 
er
les (question e), 
e dernier est la droite perpendi
ulaire à (OO′) passant
par R.
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