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Vrai-Faux

1. C'est vrai pour tout fon
tion 
ontinue sur un intervalle, don
 a fortiori pour une fon
tion

dérivable qui est né
essairement 
ontinue.

2. Faux, l'équation n'est pas normalisée et ne véri�e pas le prin
ipe de Cau
hy en 0. D'ailleurs,
en remplaçant x par 0 dans l'équation, on voit bien qu'on doit avoir y(0) = cos(0) = 1.

3. Faux, il manque le signe − dans l'exponentielle.

4. Vrai.

5. Faux, il manque un x dans la parenthèse, 
'est (A+Bx)erx.

Exer
i
e 1 (* à **)

Pour simpli�er la présentation des 
al
uls, on présentera en général les 
al
uls de primitives sous

la forme d'intégrales sans bornes. Les 
al
uls seront faits ligne par ligne :

• I
i, mieux vaut dire
tement donner F (x) =
1

4(1− 2x)2
, primitive valable sur 
ha
un des deux

intervalles de dé�nition de f , à savoir

]

−∞;
1

2

[

et

]

1

2
;+∞

[

.

• F (x) =

∫

cos(x) sin(x) dx =
1

2
sin2(x).

• On fait une intégration par parties en posant u(x) = arctan(x) et v′(x) = 1, don
 u′(x) =
1

1 + x2
et v(x) = x, donne F (x) =

∫

arctan(x) dx = x arctan(x)−
∫

x

1 + x2
dx = x arctan(x)−

1

2
ln(1 + x2).

• F (x) =

∫

1

ch(x)
dt =

∫

2

ex + e−x
dx =

∫

2ex

e2x + 1
dx. E�e
tuons le 
hangement de va-

riable t = ex (don
 x = ln(t)), 
e qui donne dt = exdx, et transforme notre intégrale en

F (x) =

∫

2

t2 + 1
dt = 2arctan(t) = 2 arctan(ex). Les plus 
urieux 
onstateront que d'autres


hangements de variables sont possibles, qui donnent de façon intéressante d'autres expres-

sions de nos primitives. Par exemple, en posant dire
tement u = sh(x) dans l'intégrale initiale,

du = ch(x)dx, et F (x) =

∫

ch(x)

ch2(x)
dx =

∫

1

1 + t2
dt puisque ch2(x) = 1+ sh2(x). On trouve

alors F (x) = arctan(sh(x)), qui est toujours égal à 2 arctan(ex) − π

2
(avouez que ça n'a rien

d'évident).

• F (x) =

∫

x sin(x) sin2(x) dx =

∫

x sin(x)(1−cos2(x)) dx =

∫

x sin(x) dx−
∫

x sin(x) cos2(x) dx.

Coupons l'intégrale en deux pour alléger un peu la réda
tion : F1(x) =

∫

x sin(x) dx =

−x cos(x)+

∫

cos(x) dx = −x cos(x)+sin(x) par intégration par parties. Passons au deuxième

1



mor
eau, où on va aussi pouvoir faire une IPP en posant u(x) = x et v′(x) = − sin(x) cos2(x),

soit u′(x) = 1 et v(x) =
1

3
cos3(x) (
oup de pot, 
ette primitive !), 
e qui donne F2(x) =

∫

−x sin(x) cos2(x) =
x

3
cos3(x)−

∫

1

3
cos3(x) dx =

x

3
cos3(x)− 1

3

∫

cos(x)(1−sin2(x)) dx =

x

3
cos3(x)− 1

3
sin(x) +

1

3
× 1

3
sin3(x). Finalement, on trouve brillamment F (x) =

x

3
cos3(x)−

x cos(x) +
1

9
sin3(x) +

2

3
sin(x). Une autre méthode possible est la linéarisation : sin(3x) =

3 sin(x) − 4 sin3(x), don
 sin3(x) =
3

4
sin(x) − 1

4
sin(3x), on peut ensuite e�e
tuer une IPP

sur 
haque moitié (en dérivant le x à 
haque fois) : F (x) =

∫

3

4
x sin(x) − 1

4
x sin(3x) dx =

−3

4
x cos(x)+

3

4

∫

cos(x) dx+
1

4

x cos(3x)

3
− 1

12

∫

cos(3x) = −3

4
x cos(x)+

3

4
sin(x)+

1

4
x cos(3x)−

1

36
sin(3x).

• On ne se fatigue surtout pas, f est à peu près de la forme u′
√
u, qui a une primitive pro-

portionnelle à u
3
2
. I
i, on trouve don
 dire
tement F (x) =

1

6
(1 + 2x2)

3
2
(dé�nie sur R tout


omme f ).
• On a vraiment très envie d'e�e
tuer le 
hangement de variables t = ln(x), 
e qui donne

dt =
1

x
dx (ça tombe bien,

1

x
se met fa
ilement en fa
teur dans l'intégrale) pour trouver

F (x) =

∫

1

x(1 + ln2(x))
dx =

∫

1

1 + t2
dt = arctan(ln(x)), valable sur R+∗

(on pouvait bien

sûr remarquer dire
tement que la fon
tion f est la dérivée de la fon
tion obtenue).

• E�e
tons deux IPP su

essives en dérivant à 
haque fois la fon
tion hyperbolique et en pri-

mitivant la fon
tion trigonométrique (on peut bien sûr faire le 
ontraire, ça mar
he pareil) :

F (x) =

∫

ch(x) cos(x) dx = ch(x) sin(x)−
∫

sh(x) sin(x) dx = ch(x) sin(x) + sh(x) cos(x)−
∫

ch(x) cos(x) dx = ch(x) sin(x) + sh(x) cos(x) − F (x). Du 
oup, 2F (x) = ch(x) sin(x) +

sh(x) cos(x) et F (x) =
1

2
(ch(x) sin(x) + sh(x) cos(x)).

• Une toute petite astu
e su�t : F (x) =

∫

1 + x2 − 1

1 + x2
dx =

∫

1− 1

1 + x2
dx = x− arctan(x).

• I
i, on peut au 
hoix utiliser la même astu
e que dans le 
al
ul pré
édent (
e qui est sous

l'intégrale s'é
rit

√
x+ 1− 1√

x+ 1
, et tout s'intègre dire
tement), ou bien, pour mieux voir 
e

qui se passe, e�e
tuer le petit 
hangement de variable t = x+1 :

∫

x√
x+ 1

dx =

∫

t− 1√
t

dt =
∫ √

t− 1√
t
dt =

2

3
t
3
2 −

√
t

2
=

2

3
(x−1)

√
x− 1− 1

2

√
x− 1 =

(

2

3
x− 7

6

)√
x− 1. Cette primitive

est valable sur tout l'intervalle ]− 1,+∞[.

• En
ore un bon exemple d'IPP, en posant u(x) = ln(1+x2), soit u′(x) =
2x

1 + x2
, et v′(x) = 1,

soit v(x) = x. On trouve F (x) =

∫

ln(1 + x2) dx = x ln(1 + x2) −
∫

2x2

1 + x2
dx = x ln(1 +

x2) − 2

∫

1 − 1

1 + x2
dx = x ln(1 + x2) − 2x + 2arctan(x) (même astu
e que la neuvième

intégrale de 
e même exer
i
e pour la �n du 
al
ul).

• À part une IPP, on ne voit pas bien quoi faire : posons u(x) = ln(x+
√
x2 − 1), soit u′(x) =

1 + x√
x2−1

x+
√
x2 − 1

=
1√

x2 − 1
; et v′(x) = 1, soit v(x) = x. On trouve alors F (x) =

∫

ln(x +

2



√

x2 − 1) dx = x ln(x+
√

x2 − 1)−
∫

x√
x2 − 1

dx = x ln(x+
√

x2 − 1)−
√

x2 − 1, primitive

valable sur [1,+∞[.

Exer
i
e 2 (* à **)

• Un simple 
hangement de variables t = x + 1 simpli�e énormément le 
al
ul : I =

∫ 1

0
(x −

2)(x + 1)5 dx =

∫ 2

1
(t− 3)t5 dt =

∫ 2

1
t6 − 3t5 dt =

[

t7

7
− t6

2

]2

1

=
127

7
− 63

2
= −187

14
.

• Une simple en
hainement d'IPP su�t, en posant u(x) = (ln(x))3, soit u′(x) =
3(ln(x))2

x
;

et v′(x) = x2, soit v(x) =
x3

3
, 
e qui donne I =

∫ e

1
x2(ln(x))3 dx =

[

x3

3
(ln(x))3

]

−
∫ e

1
x2(ln(x))2 dx =

e3

3
−
∫ e

1
x2(ln(x))2 dx. On e�e
tue une deuxième IPP en posant u(x) =

(ln(x))2, soit u′(x) =
2 ln(x)

x
; et v′(x) = x2, soit v(x) =

x3

3
, pour trouver I =

e3

3
−

[

x3

3
ln(x)2

]

+

∫ e

1

2x2

3
ln(x) =

e3

3
− e3

3
+

2

3

∫ e

1
x2 ln(x) dx. Allez, une dernière IPP pour

�nir, en posant u(x) = ln(x), soit u′(x) =
1

x
; et v′(x) = x2, don
 v(x) =

x3

3
. On �nit par

obtenir I =
2

3

[

x3

3
ln(x)

]

− 2

3

∫ e

1

x2

3
dx =

2e3

9
− 2

9

[

x3

3

]e

1

=
2e3

9
− 2e3 − 2

27
=

4e3 + 2

27
.

• On re
onnait i
i à très peu de 
hoses près une forme

u′

u
qui s'intègre dire
tement (si vraiment

on n'est pas réveillés, un petit 
hangement de variables t = e2x permet aussi de se tirer

d'a�aire) : I =

∫
ln(2)

2

0

e2x

e2x + 2
dx =

[

1

2
ln(e2x + 2)

]

ln(2)
2

0

=
1

2
(ln(4)− ln(3)) = ln

(

2√
3

)

.

• On peut s'en sortir rapidement en se souvenant que cos(2x) = 2 cos2(x)− 1, don
 cos2(x) =

1

2
(cos(2x) + 1), d'où I =

1

2

∫

02π cos(2x) + 1 dx =
1

2

[

1

2
sin(2x) + x

]2π

0

= π. Allez, une

te
hnique hyper astu
ieuse pour 
eux qui aiment : on peut 
onstater que I =

∫ 2π

0
sin2(x) dx

(intégrer le 
arré du 
osinus ou du sinus sur une période donne la même 
hose), puis faire la

somme des deux pour trouver

∫ 2π

0
cos2(x) + sin2(x) dx =

∫ 2π

0
1 dx = 2π. Cha
une des deux

intégrales vaut don
 π.

• On re
onnait immédiatement

u′

u2
(
e n'est pas par
e que le x est au dénominateur qu'il faut

se laisser avoir), du 
oup I =

[

− 1

ln(x)

]e2

e

= −1

2
+ 1 =

1

2
(au pire, le 
hangement de variable

t = ln(u) ramène au même 
al
ul).

• On peut intégrer dire
tement si on est un tout petit peu malin : I =

∫ 1

0

x

1 + (x2)2
dx =

[

1

2
arctan(x2)

]1

0

=
π

8
.

• Parfois, la méthode bêtement bourrine est e�
a
e, rempla
er joyeusement tout par des expo-

nentielles fon
tionne. Commençons par 
al
uler sh2(x) ch2(x) =
e2x − 2 + e−2x

4
×e2x + 2 + e−2x

4
=

e4x − 2 + e−4x

16
, puis intégrons : I =

1

16

∫ ln(2)

0
e4x+e−4x−2 dx =

1

16

[

e4x

4
− e−4x

4
− 2x

]ln(2)

0

=

3



1

16

(

16

4
− 1

4
− 1

16× 4
+

1

4
− 2 ln(2)

)

=
1

4
− 1

1 024
− ln(2)

8
=

255

1 024
− ln(2)

8
.

• Un exemple surprenant de double intégration par parties : on 
ommen
e par poser u(x) =

cos(x), don
 u′(x) = − sin(x) ; et v′(x) = v(x) = ex, pour trouver I = [ex cos(x)]
π

2
0 +

∫ π

2

0
ex sin(x) dx, et on re
ommen
e, toujours ave
 v′(x) = v(x) = ex, et u(x) = sin(x),

don
 u′(x) = cos(x). On a 
ette fois I = −1 + [ex sin(x)]
π

2
0 −

∫ π

2

0
ex cos(x) dx = −1 + e

π

2 − I.

Autrement dit, 2I = e
π

2 − 1, et I =
e

π

2 − 1

2
.

• De qui se moque-t-on dans 
et exer
i
e ? On a déjà fait la même en plus fa
ile à la deuxième

intégrale ! Au moins, i
i, deux IPP su�ront, je ne détaille pas autant que la première fois,

on dérive bien sûr toujours les puissan
es de ln pour intégrer les x : I =

[

x2

2
ln(x)2

]e

1

−
∫ e

1
x ln(x) dx =

e2

2
−
[

x2

2
ln(x)

]e

1

+

∫ e

1

x

2
dx =

e2

2
− e2

2
+

[

x2

4

]e

1

=
e2 − 1

4
.

• On aimerait bien faire une IPP mais une primitive de sin2, 
e n'est pas for
ément trivial

à trouver. Soit on en trouve une quand même en pensant qu'il y a un lien entre sin2(x)
et cos(2x) (petit tru
 déjà exploité un peu plus haut), soit on utilise une astu
e en posant

J =

∫ π

2

0
x2 cos2(x) dx, et en 
al
ulant la somme et la di�éren
e de I et de J . Allez, faisons


omme ça : I + J =

∫ π

2

0
x2(sin2(x) + cos2(x)) dx =

∫ π

2

0
x2 dx =

[

x3

3

]

π

2

0

=
π3

24
. La di�éren
e

demande plus de boulot : I − J =

∫ π

2

0
x2(sin2(x) − cos2(x)) dx =

∫ π

2

0
−x2 cos(2x) dx. Il va

falloir faire une double IPP, en dérivant à 
haque fois les x et en primitivant les fon
tions

trigonométriques : u(x) = x2 don
 u′(x) = 2x ; v′(x) = cos(2x), don
 v(x) =
sin(2x)

2
, pour

trouver I − J =

[

−x2

2
sin(2x)

]

π

2

0

+

∫ π

2

0
x sin(2x) dx =

∫ π

2

0
x sin(2x) dx. Il va évidemment

falloir une deuxième IPP : I − J =

[

−x
cos(2x)

2

]
π

2

0

+

∫ π

2

0

cos(2x)

2
dx =

π

4
+

[

sin(2x)

4

]
π

2

0

=
π

4
.

Ne reste plus qu'à é
rire que I =
I + J

2
+

I − J

2
=

π3

48
+

π

8
.

• Il est plus simple pour la réda
tion de 
al
uler par IPP J =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx : on pose

u(x) =
1

1 + x2
, soit u′(x) = − 2x

(1 + x2)2
; et v′(x) = 1, don
 v(x) = x. On trouve alors

J =

[

x

1 + x2

]1

0

+

∫ 1

0

2x2

(1 + x2)2
dx =

1

2
+ 2

∫ 1

0

1 + x2 − 1

(1 + x2)2
dx =

1

2
+ 2J − 2I. Autrement dit,

I =
1

2
J+

1

4
. Or, on sait 
al
uler dire
tement J = [arctan(x)]10 =

π

4
, dont on déduit I =

π + 2

8
.

• Dans 
e genre de 
as, le 
hangement de variable t = 1 − x est le bienvenu (attention au


hangement de signe : dt = −dx) : I =

∫ 0

1
−(1 − t)2

√
t dt =

∫ 1

0
(1 − 2t + t2)

√
t dt =

∫ 1

0

√
t− 2t

3
2 + t

5
2 dt =

[

2

3
t
3
2 − 4

5
t
5
2 +

2

7
t
7
2

]1

0

=
2

3
− 4

5
+

2

7
=

16

105
.

• On a sous l'intégrale une forme u′u, qui est à un fa
teur près la dérivée de u2, on fait don


une intégration dire
te : I =

[

1

2
(ln(x))2

]e

1

=
1

2
.

• C'est la même que la pré
édente ! Ah non, zut, la ra
ine 
arrée 
omplique tout. Pas tant que

4



ça en fait : I =

∫ e

1

2 ln(
√
x)√

x
dx. e�e
tuons un 
hangement de variable en posant t =

√
x, don


dt =
1

2
√
x
dx, pour trouver I =

∫

√
e

1
4 ln(t) dt = 4[t ln(t) − t]

√
e

1 = 4(
√
e ln(

√
e) −

√
e + 1) =

4− 2
√
e.

• Empressons-nous de poser t = x+1 pour trouver I =

∫ 2

1

(t− 1)3√
t

dt =

∫ 2

1
t
5
2 − 3t

3
2 +3

√
t−

1√
t
dt =

[

2

7
t
7
2 − 6

5
t
5
2 + 2t

3
2 − 2

√
t

]2

1

=
2(8

√
2− 1)

7
− 6(4

√
2− 1)

5
+ 2(2

√
2− 1)− 2

√
2 + 2 =

(

16

7
− 24

5
+ 2

)√
2− 2

7
+

6

5
=

32− 18
√
2

35

Exer
i
e 3 (** à ***)

• I
i, les plus malins feront la dé
omposition en éléments simples à vue (même pas besoin

d'identi�
ation) :

1

x(x+ 1)
=

x+ 1− x

x(x+ 1)
=

1

x
− 1

x+ 1
, don
 I =

∫ 3

2

1

x
− 1

x+ 1
dx = [ln(x)−

ln(x+ 1)]32 = ln(3)− ln(4)− ln(2) + ln(3) = 2 ln(3)− 3 ln(2) = ln

(

9

8

)

.

• La dé
omposition en éléments simples va donner

x+ 1

(x2 + 1)(x− 2)
=

ax+ b

x2 + 1
+

c

x− 2
. En multi-

pliant par x−2 en en prenant x = 2, on trouve

3

5
= c. En multipliant tout par x et en prenant

la limite en +∞, 0 = a + c, don
 a = −3

5
. Pour a
hever le 
al
ul, on regarde pour x = 0 :

−1

2
= b− c

2
, don
 b =

c− 1

2
= −1

5
. Finalement, I =

∫ 1
2

0

3

5
× 1

x− 2
− 3

5

x

x2 + 1
− 1

5(x2 + 1)
dx =

[

3 ln(2− x)

5
− 3 ln(x2 + 1)

10
ln(x2 + 1)− arctan(x)

5

]

1
2

0

=
3

5

(

ln

(

3

2

)

− ln(2)

)

− 3

10
ln

(

5

4

)

−
1

5
arctan

(

1

2

)

=
3

10
(2 ln(3)− 2 ln(2)− ln(5))− 1

5
arctan

(

1

2

)

=
3

10
ln

(

9

20

)

− 1

5
arctan

(

1

2

)

.

On ne peut pas vraiment simpli�er plus, notamment l'ar
tangente qui ne 
orrespond pas le

moins du monde à un angle remarquable.

• On revient à du plus fa
ile : x2 − 4x + 3 = (x − 1)(x − 3), on peut dé
omposer sous la

forme

1

(x− 1)(x− 3)
=

a

x− 1
+

b

x− 3
. En multipliant par x − 1 puis par x − 3, on trouve

fa
ilement −1

2
= b et

1

2
= b, don
 I =

1

2

∫ 0

−1

1

x− 3
− 1

x− 1
dx =

1

2
[ln(3−x)− ln(1−x)]0−1 =

1

2
(ln(4)− ln(3)− ln(2)) =

1

2
ln

(

2

3

)

.

• Comme on a déjà vu quasiment le même 
al
ul en 
ours, je passe les détails : I =

∫ 1

0

1

(x+ 1
2 )

2 + 3
4

dx =

∫ 3
2

1
2

1

t2 + 3
4

dt =
4

3

∫ 3
2

1
2

1

( 2√
3
t)2 + 1

dt =
1

2
√
3

[

arctan

(

2√
3
u

)]
3
2

1
2

=

1

2
√
3

(

arctan(
√
3)− arctan

(

1√
3

))

=
π

3
√
3
.

• Les primitives seront dé�nies sur 
ha
un des intervalles ]−∞, 2[ et sur ]2,+∞[, on va déter-

miner une primitive dé�nie sur le premier intervalle. On 
ommen
e par une IPP en dérivant

l'ar
tangente et en primitivant le fa
teur 1 : 
omme x 7→ x− 1

x− 2
a pour dérivée

−1

(x− 2)2
, 
elle

5



de x 7→ arctan

(

x− 1

x− 2

)

vaut

−1

(x− 2)2
1

1 + (x−1
x−2)

2
= − 1

2x2 − 6x+ 5
. On trouve alors F (x) =

x arctan

(

x− 1

x− 2

)

+

∫

x

2x2 − 6x+ 5
dx. Le dénominateur de la nouvelle intégrale ne s'annule

jamais, mais on peut é
rire

∫

x

2x2 − 6x+ 5
dx =

∫

1

4

4x− 6

2x2 − 6x+ 5
+

3

2

1

2x2 − 6x+ 5
dx =

1

4
ln(2x2 − 6x + 5) +

∫

3

4

1

(x− 3
2 )

2 + 1
4

dx =
1

4
ln(2x2 − 6x + 5) +

∫ x

0

3

(2x− 3)2 + 1
dt =

1

4
ln(2x2 − 6x + 5) +

3

2
arctan(2x − 3). Finalement, F (x) = x arctan

(

x− 1

x− 2

)

+
1

4
ln(2x2 −

6x+ 5) +
3

2
arctan(2x− 3).

Exer
i
e 4 (***)

1. En fait, le 
hangement de variables u = cos(t) est nettement plus pertinent, ave
 le si-

nus, on n'arrive à rien. Posons don
 u = cos(t), 
e qui transforme les bornes de notre in-

tégrale en cos(0) = 1 et en cos
(π

6

)

=

√
3

2
, et surtout l'élément di�érentiel véri�e du =

− sin(t) dt. Au niveau de la réda
tion, il est plus 
ommode de multiplier en haut et en bas

par sin(t) dans l'intégrale initiale pour faire apparaitre le 
hangement d'élément di�érentiel :

I =

∫ π

6

0

1

sin(t)
dt =

∫ π

6

0

1

1− cos2(t)
× sin(t) dt =

∫

√

3
2

1
− 1

1− u2
du =

∫ 1

√

3
2

1

1− u2
du. Il

reste une petite dé
omposition en éléments simples à e�e
tuer :

1

1− u2
=

1

(1− u)(1 + u)
=

1− u+ 1 + u

2(1 − u)(1 + u)
=

1

2(1 + u)
+

1

2(1 − u)
. On en déduit que I =

1

2

∫ 1

√

3
2

1

1 + u
+

1

1− u
du =

1

2
[ln(1+u)−ln(1−u)]1√3

2

=
1

2

(

ln(2) − ln

(

2 +
√
3

2

)

+ ln

(

2−
√
3

2

)

− ln(0)

)

, et il est grand

temps d'arrêter de 
al
ul idiot puisque manifestement 
ette intégrale n'existe pas (de fait, la

fon
tion initialement sous l'intégrale n'est pas dé�nie en 0 !).

Tout de même, pour les fans d'astu
es bizarres, une façon rapide de 
al
uler une primitive

de

1

sin(t)
est de faire un 
hangement de variable beau
oup plus anodin en posant t = 2u :

∫

1

sin(t)
dt =

∫

2

sin(2u)
du =

∫

1

sin(u) cos(u)
du =

∫

1

tan(u) cos2(u)
du, et on re
onnait une

forme

u′

u
puisque la dérivée de la tangente est notamment égale à

1

cos2
. Du 
oup,

∫

1

sin(t)
dt =

ln(| tan(u)|) = ln

(
∣

∣

∣

∣

tan

(

t

2

)
∣

∣

∣

∣

)

.

2. On 
ommen
e don
 par e�e
tuer une IPP en posant u′(x) = x et u(x) =
x2

2
, et v(x) =

arctan(x), soit v′(x) =
1

1 + x2
. On obtient don
 I =

∫ 1
0 x arctan(x) dx =

[

x2

2
arctan(x)

]1

0

−

1

2

∫ 1

0

x2

1 + x2
dx =

π

8
− 1

2

∫ 1

0

x2 + 1− 1

x2 + 1
dx =

π

8
− 1

2
[x− arctan(x)]10 =

π

8
− 1

2
+

π

8
=

π

4
− 1

2
.

3. Puisqu'on nous le propose, posons don
 t = π−x, 
e qui transforme les bornes de l'intégrale en

π et 0 (autrement dit, on les é
hange) et l'élément di�érentiel en dt = −dx. Quitte à remettre

les bornes dans le bon sens, on peut don
 
onserver bornes et élément di�érentiel identiques

et ne modi�er que 
e qui se trouve sous l'intégrale. On sait que sin(x) = sin(π − t) = sin(t),
et cos(x) = cos(π − t) = − cos(t), mais l'élévation au 
arré fait disparaitre 
e 
hange-
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ment de signe. On peut don
 é
rire I =

∫ π

0

x sin(x)

1 + cos2(x)
dx =

∫ π

0

(π − t) sin(t)

1 + cos2(t)
dt =

π

∫ π

0

sin(t)

1 + cos2(t)
dt−I. Or l'intégrale restante se 
al
ule très bien, elle vaut [− arctan(cos(x))]π0 =

− arctan(−1) + arctan(1) =
π

2
. On a don
 2I = π2

2 , soit I =
π2

4
.

4. Tentons don
 une IPP en posant u′(t) = 1 (et don
 par exemple u(t) = t), et v(t) =

sin(ln(t)) qui implique v′(t) =
1

t
cos(ln(t)). En notant I l'intégrale à 
al
uler, on a don


I = [t sin(ln(t))]e
π

1 −
∫ eπ

1
cos(ln(t)) dt = −

∫ eπ

1
cos(ln(t)) dt. On refait une IPP en posant

toujours u′(t) = 1 et u(t) = t, et 
ette fois v(t) = cos(ln(t)), soit v′(t) = −1

t
sin(ln(t)). On

trouve alors I = −[t cos(ln(t))]e
π

1 +

∫ eπ

1
− sin(ln(t)) dt = eπ + 1 − I, don
 2I = eπ + 1 et

I =
eπ + 1

2
.

Autre méthode possible pour le 
al
ul de I, un 
hangement de variable u = ln(t) qui donne

dt = eu du et I =

∫ π

0
sin(u)eu du, intégrale qui elle-même se 
al
ule à l'aide d'une double

IPP � 
ir
ulaire �.

5. Commençons déjà par é
rire tan(x) = tan
(

2× x

2

)

=
2 tan(x2 )

1− tan2(x2 )
=

2t

1− t2
. On en déduit

que 1+tan2(x) = 1+
4t2

(1− t2)2
=

1− 2t2 + t4 + 4t2

(1− t2)2
=

(1 + t2)2

(1− t2)2
. On sait bien que

1

cos2(x)
=

1 + tan2(x), don
 on déduit du 
al
ul pré
édent que cos2(x) =
(1− t)2

(1 + t)2
. Sur notre intervalle

d'intégration, t ∈ [0, 1], don
 1 − t2 > 0. De plus, cos(x) lui-même est positif entre 0 et

π

2
,

don
 on peut é
rire que cos(x) =
1− t2

1 + t2
. On 
al
ule en�n sin(x) = tan(x) cos(x) =

2t

1 + t2
.

Il est temps d'e�e
tuer le 
hangement de variable proposé pour 
e 
al
ul d'intégrale. On

a don
 x = 2arctan(t), soit dx =
2

1 + t2
dt, et les bornes deviennent 0 et tan

(π

4

)

= 1.

Autrement dit, I =

∫ π

2

0

1

2 + sin(x)
dx =

∫ 1

0

1

2 + 2t
1+t2

× 2

1 + t2
dt =

∫ 1

0

1

1 + t2 + 2t
dt =

∫ 1

0

1

(1 + t)2
dt =

[

− 1

1 + t

]1

0

= −1

2
+ 1 =

1

2
.

Ce 
hangement de variable t = tan
(x

2

)

permet en fait de transormer n'importe quel quotient

faisant intervenir des puissan
es du 
osinus et du sinus en fra
tion rationnelle � ordinaire �,

mais la te
hnique n'est pas au programme.

Exer
i
e 5 (**)

1. Cal
ulons ! On trouve fa
ilement u0 =

∫ 1

0

1

2
dt =

1

2
, puis u1 =

∫ 1

0

1

1 + t
dt = [ln(1 + t)]10 =

ln(2) ≃ 0.69, et même u2 =

∫ 1

0

1

1 + t2
dt = [arctan(t)]10 =

π

4
≃ 0.79. Beau
oup moins

fa
ilement, on peut 
al
uler u3 =

∫ 1

0

1

1 + t3
dt =

ln(2)

3
+

π
√
3

9
≃ 0.84 (je ne refais pas le


al
ul puisque 
'est un exemple vu en 
ours !).

Pour s'amuser un peu, on peut 
al
uler u4. Commençons par fa
toriser le dénominateur

t4 + 1. les ra
ines de 
e polyn�mes sont les ra
ines quatrièmes de −1, qui ont pour mo-
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dule 1 (
omme −1) et pour argument

π

4
modulo

π

2
pusique −1 a pour ardument π. elles

sont don
 égales à ei
π

4
, e−iπ

4
, ei

3π
4

et e−i 3π
4
. En regroupant les ra
ines 
onjugués pour re-

trouver des fa
teurs réels, on obtient t4 + 1 = (t − ei
π

4 )(t − e−iπ
4 )(t − ei

3π
4 )(t − e−i 3π

4 ) =
(

t2 − 2 cos
(π

4

)

+ 1
)

(

t2 − 2 cos

(

3π

4

)

+ 1

)

= (t2 −
√
2t + 1)(t2 +

√
2t + 1). On peut don


dé
omposer en éléments simple sous la forme

1

1 + t4
=

at+ b

t2 +
√
2t+ 1

+
ct+ d

t2 −
√
2t+ 1

. En

regardant en 0, on trouve b + d = 1 ; en multipliant par t et en regardant la limite en

+∞, on trouve a + c = 0. Et pour vous faire plaisir, une bidouille immonde pour ob-

tenir plus de renseignements : en remplaçant t par −t, on trouve dans l'équation initiale

1

1 + t4
=

−at+ b

t2 −
√
2t+ 1

+
−ct+ d

t2 +
√
2t+ 1

, 
e qui nous 
onduit � par identi�
ation � à a�rmer que

−a = c, et surtout b = d. On a don
 b = d =
1

2
. Une dernière information, par exemple en t = 1

où

1

2
=

a+ b

2 +
√
2
+

c+ d

2−
√
2
=

(a+ b)(2 −
√
2) + (c+ d)(2 +

√
2)

2
, donne 1 = 2

√
2c+2, soit c =

− 1

2
√
2
et a =

1

2
√
2
. On en déduit don
 que

1

1 + t4
=

1

2
√
2

(

t+
√
2

t2 +
√
2t+ 1

+
t−

√
2

t2 −
√
2t+ 1

)

=

1

4
√
2

(

2t+
√
2

t2 +
√
2t+ 1

+
2t−

√
2

t2 −
√
2t+ 1

+

√
2

(t+
√
2
2 )2 + 1

2

−
√
2

(t−
√
2
2 )2 + 1

2

)

, 
e qui se primitive

� fa
ilement � en

1

4
√
2
(ln(t2+

√
2t+1)−ln(t2−

√
2t+1)+2arctan(

√
2t+1)+2arctan(

√
2t−1)).

On en déduit que u4 =
1

4
√
2
(ln(2+

√
2)−ln(2−

√
2)+2 arctan(1+

√
2)+2 arctan(

√
2−1)) ≃ 0.87

(on peut simpli�er le résultat si on a des 
onnaissan
es pointues en trigonométrie 
lassique et

hyperbolique, mais on s'en passera !). Bon, on va peut-être s'arrêter là ?

2. Il su�t en fait de 
onstater que, sur [0, 1], on aura toujours tn > tn+1
, don


1

1 + tn
6

1

1 + tn+1
,

et il su�t d'appliquer donné en début d'énon
é pour en déduire que un 6 un+1. Autrement

dit, la suite (un) est 
roissante (
e qui est 
ohérent ave
 les valeurs 
al
ulées à la première

question).

3. Pour montrer 
e genre d'en
adrement, on 
ommen
e par en
adrer la fon
tion à l'intérieur

de l'intégrale. Commençons par é
rire 1 − un =

∫ 1

0
1 dt −

∫ 1

0

1

1 + tn
dt =

∫ 1

0

tn

1 + tn
dt

en regroupant les deux intégrales. Or, ∀t ∈ [0, 1], 0 6 1 + tn > 1, don
 0 6
tn

1 + tn
6 tn.

En appliquant le résultat de l'énon
é, on peut mettre des intégrales autour de tout ça :

∫ 1

0
0 dt 6

∫ 1

0

tn

1 + tn
dt 6

∫ 1

0
tn dt. L'intégrale de gau
he est évidemment nulle, 
elle de droite

vaut

1

n+ 1
par intégration dire
te, d'où l'en
adrement demandé. Comme lim

n→+∞
1

n+ 1
= 0,

une appli
ation immédiate du théorème des gendarmes permet d'a�rmer que lim
n→+∞

1−un = 0,

don
 (un) 
onverge vers 1.

4. On e�e
tue une IPP intelligente sur 1−un, en posant v′(t) =
tn−1

1 + tn
, don
 u(t) =

ln(1 + tn)

n
,


e qui laisse u(t) = t et u′(t) = 1. On obtient alors 1−un =

[

t ln(1 + tn)

n

]1

0

−
∫ 1

0

ln(1 + tn)

n
dt,


e qui donne dire
tement la formule annon
ée.

5. Il su�t en fait de 
onnaitre la majoration 
lassique ln(1+x) 6 x, qui est valable sur ]−1,+∞[.
Si on ne la 
onnait pas, on la redémontre en quelques se
ondes : en posant f(x) = ln(1+x)−x,

on a f ′(x) =
1

1 + x
−1 =

−x

1 + x
, don
 la fon
tion admet un maximum en 0, et 
omme f(0) = 0,
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elle est toujours négative. On en déduit i
i que 0 6

∫ 1

0
ln(1 + tn) dt 6

∫ 1

0
tn =

1

n+ 1
.

6. Il su�t de multiplier par n l'égalité de la question 4, puis d'appliqer l'en
adrement de la 5 pour

trouver ln(2) − 1

n+ 1
6 n(1− un) 6 ln(2), 
e qui prouve à l'aide d'une nouvelle appli
ation

du théorème des gendarmes que lim
n→+∞

n(1− un) = ln(2).

Exer
i
e 6 (***)

1. Posons don
 z(x) = arctan(x)+ arctan

(

1

x

)

, et dérivons z : z′(x) =
1

1 + x2
− 1

x2
× 1

1 + 1
x2

=

1

1 + x2
− 1

x2 + 1
= 0. La fon
tion z est 
onstante sur ]0,+∞[, de valeur égale à f(1) =

arctan(1) + arctan(1) = 2× π

4
=

π

2
.

2. (a) Je ne ferai même pas de dessin 
lair : par dé�nition,

∫ x

0
f(t) dt est l'aire 
omprise entre

la 
ourbe de f , l'axe des abs
isses et la droite verti
ale située à l'abs
isse x. De même,

∫ f(x)

0
g(t) dt est l'aire située entre la 
ourbe de g et
. Mais on sait bien que la 
ourbe de

g est symétrique de 
elle de f par rapport à la droite d'équation y = x. Quitte à inverser

le r�le des deux axes, on peut don
 visualiser la 
ourbe de g dans le même repère que


elle de f , et la deuxième intégrale 
orrespond alors exa
tement à l'aire 
omprise entre la


ourbe de f , l'axe des ordonnées et la droite horizontale située à ordonnée f(x). Quand
on additionne les deux aires, on obtient exa
tement l'aire du re
tangle 
onstitué par les

deux axes et les deux droites (l'une verti
ale, l'autre horizontale) pré
édemment dé
rites.

Ce re
tangle est de largeur x et de hauteur f(x), il a don
 pour aire xf(x), 
e qui prouve
notre formule.

(b) Par dé�nition,

∫ x

0
f(t) dt +

∫ f(x)

0
g(t) dt = F (x) + G(f(x)) (on prend les primitives

s'annulant en 0 pour simpli�er le 
al
ul).

(
) Pour faire réapparaitre les fon
tions f et g, dérivons don
 H(x) = F (x) + G(f(x)),
on obtient H ′(x) = f(x) + f ′(x)g(f(x)) = f(x) + xf ′(x) puisque, par dé�nition de

la ré
iproque, g(f(x)) = x. Or, la formule obtenue pour H ′(x) est la même que 
elle

de la dérivée de xf(x). On en déduit que H(x) = xf(x) + k. Reste à 
onstater que

H(0) = F (0) +G(f(0)) = F (0) +G(0) = 0 (puisque les primitives s'annulent en 0) pour

on
lure que H(x) = xf(x).

3. (a) On peut e�e
tuer la division eu
lidienne, ou pro
éder par identi�
ation : (x2 + x
√
2 +

1)(ax2+ bx+ c) = ax4+(
√
2a+ b)x3+(a+ b

√
2+ c)x2+(b+ c

√
2)x+ c. Par identi�
ation,

on doit don
 avoir a = 1 ;
√
2a + b = 0, soit b = −

√
2 ; a + b

√
2 + c = 0, soit c =

−1 + 2 = 1 ; b + c
√
2 = 0 
e qui est vrai ; et c = 1 
e qui est vrai aussi. Finalement,

x4 + 1 = (x2 +
√
2x+ 1)(x2 −

√
2x+ 1).

(b) Comme il n'y a pas de ra
ines pour le dénominateur, le plus rapide est sûrement de

faire une identi�
ation, ou d'être astu
ieux ! Constatons par exemple que

1

x2 −
√
2x+ 1

−

1

x2 +
√
2x+ 1

=
x2 +

√
2x+ 1− x2 +

√
2x− 1

x4 + 1
=

2
√
2x

x4 + 1
. Il su�t de tout multiplier par

x

2
√
2
pour obtenir

x2

x4 + 1
=

x

2
√
2(x2 −

√
2x+ 1)

− x

2
√
2(x2 +

√
2x+ 1)

. Autrement dit,

ave
 les notations de l'énon
é, b = d = 0, et c = −a =
1

2
√
2
.
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(
) Cal
ulons don


∫ 1

0

x

x2 −
√
2x+ 1

dx =
1

2

∫ 1

0

2x−
√
2

x2 −
√
2x+ 1

dx+

√
2

2

∫ 1

0

1

x2 −
√
2x+ 1

dx =

1

2
[ln(x2−

√
2x+1)]10+

√
2

2

∫ 1

0

1

(x−
√
2
2 )2 + 1

2

dx =
ln(2−

√
2

2
+
√
2

∫ 1

0

1

(
√
2(x−

√
2
2 ))2 + 1

dx =

ln(2−
√
2)

2
+

√
2

[

1√
2
arctan(

√
2x− 1)

]1

0

=
ln(2−

√
2)

2
+ arctan(

√
2− 1) +

π

4
.

On fait le même 
al
ul (ou presque) pour la deuxième moitié :

∫ 1

0

x

x2 +
√
2x+ 1

dx =

1

2
[ln(x2 +

√
2x + 1)]10 −

√
2

2

∫ 1

0

1

(x+
√
2
2 )2 + 1

2

dx =
ln(2 +

√
2)

2
− [arctan(

√
2x + 1)]10 =

ln(2 +
√
2)

2
− arctan(1 +

√
2) +

π

4
.

On regroupe maintenant les deux résultats pour obtenir

J =
1

2
√
2

(

ln(2−
√
2)

2
+ arctan(

√
2− 1) +

π

4
− ln(2 +

√
2)

2
+ arctan(

√
2− 1)− π

4

)

. Or,

1√
2− 1

=
√
2 + 1 (en multipliant par la quantité 
onjuguée), don
 arctan(

√
2 − 1) +

arctan(1+
√
2) =

π

2
. Par ailleurs, ln(2+

√
2)−ln(2−

√
2) = ln

(

2 +
√
2

2−
√
2

)

= ln

(

6 + 4
√
2

2

)

=

ln(3 + 2
√
2). En regroupant tout, on obtient �nalement (ouf !) : J =

π − ln(3 + 2
√
2)

4
√
2

.

4. La fon
tion tangente étant 
ontinue stri
tement 
roissante et positive sur l'intervalle 
onsidéré,

f aussi, et elle est don
 bije
tive vers [0, 1] (puisque f(0) = 0 et f(1) =
√
1 = 1). Si y =

√

tan(x), alors x = arctan(y2), don
 g(x) = arctan(x2) (même pas de piège !).

5. On souhaite don
 
al
uler

∫ 1

0
arctan(x2) dx. Pro
édons par IPP en posant u(x) = arctan(x2),

don
 u′(x) =
2x

1 + x4
, et v′(x) = 1 qui donne v(x) = x. On obtient alors

∫ 1

0
g(x) dx =

[x arctan(x2)]10 − 2

∫ 1

0

x2

1 + x4
dx =

π

4
− π − ln(3 + 2

√
2)

2
√
2

=

√
2 ln(3 + 2

√
2) + π(1 −

√
2)

4
(on

a utilisé le résultat du 
al
ul de J).

Il ne reste plus, en appliquant la question 2 ave
 x =
π

4
, qu'à 
onstater que

∫ π

4

0
f(t) dt +

∫ 1

0
g(t) dt =

π

4
f
(π

4

)

=
π

4
, don
 I =

π

4
−
∫ 1

0
g(t) dt = 2J =

π − ln(3 + 2
√
2)

2
√
2

.

Exer
i
e 7 (* à **)

1. On résout l'équation sur R. L'équation homogène asso
iée y′ − 2y = 0 a pour solutions les

fon
tions de la forme yh(x) = Ke2x, ave
 K ∈ R.

On peut 
her
her une solution parti
ulière à l'équation sous la forme yp(x) = K(x)e2x. On a

alors y′(x) = (K ′(x) + 2K(x))e2x, don
 yp est solution si K ′(x) = (sinhx− 2x coshx)e−2x =
e−x − e−3x

2
− xe−x − xe−3x

, soit par exemple K(x) =

∫ x

0

e−t − e−3t

2
− te−t − te−3t dt =

−1

2
e−x+

1

2
+
1

6
e−3x−1

6
+[te−t]x0−

∫ x

0
e−t dt+

[

t
e−3t

3

]x

0

−
∫ x

0

e−3t

3
dt = −1

2
e−x+

1

6
e−3x+xe−x+

e−x+
x

3
e−3x+

e−3x

9
+A =

(

x+
1

2

)

e−x+

(

x

3
+

5

18

)

e−3x+A, où A est une 
onstante qu'on

10



peut ignorer (on a e�e
tué des intégrations par partie pour les produits de t par des exponen-

tielles). Les solutions 
omplètes sont don
 les fon
tions y(x) =

(

x+
1

2

)

ex+

(

x

3
+

5

18

)

e−x+

Ke2x.

Autre possibilité pour trouver une solution parti
ulière, é
rire le se
ond membre sous la forme

ex − e−x

2
−x(ex + e−x) =

(

1

2
− x

)

ex−
(

1

2
+ x

)

e−x
et utiliser le prin
ipe de superposition.

On 
her
he d'abord une solution à l'équation y′ − 2y =

(

1

2
− x

)

ex sous la forme y1(x) =

(ax + b)ex. On a alors y′1(x) = (ax + a + b)ex, don
 y1 est solution si (−ax + a − b)ex =
(

1

2
− x

)

ex, soit a = 1 et b =
1

2
. On obtient don
 y1(x) =

(

x+
1

2

)

ex. De même, on 
her
he

une solution à l'équation y′ − 2y =

(

x+
1

2

)

e−x
sous la forme y2(x) = (cx + d)e−x

. On a

alors y′2(x) = (−cx− d+ c)e−x
, et y2 est solution si (−3cx+ c− 3d)e−x =

(

x+
1

2

)

e−x
, soit

c = −1

3
et d =

1

3

(

−1

3
− 1

2

)

= − 5

18
. On obtient don
 y2(x) = −x

3
− 5

18
, 
e dont on déduit

la même solution parti
ulière que 
i-dessus (et bien sûr les mêmes solutions générales).

2. Comme il faut diviser par t pour mettre l'équation sous forme usuelle, la résolution s'e�e
tuera

sur les intervalles R
+∗

et R
−∗
. On a alors y′ +

y

t
=

cos t

t
. L'équation homogène asso
iée est

y′ +
y

t
= 0, dont les solutions sont les fon
tions t 7→ Keln |t| =

K

t
, K ∈ R (on peut enlever la

valeur absolue quitte à 
hanger le signe de la 
onstante sur R
−∗
).

On 
her
he ensuite une solution parti
ulière de la forme yp(t) =
K(t)

t
, d'où on tire

K ′(t)
t

=

cos t

t
. Une solution parti
ulière est don
 la fon
tion

sin t

t
, et les solutions générales de l'équa-

tion sont de la forme y(t) =
sin t+K

t
. Pour tenter de re
oller les solutions sur R, il faut

savoir que lim
t→0

sin(t)

t
= 1 (
'est par exemple une 
onséquen
e du fait qu'il s'agit du taux d'a
-


roissement de la fon
tion sinus en 0, qui tend don
 vers (sin)′(0) = cos(0) = 1). Il faut alors
avoir K = 0 pour obtenir une fon
tion prolongeable en 0 en posant f(0) = 1. En admettant

que la fon
tion t 7→ sin(t)

t
est dérivable en 0 (elle y a en fait une dérivée nulle), on obtient

don
 une unique solution dé�nie sur R.

Quelques 
ourbes de solutions : en rouge pour K = 0 (don
 la solution dé�nie sur R, en bleu

K = 1, en vert K = 2, en rose K = 5 et en orange K = −2 (les valeurs négatives de K
donnent des 
ourbes symétriques par rapport à l'axe des ordonnées de 
elles obtenues pour

les valeurs positives) :

11



0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

3. On résout l'équation sur R. L'équation homogène asso
iée y′ + y = 0 a pour solutions les

fon
tions yh : t 7→ Ke−t
, on re
her
he don
 yp sous la forme K(t)e−t

, 
e qui nous donne

K ′(t)e−t =
1

1 + et
, soit K ′(t) =

et

1 + et
. Le membre de droite étant de la forme

u′

u
, on peut

prendre 
omme primitive K(t) = ln(1 + et). Les solutions de l'équation 
omplète sont don


de la forme y : t 7→ (ln(1 + et) +K)e−t
, K ∈ R.

4. Pour les solutions de l'équation homogène, 
f l'équation pré
édente. Plut�t que d'utiliser la

méthode de variation de la 
onstante (qui amène un 
al
ul de primitive par intégration par

parties peu agréable), nous allons dire
tement 
her
her une solution de la forme yp(x) =
(ax2 + bx+ c)e2x. On a don
 y′p(x) = (2ax2 + (2a + 2b)x + b+ 2c)e2x, et yp est solution, en

fa
torisant par e2x, si et seulement si 3ax2 + (2a + 3b)x + b+ 3c = x2 − 2x+ 2, soit a =
1

3
;

2a + 3b = −2, don
 b = −8

9
; et en�n b + 3c = 2, don
 c =

26

27
. Les solutions de l'équation


omplète sont don
 les fon
tions y : x 7→ Ke−x +

(

1

3
x2 − 8

9
x+

26

27

)

e2x.

5. Comme il faut diviser par x lnx, on va résoudre sur les intervalles ]0; 1[ et ]1;+∞[ (l'équation

ne peut pas avoir de sens ailleurs que sur R
+∗

à 
ause du ln). On obtient don
 y′ +
y

x lnx
=

3x ln x. Les solutions de l'équation homogène sont de la forme x 7→ Keln | ln |x|| = K lnx (à un


hangement de 
onstante près, 
ette formule est valable sur les deux intervalles de résolution).

On 
her
he une solution parti
ulière de la forme yp(x) = K(x) lnx, don
 y′p(x) = K ′(x) ln(x)+
K(x)

x
. En reprenant l'équation, yp est solution si K ′(x) lnx = 3x lnx, on peut don
 prendre

K(x) =
3

2
x2 et les solutions générales sont les fon
tions y : x 7→

(

3

2
x2 +K

)

lnx. Toutes les

solutions se prolongent en 1 en posant y(1) = 0. De plus, les solutions sont dérivables sur

R
+∗
, de dérivée y′(x) = 3x ln(x) +

3

2
x+

K

x
, qui prend don
 la valeur

3

2
+K en 1. On obtient

ainsi un re
ollement uniquement si la 
onstante sur ]0; 1[ est la même que sur ]1;+∞[.

Des allures de 
ourbes ave
 les mêmes 
onventions pour les 
ouleurs que dans la deuxième

équation 
i-dessus :
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6. Du 
lassique, les solutions de l'équation homogène sont les fon
tions yh : x 7→ Ke−2x
. On


her
he dire
tement une solution parti
ulière de la forme yp(x) = ax2 + bx+ c. On aura don


y′p(x) = 2ax+ b, et yp sera solution si 2ax+ b+ 2ax2 + 2bx+ 2c = x2, 
e qui impose a =
1

2
;

2a + 2b = 0 don
 b = −1

2
; et b + 2c = 0 don
 c =

1

4
. On obtient yp(x) =

1

2
x2 − 1

2
x+

1

4
, et

les solutions de l'équation 
omplète sont les fon
tions y : x 7→ 1

2
x2 − 1

2
x+

1

4
+Ke−2x

.

7. On résout sur R. L'équation homogène a pour solutions les fon
tions yh : x 7→ Ke−
x
3

3
. On ne


her
he pas de solution parti
ulière puisqu'il y en a une qui nous saute aux yeux : la fon
tion


onstante égale à −1. Les solutions générales sont don
 les fon
tions y : x 7→ Ke−
x
3

3 −1. Si on
veut de plus y(0) = 0, il faut avoir K − 1 = 0, don
 K = 1. La solution unique au problème

de Cau
hy posé est don
 la fon
tion f : x 7→ e−
x
3

3 − 1.

8. On ne peut résoudre que sur l'intervalle ]−1; 1[. L'équation homogène y′− 1√
1− x2

y = 0 a pour

solutions les fon
tions yh : x 7→ Ke− arcsinx
. En
ore une fois, la fon
tion 
onstante égale à −1

est une solution parti
ulière don
 les solutions générales sont de la forme x 7→ Ke− arcsinx−1.

9. On résout sur les intervalles R
+∗

et R
−∗
. L'équation homogène asso
iée y′ +

y

2t
= 0 a pour

solutions les fon
tions yh : t 7→ Ke− ln| t2 | = K
√

|t|
. On 
her
he yp sous la forme

K(t)
√

|t|
, soit

y′p(t) =
K ′(x)
√

|t|
− K(t)

2t
√

|t|
, et on obtient

K ′(t)
√

|t|
=

tn−1

2
, don
 K ′(t) =

1

2
|t|n− 1

2
. Finalement,

yp(t) =
tn

2n + 1

onvient (sur 
ha
un des deux intervalles), et les solutions générales de l'équa-

tion sont les fon
tions y : t 7→ tn

2n + 1
+

K
√

|t|
. Si on souhaite re
oller les mor
eaux en 0, seule

la valeur K = 0 est possible, et la fon
tion t 7→ tn

2n+ 1
est la seule solution dé�nie sur R.

10. L'équation homogène a pour solutions les fon
tions x 7→ Ke−x
. On va i
i utiliser le prin
ipe

de superposition et 
ommen
er par 
her
her une solution à l'équation y′ + y = sin(x) sous
la forme y1(x) = a sin(x) + b cos(x). On a y′1(x) = a cos(x) − b sin(x), don
 y1 est solution

si (a + b) cos(x) + (a − b) sin(x) = sin(x). Il su�t don
 d'avoir a + b = 0 et a − b = 1,

soit a =
1

2
et b = −1

2
, don
 y1(x) =

1

2
(sin(x) − cos(x)). De même, on 
her
he à trouver
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une solution de l'équation y′ + y = sin(2x) sous la forme y2(x) = a sin(2x) + b cos(2x), 
e
qui donne y′2(x) = 2a cos(2x) − 2b sin(2x). On obtient 
omme tout à l'heure un système, en

l'o

uren
e a − 2b = 1 et b + 2a = 0. Comme b = −2a, 5a = 1 don
 a =
1

5
, puis b = −2

5
,

et y2(x) =
1

5
sin(2x) − 2

5
cos(2x). Finalement, les solutions de l'équation 
omplète sont les

fon
tions y : x 7→ 1

2
sin(x)− 1

2
cos(x)+

1

5
sin(2x)− 2

5
cos(2x)+Ke−x

. Allez, ça fait un moment

que je n'ai pas fait joujou ave
 des tra
és de 
ourbes 
olorées (
omme d'habitude, la 
ourbe

rouge 
orrespond à K = 0, 
'est i
i la seule solution périodique de l'équation) :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5
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11. L'équation homogène asso
iée a des solutions de la forme Ke3x. On utilise ensuite le prin
ipe

de superposition en 
her
hant d'abord une solution à l'équation y′ − 3y = x2ex sous la forme

y1(x) = (ax2 + bx+ c)ex. On a alors y′1(x) = (2ax+ b+ ax2 + bx+ c)ex, don
 y1 est solution
si ((a−3a)x2+(2a+ b−3b)x+(b+ c−3c))ex = x2ex. Les 
onditions imposées sont −2a = 1,

don
 a = −1

2
; 2a − 2b = 0, don
 b = −1

2
; et b − 2c = 0, don
 b = −1

4
, 
e qui donne

y1(x) =

(

−1

2
x2 − 1

2
x− 1

4

)

ex. De même, on 
her
he une solution à l'équation y′−3y = xe3x

sous la forme y2(x) = (ax2 + bx+ c)e3x (il faut prendre un polyn�me du se
ond degré 
ar on

est dans le 
as parti
ulier où l'exponentielle est la même que 
elle de l'équation homogène).

On a don
 y′2(x) = (2ax + b + 3ax2 + 3bx + 3c)e3x, don
 y2 est solution si ((3a − 3a)x2 +
(2a+3b− 3b)x+ b+3c− 3c)e3x = xe3x. Les seules 
onditions sont don
 2a = 1 et b = 0. On

peut 
hoisir y2(x) =
1

2
x2e3x, et on en déduit que les solutions de l'équation 
omplète sont les

fon
tions x 7→
(

−1

2
x2 − 1

2
x− 1

4

)

ex +

(

1

2
x2 +K

)

e3x. Comme y(0) = −1

4
+K, la solution

re
her
hée est 
elle obtenue pour K =
5

4
, soit y(x) =

(

−1

2
x2 − 1

2
x− 1

4

)

ex+

(

1

2
x2 +

5

4

)

e3x.

12. La fon
tion ch ne s'annulant jamais, 
ette dernière équation peut se résoudre sur R. Il faut

trouver une primitive de la fon
tion x 7→ ex − e−x

ex + e−x
. Ce quotient est de la forme

u′

u
, il a don


pour primitive ln(ex + e−x), ou en
ore (elles ne di�érent que d'une 
onstante) ln(ch(x)).
Les solutions de l'équation homogène sont don
 les fon
tions yh : x 7→ K ch(x). On va


her
her une solution parti
ulière à l'équation 
omplète de la forme yp(x) = K(x) ch(x),

e qui implique y′p(x) = K ′(x) ch(x) + K(x) sh(x). La fon
tion est solution de l'équation si

14



K ′(x) ch(x) =
sh3(x)

ch(x)
, soit K ′(x) =

sh3(x)

ch2(x)
=

(ch2(x)− 1) sh(x)

ch2(x)
= sh(x) − 1

ch2(x)
. On en

déduit qu'on peut prendre K(x) = ch(x)− sh(x)

ch(x)
, soit yp(x) = ch2(x) − sh(x). Les solutions

de l'équation 
omplète sont don
 les fon
tions y : x 7→ ch2(x)− sh(x)+K ch(x). Une dernière
série de 
ourbes pour terminer en beauté l'exer
i
e, de haut en bas les 
ourbes 
orrespondant

à K = 2, K = 1, K = 0, K = −1, K = −2, K = −3 et K = −5 :

0 1 2 3 4−1−2−3−4
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−8

−9

−10

Exer
i
e 8 (*)

Sur les intervalles pré
isés, au
un problème : l'équation homogène y′ +
y

x
= 0 a pour solutions

les fon
tions yh : x 7→ e− ln |x| =
K

x
(quitte à 
hanger le signe de K sur R

−∗
), et on 
her
he yp sous la

forme

K(x)

x
. On obtient y′p(x) =

xK ′(x)−K(x)

x2
, d'où la 
ondition

xK ′(x)
x2

=
1

x2
, on peut prendre

K(x) = ln |x|, don
 les solutions générales sont de la forme y(x) =
K + ln |x|

x
. Ces fon
tions ne sont

jamais prolongeables par 
ontinuité en 0, il n'y a don
 pas de solution dé�nie sur R. Une allure de

quelques 
ourbes intégrales de 
ette équation (
omme dans l'exer
i
e pré
édent, rouge pour K = 0,
bleu pour 1, vert pour 2, rose pour 5 et orange pour −2) :
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Exer
i
e 9 (**)

Toutes les solutions sont des fon
tions dérivables sur R, puisque le membre de droite de l'équation

est dérivable. On peut par ailleurs é
rire l'équation f(x) = sin(x)+2ex
∫ x

0
e−tf(t) dt, et dériver pour

obtenir f ′(x) = cos(x) + 2ex × e−xf(x) + 2ex
∫ x

0
e−tf(t) dt. En reprenantr l'équation initiale, on

a don
 f ′(x) = cos(x) + 2f(x) + (f(x) − sin(x)), soit f ′(x) − 3f(x) = cos(x) − sin(x). On est

retombé sur une équation linéaire du premier ordre qu'on sait résoudre. L'équation homogène a

pour solutions yh : x 7→ Ke3x, et on peut 
her
her une solution parti
ulière de la forme yp(x) =
a sin(x) + b cos(x), 
e qui donne y′p(x) = a cos(x) − b sin(x). La fon
tion yp est don
 solution si

(a− 3b) cos(x)− (b+ 3a) sin(x) = cos(x)− sin(x), 
e qui fon
tionne si a− 3b = 1 et b+ 3a = 1, soit

b = −1

5
et a =

2

5
. On peut don
 prendre yp(x) =

2

5
cos(x)− 1

5
sin(x), 
e qui donne 
omme solutions de

l'équation 
omplète les fon
tions f(x) =
2

5
cos(x)− 1

5
sin(x)+Ke3x. Le travail n'est pas �ni 
ar on a

obtenu simplement les fon
tions f dont la dérivée véri�e une 
ondition né
essaire pour être solutions

du problème initial. Il faut don
 véri�er par exemple que f(0) prend la valeur donnée par l'équation

initiale pour que nos solutions soient valables. I
i, on doit avoir f(0) = sin(0) +

∫ x

0
ex−tf(t) dt = 0,

don
 K +
2

5
= 0. Cela impose la valeur K = −2

5
, soit f(x) =

2

5
cos(x)− 1

5
sin(x)− 2

5
e3x. On véri�e

si on le souhaite que 
ette fon
tion est e�e
tivement solution, et 
'est don
 la seule.

Exer
i
e 10 (**)

Posons don
 z =
√
y (
e qui est possible 
ar y doit être à valeurs positives pour satisfaire

l'équation), on a alors y = z2, don
 y′ = 2zz′, d'où 2(1 + t2)zz′ = 4tz2 + 4tz. On doit don


avoir, pour les points où z ne s'annule pas, 2(1 + t2)z′ − 4tz = 4t. Il y a une solution parti
ulière

évidente à 
ette équation qui est la fon
tion 
onstante égale à −1, et l'équation homogène asso
iée

z′ − 2t

1 + t2
z = 0 a pour solutions les fon
tions de la forme t 7→ Keln(1+t2) = K(1 + t2), don
 on

obtient z(t) = K(1 + t2) − 1, et y(t) = (K(1 + t2) − 1)2. Se pose désormais le problème de savoir


e qui se passe lorsque 
es solutions s'annulent. On 
onstate que z(t) = 0 si t2 =
1−K

K
(si K = 0,

y est la fon
tion 
onstante égale à 1). Si K /∈]0, 1], pas de problème, z et y ne s'annulent jamais et
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on obtient don
 des solutions dé�nies sur R. Il existe d'ailleurs une autre solution dé�nie partout,

la solution nulle. Regardons maintenant les 
as où les fon
tions n'annulent. Commençons par le


as parti
ulier K = 1, où y(t) = t4. Cette fon
tion s'annule une seule fois, pour t = 0, et elle est

solution de l'équation sur R tout entier (on le véri�e fa
ilement, la dérivée en 0 étant nulle). Si

0 < K < 1, z et y s'annulent pour x = ±
√

1−K

K
, et l'équation initiale devient pour les valeurs où

y s'annule (1 + t2)y′ = 0, don
 la dérivée de y doit s'annuler à 
es endroits pour que la fon
tion y

reste solution. Or, y′(t) = 2z(t)z′(t) s'annule toujours aux endroits où y s'annule. Les solutions sont

don
 en fait valables sur R, mais peut-on e�e
tuer des re
ollements (issus de valeurs di�érentes de

la 
onstante K ? En 
onstatant que, lorsque K varie entre 0 et 1,

√

1−K

K
est bije
tive vers R

+∗
(je

vous le laisse en exer
i
e), il existe une seule solution passant par 
ha
un des deux points où notre

solution s'annule. Ou plut�t non, il y en a deux, 
ar la solution nulle 
onvient également. On peut

don
 e�e
tuer des re
ollements de 
e genre : y(t) = (K(1 + t2) − 1)2 sur

]

−∞;−
√

1−K

K

]

, puis

y(t) = 0 sur

[

−
√

1−K

K
;

√

1− L

L

]

, et en�n y(t) = (L(1+ t2)− 1)2 sur

[

√

1− L

L
;

[

. On peut même

ajouter à 
e type de solutions la partie 
entrale (entre les deux valeurs d'annulation) de la solution

y(x) = (M(1 + t2)− 1)2 si M > L et M > K.

Regardons tout 
ela sur un petit graphique. En rouge la solution nulle, en bleu la solution


orrespondant à K = 1 (
elle qui s'annule uniquement en 0), en vert K = 2, en rose K = −1, en gris

K = 3 (solutions ne s'annulant pas) ; en orange K =
1

2
, en marron K =

1

4
et en violet K =

3

4
. On

peut ainsi, 
omme dé
rit plus haut, 
onstruire une solution sur R en prenant le mor
eau de gau
he

de la 
ourbe marron (jusqu'à la valeur d'annulation négative), en mettant un petit bout de solution

rouge (don
 égale à 0) jusqu'à atteindre le mor
eau 
entral (entre les deux valeurs d'annulation) de

la solution violette, on suit 
e mor
eau 
entral, on remet un peu de 0, et on �nit ave
 le mor
eau

de droite de la 
ourbe orange. En jetant un oeil aux solutions qui ne s'annulent pas, on voit qu'il

y a d'autres re
ollements possibles en 0. En e�et, toutes les solutions ont une dérivée nulle en 0,
et 
elles 
orrespondant à des fon
tions z prenant des valeurs opposées auront la même valeur en 0
(à 
ause du passage au 
arré). Pour 
haque valeur de K supérieure à 1 
orrespondra une valeur de

K négative pour lesquelles on pourra re
oller en 0. Ainsi, par exemple, la fon
tion 
orrespondant

à K = −1 (
ourbe rose) sur R
−
et K = 3 (
ourbe grise) sur R

+
est une solution dé�nie sur R de

l'équation.

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5
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Exer
i
e 11 (**)

Posons don
 z =
1

y
, on a alors y =

1

z
, don
 y′ = − z′

z2
, 
e qui nous donne l'équation−3z′

z2
+
3

z
+

1

z2
=

0, soit en mettant tout au même dénominateur et en simpli�ant par z : 3z′ − 3z = 1. Les solutions

de l'équation homogène sont de la forme Ket, et la fon
tion 
onstante égale à −1

3
est solution

parti
ulière évidente, don
 z(t) = Ket − 1

3
. Ces fon
tions ne s'annulent pas lorsque K 6 0 (elles

sont alors toujours négatives), 
e qui donnent des solutions dé�nies sur R pour l'équation initiale

de la forme y(t) =
1

Ket − 1
3

, où K ∈ R
−
. On pourrait s'intéresser au re
ollement des solutions qui

s'annulent ave
 la solution nulle, mais 
omme 
e n'est pas demandé, pourquoi se fatiguer ?

Exer
i
e 12 (**)

En posant u =
y′

y
, on a u′ =

y′′y − y′2

y2
, don
 l'équation devient y2(u′ sin2(x) + 1) = 0. La

fon
tion y n'ayant pas trop le droit de s'annuler pour que notre 
hangement de variable soit valable,

on a u′(x) = − 1

sin2 x
= − cos2(x)

tan2(x)
, don
 u(x) =

1

tanx
+ K (vous pouvez ajouer 
ette primite à

votre tableau de primitives usuelles si vous le souhaitez). Revenons à notre 
hangement de variable :

y′ − uy = 0, don
 y′ −
(

cos(x)

sin(x)
+K

)

y = 0. L'équation est homogène, il su�t de trouver une

primitive de la fon
tion x 7→ cos(x)

sin(x)
+ K, on peut prendre ln | sin(x)| + Kx, et obtenir ainsi pour

solutions de l'équation initiale les fon
tions y(x) = L| sin(x)|e−Kx
. Les plus 
ourageux pourront se

demander s'il y a des re
ollements possibles entre di�érentes valeurs des 
onstantes K et L.

Exer
i
e 13 (*)

On devrait re
onnaitre que la fon
tion y est la fon
tion tangente. Par la méthode d'Euler ave
 pas

1

4
, on a y′(0) = 1, don
 la tangente en 0 a pour équation y = x, don
 y

(

1

4

)

≃ 1

4
, puis y′

(

1

4

)

≃ 17

16

et
. En fait, en notant uk = f

(

k

n

)

, en prenant 
omme pas

1

n
, on a uk+1 =

1

n
(u2k + 1) + uk (
'est

une 
onséquen
e de la forme de l'équation di�érentielle). Pour n = 4, on a don
 u1 =
1

4
, u2 =

17

16
,

u4 ≃ 1.255. Pour n = 10, on a u1 =
1

10
, u2 =

201

1000
puis u10 ≃ 1.396. Sa
hant que tan 1 ≃ 1.557, les

approximations ne sont pas vraiment extrêmement satisfaisantes.

Exer
i
e 14 (* à ***)

1. L'équation 
ara
téristique r2 + 4 = 0 ayant pour solution 2i et −2i, les solutions de l'équa-

tion homogène sont les fon
tions yh : x 7→ A cos(2t) + B sin(2t). On 
her
he une solution

parti
ulière yp de la forme yp(x) = ax2 + bx + c, on a don
 y′′p = 2a, et yp est solution si

4ax2 + 4bx + 4c + 2a = x2 − x + 1, soit a =
1

4
; 4b = −1 don
 b = −1

4
; et 4c + 2a = 1

don
 c =
1

8
. On obtient �nalement 
omme solutions de l'équation 
omplète les fon
tions

y(x) = A cos(2x) +B sin(2x) +
1

4
x2 − 1

4
x+

1

8
.
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2. L'équation 
ara
téristique r2 + r = 0 a pour solution 0 et 1, les solutions homogènes sont

don
 de la forme y(x) = A + Be−x
(
'est une fausse équation du se
ond ordre, on a en

fait une équation du premier ordre en y′), il faut 
her
her une solution parti
ulière de la

forme yp(x) = (ax2 + bx + c)ex, don
 y′p(x) = (ax2 + (2a + b)x + (b + c))ex, et y′′p(x) =
(ax2 + (4a + b)x + (2a + 2b + c))ex. Cette fon
tion est solution si, après simpli�
ation par

ex, 2ax2 + (6a + 2b)x + 2a + 3b + 2c = 4x2, 
e qui nous donne a = 2 ; 6a + 2b = 0 don


b = −6 ; et 2a + 3b + 2c = 0 don
 c = 7. On a don
 des solutions générales de la forme

y(x) = A + Be−x + (2x2 − 6x + 7)ex. Si on impose de plus y(0) = A + B + 7 = e et

y′(0) = −B + 1 = 0, on obtient B = 1 et A = e− 8, et la solution est bien unique.

3. L'équation homogène a pour équation 
ara
téristique r2 + r+2 = 0, dont le dis
riminant est

∆ = 1− 8 = −7, et les solutions r1 = −1

2
+

i
√
7

2
, et r1 = −1

2
− i

√
7

2
. Les solutions sont don


de la forme yh(x) =

(

A cos

(√
7x

2

)

+B sin

(√
7x

2

))

e−
x

2
. Pour la solution parti
ulière,

on va 
her
her sous la forme yp(x) = (ax + b)ex, don
 y′p(x) = (ax + a + b)ex et y′′p(x) =

(ax+2a+b)ex, qui est solution si 4ax+3a+4b = 8x+1, soit a = 2 et b = −5

4
. Les solutions de

l'équation 
omplète sont don
 les fon
tions y : x 7→
(

A cos

(√
7x

2

)

+B sin

(√
7x

2

))

e−
x

2 +

(

2x− 5

4

)

ex.

4. I
i, l'équation 
ara
téristique r2 − 1 = 0 a pour solution −1 et 1, don
 les solutions de

l'équation homogène sont les fon
tions yh : x 7→ Aex + Be−x
. Pour la solution parti
ulière,

utilisons le prin
ipe de superposition : 
omme sh(x) =
ex

2
− e−x

2
, on va 
her
her une solution

parti
ulière ave
 se
ond membre

ex

2
, puis

e−x

2
. Dans les deux 
as, l'exposant de l'exponentielle

est ra
ine de l'équation 
ara
téristique, il faut don
 prendre un polynome de degré 1 en

fa
teur. Posons don
 y1(x) = (ax + b)ex, on a y′′1(x) = (ax + 2a + b)ex, et y1 est solution

pour

ex

2
si a =

1

4
(et on prend par exemple b = 0) don
 y1(x) =

1

4
xex. De même, on

obtient y2(x) = −1

4
xe−x

, don
 en faisant la di�éren
e des deux, une solution parti
ulière de

l'équation 
omplète est yp : x 7→ 1

2
x ch(x). Finalement, nos solutions de l'équation 
omplète

sont les fon
tions y(x) = Aex +Be−x +
1

2
x ch(x).

5. L'équation 
ara
téristique a pour ra
ines évidentes r1 = 1 et r2 = 2, don
 les solutions de

l'équation homogène sont de la forme Aet + Be2t. Il faut 
her
her yp de la forme (at3 +
bt2 + ct + d)et (un peu de 
ourage !), don
 y′p(t) = (at3 + (3a + b)t2 + (2b + c)t + c + d)et

et y′′p(t) = at3 + (6a + b)t2 + (6a + 4b + c)t + 2b + 2c + d)et. Cette fon
tion est solution si

(a−3a+2a)t3+(6a+b−9a−3b+2b)t2+(6a+4b+c−6b−3c+2c)t+2b+2c+d−3c−3d+2d =
−3t2+10t−7, soit −3at2+(6a−2b)t+2b−c = −3t2+10t−7. On obtient a = 1 ; 6a−2b = 10
don
 b = −2 ; et 2b − c = −7 don
 c = 3. Les solutions de l'équation 
omplète sont de la

forme y(t) = (t3 − 2t2 + 3t+A)et +Be2t.

6. L'équation 
ara
téristique r2 − 2r + 5 a pour dis
riminant ∆ = 4 − 20 = (4i)2 et pour

ra
ines r1 = 1+ 2i et r2 = 1− 2i, don
 les solutions de l'équation homogène sont de la forme

t 7→ (A cos(2t)+B sin(2t))et. Pour la solution parti
ulière, on va en 
her
her une de l'équation


omplexe y′′ − 2y′ + 5y = 4ete2it = 4e(1+2i)t
sous la forme yc(t) = (at+ b)e(1+2i)t

. On a don


y′c(t) = ((a + 2ia)t + b + 2ib + a)e(1+2i)t
et y′′c (t) = ((a + 4ia − 4a)t + b + 2ib + a + 2ib −

4b+ 2ia+ a+ 2ia)e(1+2i)t
. On a une solution si (a+ 4ia− 4a− 2a− 4ia+ 5a)t− 3b+ 4ib+

2a+4ia− 2b− 4ib− 2a+5b = 4, soit a = −i (quelle simpli�
ation spe
ta
ulaire !), don
 une

solution parti
ulière est la fon
tion yc(t) = −ite(1+2i)t = −iet(cos(2t)+ sin(2t)). Pour obtenir
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une solution parti
ulière yp de notre équation initiale, il su�t de prendre la partie imaginaire

de la pré
édente : yp(t) = −t cos(2t)et. On obtient �nalement pour solutions de l'équation


omplète les fon
tions de la forme y(t) = ((A − t) cos(2t) + B sin(2t))et. Je ne donne qu'un

exemple de 
ourbes intégrales pour 
ette dernière équation, ave
 deux 
onstantes qui peuvent

varier indépendemment, 
'est beau
oup moins intéressant que dans le 
as des équations du

premier ordre, mais ça donne une vague idée des allures possibles (i
i les six 
ourbes possibles

en donnant aux deux 
onstantes les valeurs 0 et 1 pour A, et −1, 0 et 1 pour B ; ave
 plus de


ourbes ça devient illisible) :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5
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Exer
i
e 15 (**)

On pose don
 y(x) = z(ln(x)) (puisqu'on 
her
he des solutions sur R
+∗
, 
'est toujours possible),

d'où y′(x) =
1

x
z′(ln(x)) et y′′(x) = − 1

x2
z′(ln(x))+

1

x2
z′′(ln(x)). L'équation devient alors −z′(ln(x))+

z′′(ln(x)) + 3z′(ln(x)) + z(ln(x)) =
1

x2
, soit en posant t = ln(x), z′′ + 2z′ + z = e−2t

. L'équation


ara
téristique asso
iée r2 + 2r + 1 = 0 a pour ra
ine double −1, don
 les solutions de l'équation

homogène sont de la forme zh(t) = (A+Bt)e−t
, et une solution parti
ulière sera de la forme Ke−2t

,

ave
 4K−4K+K = 1, don
 K = 1 
onvient, soit zp(t) = e−2t
. On a don
 
omme solutions générales

les fon
tions z(t) = (A+Bt)e−t+e−2t
, d'où on tire en remplaçant t par ln(x), y(x) =

A+B lnx

x
+

1

x2
.

En imposant y(1) = y′(1) = 0, on a A + 1 = −A + B − 2 = 0, d'où A = −1 et B = 1. La seule

fon
tion solution de 
e problème est don
 la fon
tion x 7→ x lnx− x+ 1

x2
.

Exer
i
e 16 (**)

Faisons don
 
e que l'énon
é nous 
onseille, en posant y(t) = z(t)e−t2
(on peut toujours puisque

e−t2
ne s'annule jamais), on a alors y′(t) = (z′(t) − 2tz(t))e−t2

, puis y′′(t) = (z′′(t) − 2z(t) −
2tz′(t))e−t2 − 2t(z′(t)− 2tz(t))e−t2 = (z′′(t)− 4tz′(t)+ (4t2 − 2)z(t))e−t2

. L'équation initiale devient

alors, en supprimant le e−t2
en fa
teur de tous les termes (et qui ne s'annule jamais), z′′ − 4tz′ +

(4t2 − 2)z + 4tz′ − 8t2z + (11 + 4t2)z = 0, soit z′′ + 9z = 0. Voilà une équation plus sympathique,

dont l'équation 
ara
téristique r2 + 9 = 0 a pour solutions 3i et −3i. Les solutions sont don
 de la

forme A cos(3t) + B sin(3t), dont on déduit les solutions de l'équation initiale : y(t) = (A cos(3t) +
sin(3t))e−t2

.
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Exer
i
e 17 (***)

1. L'indi
ation de l'énon
é suppose qu'on travaille sur R
+
. De toute façon, la normalisation

de l'équation obligera à enlever la valeur x = 0. Posons don
 y(x) = z(
√
x), 
e qui donne

y′(x) =
1

2
√
x
z′(

√
x), puis y′′(x) = − 1

4x
√
x
z′(

√
x) +

1

4x
z′′(

√
x). L'équation initiale peut alors

s'é
rire − 1√
x
z′(

√
x)+ z′′(

√
x)+

1√
x
z′(

√
x)− z(

√
x) = 0, soit z′′(t)− z(t) = 0. Cette équation

homogène a 
oe�
ients 
onstants a pour équation 
ara
térisrique r2 − 1 = 0, et les fon
tions
solutions sont don
 z : t 7→ Aet +Be−t

. On en déduit que y(x) = Ae
√
x +Be−

√
x
.

Les plus 
ourageux regarderont 
e qui se passe sur R
−∗
, où on pose 
ette fois t =

√−x et on

obtient par un 
al
ul très similaire à 
elui e�e
tué 
i-dessus z′′ + z = 0, 
e qui donne alors

y(x) = C cos(
√−x) +D sin(

√−x). Existe-t-il des solutions dé�nies sur R tout entier ? Oui,

on peut re
oller les deux types de solution quand C =
A+B

2
(pour avoir la même valeur

de y en 0), et D =
A−B

2
(pour avoir la même dérivée en 0). En fait, on aura dans 
e 
as

y(x) = C ch(x) +D sh(x) sur [0;+∞[.

2. On peut résoudre 
ette équation sur R en posant y(x) = z(arctan(x)), 
e qui implique

y′(x) =
1

1 + x2
z′(arctan(x)) puis y′′(x) =

1

(1 + x2)2
z′′(arctan(x)) − 2x

(1 + x2)2
z′(arctan(x)).

En remplaçant dans l'équation initiale, z′′(arctan(x)) − 2xz′(arctan(x)) + 2xz′(arctan(x)) +
4z(arctan(x)) = 0, soit z′′(t) + 4z(t) = 0. On résout sans di�
ulté l'équation 
ara
téris-

tique r2 + 4 = 0 (solutions 2i et −2i) pour prouver que z(t) = A cos(2t) + B sin(2t), don

y(x) = A cos(2 arctan(x)) + B sin(2 arctan(x)) (pour les plus 
ourageux, on peut simpli�er


es expressions). Quelques exemples de 
ourbes intégrales de 
ette équation (en
ore une fois,

ça n'a pas grand intérêt) :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5
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3. Faisons don
 : y(x) = z(ln(x)) implique y′(x) =
1

x
z′(ln(x)) puis y′′(x) =

1

x2
z′′(ln(x)) −

1

x2
z′(ln(x)), don
 en reportant dans l'équation initiale z′′(ln(x)) − z′(ln(x)) + 3z′(ln(x)) +

z(ln(x)) = x2, soit z′′(t)+2z′(t)+ z(t) = e2t. L'équation 
ara
téristique r2+2r+1 admet −1

omme ra
ine double don
 les solutions de l'équation homogène sont les fon
tions zh : t 7→
(A +Bt)e−t

. On 
her
he une solution parti
ulière sous la forme zp(t) = Ke2t. On aura alors

z′p(t) = 2Ke2t, puis z′′(t) = 4Ke2t, don
 on veut 4K+4K+K = 1, soit K =
1

9
. Les solutions

de l'équation 
omplète sont don
 les fon
tions z : t 7→ (A+Bt)e−t +
1

9
e2t. On retrouve alors

y(x) =
A+B ln(x)

x
+

1

9
x2. Pour 
hanger un peu, essayons de tra
er les 
ourbes intégrales
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orrespondant aux solutions prenant une valeur parti
ulière, par exemple y(2) = 0, 
e qui

implique

A+B ln(2)

2
+

4

9
= 0, soit A = −8

9
−B ln(2). On obtient 
e genre de 
ourbes :

0 1 2 3 4 5
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Exer
i
e 18 (***)

Comme f ′(x) = 2f(−x) + x, f ′
est elle-même dérivable, et f est deux fois dérivable. Dérivons

don
 l'équation, on obtient f ′′(x) = −2f ′(−x)+1 = −2(2f(x)−x)+1 = −4f(x)+2x+1. La fon
tion
f est don
 solution de l'équation di�érentille f ′′ + 4f = 2x + 1, qui se résout sans di�
ulté : les

solutions homogènes sont de la forme A cos(2x) +B sin(2x) et une solution parti
ulière évidente est

la fon
tion x 7→ 2x+ 1

4
, don
 f(x) = A cos(2x) +B sin(2x) +

x

2
+

1

4
. Reste à véri�er si les fon
tions

obtenues sont e�e
tivement solutions du problème posé (la dérivation a transformé notre équation

en une équation qui n'a au
une raison d'être équivalente). Ave
 la formule obtenue pour f , on 
al
ule

f ′(x) = −2A sin(2x) + 2B cos(2x) +
1

2
, puis f ′(x)− 2f(−x)− x = −2A sin(2x) + 2B cos(2x) +

1

2
−

2A cos(2x) + 2B sin(2x) + x− 1

2
− x = 2(B − A)(cos(2x) − sin(2x)). Si on veut que f soit solution

du problème initial, il faut que 
ette expression s'annule, 
e qui ne sera le 
as que si B = A. Les

solutions au problème posé sont don
 les fon
tions de la forme f(x) = A(cos(2x)+ sin(2x))+
x

2
+

1

4
.

Exer
i
e 19 (***)

Commençons par remarquer qu'en prenant x = y = 0, on a 2f(0) = 2f(0)2, don
 f(0) ne peut

prendre que les valeurs 0 et 1. Mais si f(0) = 0, on a ∀x ∈ R, en prenant y = 0, 2f(x) = 0,
don
 f est la fon
tion nulle. Pour la suite, on peut supposer que f(0) = 1. Fixons désormais y et

dérivons par rapport à x, on obtient f ′(x+ y) + f ′(x− y) = 2f(y)f ′(x), puis en dérivant à nouveau

f ′′(x + y) + f ′′(x − y) = 2f(y)f ′′(x). De même, en dérivant deux fois par rapport à y, on obtient

f ′′(x + y) + f ′′(x− y) = 2f(x)f ′′(y) (il y a deux 
hangement de signe qui se 
ompensent quand on

dérive deux fois f(x − y)). Puisque le membre de gau
he est le même dans les deux équations, on

en déduit que ∀(x, y) ∈ R
2
, f ′′(x)f(y) = f(x)f ′′(y), soit en posant y = 0, f ′′(x) = Kf(x), ave


K = f ′′(0).

SiK = 0, les solutions possibles sont de la forme f(x) = ax+b, ave
 b = 1 puisque f(0) = 1. Pour
véri�er l'équationn fon
tionnelle, on doit alors avoir a(x+ y)+ 1+ a(x− y)+ 1 = 2(ay+1)(ax+1),
soit 2(ax + 1) = 2(a2xy + ax + ay + 1). Cette équation est véri�ée si ax(ay + 1) = 0 quelles que
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soient les valeursz de x et y, 
e qui impose manifestement a = 0. On trouve don
 
omme solution

possible la fon
tion 
onstante égale à 1.

Si K > 0, l'équation f ′′ = Kf a pour équation 
ara
téristique r2 −K = 0, qui a deux solutions

réelles ±
√
K, f est alors de la forme AeLx +Be−Lx

, où L =
√
K > 0. La 
ondition f(0) = 1 impose

A + B = 1, et l'équation fon
tionnelle devient AeLx+Ly + Be−Lx−Ly + AeLx−Ly + Be−Lx+Ly =
2(AeLx + Be−Lx)(AeLy + Be−Ly) = 2(A2eLx+Ly + ABeLx−Ly + ABe−Lx+Ly + B2e−Lx−Ly). Cela

fon
tionne bien si 2A2 = A, 2AB = A = B et 2B2 = B, 
e qui donne A = B =
1

2
(seule possibilité


ompatible ave
 A+B = 1). On obtient alors f(x) =
eLx + e−Lx

2
= ch(Lx) = ch(

√
Kx).

En�n, si K < 0, l'équation 
ara
téristique a pour solutions i
√
−K et −i

√
−K, don
 en notant

L =
√
−K, on aura f(x) = A cos(Lx) + B sin(Lx). La 
ondition f(0) = 1 impose immédiatement

A = 1, puis l'équation devient, en posant par exemple y = 0, 2 cos(x) + 2B sin(x) = 2 cos(x),

e qui impose assez 
lairement B = 0. On obtient une dernière famille de solutions de la forme

f(x) = cos(Lx) = cos(
√
−Kx).

Exer
i
e 20 (***)

1. Pour que f puisse véri�er l'équation de départ, il faut 
ertainement qu'elle soit dérivable sur

R
+∗
. Réé
rivons 
ette équation un peu di�éremment : 2f ′(x) =

1

x2
f

(

1

x

)

− 1. Le membre

de droite est obtenu 
omme produit et 
omposée de fon
tions dérivables, don
 il 
onstitue

une fon
tion dérivable, 
e qui prouve que f ′
est dérivable. La fon
tion f est don
 deux fois

dérivable.

2. Pour obtenir du se
ond ordre, dérivons l'équation de départ : − 1

x2
f ′
(

1

x

)

= 2x(2f ′(x)+1)+

2x2f ′′(x). Reste à exprimer le membre de gau
he plus simplement. Pour 
ela, on reprend la

relation obtenue dans la première question pour 2f ′(x) et on l'applique à

1

x
(attention à bien

modi�er également le

1

x2
à droite) : 2f ′

(

1

x

)

= x2f(x)− 1. On peut rempla
er pour obtenir

− 1

x2
× x2f(x)− 1

2
= 4xf ′(x)+2x+2x2f ′′(x), soit −1

2
f(x)+

1

2x2
= 4xf ′(x)+2x+2x2f ′′(x).

La fon
tion f est don
 solution de l'équation linéaire 2x2f ′′ + 4xf ′ +
1

2
f =

1

2x2
− 2x.

3. Autrement dit, on pose f(x) = g(ln(x)), 
e qui est toujours possible sur R
+∗
. On peut alors

dériver deux fois : f ′(x) =
1

x
g′(ln(x)), puis f ′′(x) =

1

x2
g′′(ln(x)) − 1

x2
g′(ln(x)). Remettons

tout ça dans l'équation obtenue à la question pré
édente : 2g′′(ln(x))−2g′(ln(x))+4g′(ln(x))+
1

2
g(ln(x)) =

1

2x2
− 2x. En posant t = ln(x), soit x = et, la fon
tion g est don
 solution de

l'équation à 
oe�
ients 
onstants 2g′′(t) + 2g′(t) +
1

2
g(t) =

1

2
e−2t − 2et.

4. L'équation 
ara
téristique asso
iée à l'équation homogène est 2r2 + 2r +
1

2
= 0, qui a pour

dis
riminant ∆ = 4 − 4 = 0, et admet don
 pour ra
ine double r = −1

2
. Les solutions

de l'équation homogène sont don
 les fon
tions gh : t 7→ (A + Bt)e−
t

2
. Pour déterminer une

solution parti
ulière de l'équation 
omplète, utilisons le prin
ipe de superposition. On 
her
he

d'abord une solution à l'équation 2g′′ + 2g′ +
1

2
g =

1

2
e−2t

sous la forme y1(t) = ae−2t
. Cela

implique y′1(t) = −2ae−2t
et y′′1 (t) = 4ae−2t

, don
 y1 est solution si 8ae−2t−4ae−2t+
a

2
e−2t =

1

2
e−2t

, soit a =
1

9
. De même, on 
her
he une solution à l'équation 2g′′ + 2g′ +

1

2
g = 2et sous
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la forme y2(t) = bet, ave
 
ette fois la 
ondition 2b+ 2b +
1

2
b = 2, don
 b =

4

9
. Une solution

parti
ulière de l'équation est don
 donnée par gp(t) =
1

9
e−2t − 4

9
et, et les solutions 
omplètes

de l'équation sont les fon
tions g : t 7→ (A+Bt)e−
t

2 +
1

9
e−2t − 4

9
et.

5. En remontant le 
hangement de variables e�e
tué, on doit avoir f(x) = g(ln(x)) =
A+B ln(x)√

x
+

1

9x2
− 4

9
x.

6. Comme on a travaillé uniquement par impli
ations, il reste à véri�er si les fon
tions obtenues

sont vraiment solutions du problème. D'un 
�té, on a f

(

1

x

)

=
√
x(A−B ln(x))+

x2

9
− 4

9x
; de

l'autre f ′(x) =
B√
x
− A+B ln(x)

2
√
x

x
− 2

9x3
−4

9
=

2B −A−B ln(x)

2x
√
x

− 2

9x3
−4

9
, don
 x2(2f ′(x)+1) =

√
x(2B−A−B ln(x))− 4

9x
− 8

9
x2+x2 =

√
x(2B−A−B ln(x))− 4

9x
+
x2

9
. Les deux expressions


oin
ident à l'unique 
ondition que 2B − A = A, soit A = B. Les fon
tions solutions du

problème initial sont don
 toutes les fon
tions f : x 7→ A(1 + ln(x))√
x

+
1

9x2
− 4

9
x.

Et même si 
e n'était pas demandé, on peut tra
er quelques allures de 
ourbes, i
i en noir

la 
ourbe 
orrespondant à A = 0, en rouge A = 1, en bleu A = 2, en orange A = 3, en

vert A = 5, en rose A = −2. Toutes les 
ourbes passent par un point 
ommun pour x =
1

e

(puisqu'alors 1 + ln(x) = 0), d'ordonnée
e2

9
− 4

9e
≃ 0.66.
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Problème (***)

Première partie : Une étude de fon
tion.

1. La fon
tion f est dé�nie si

1− x

x
> 0. Un petit tableau de signes donne Df =]0; 1] (attention

à bien mettre les 
ro
hets dans le bon sens).

2. La fon
tion est dérivable sur ]0; 1[, de dérivée f ′(x) =

−x−(1−x)
x2

2
√

1−x
x

= − 1

2x2
√

1
x
− 1

. Cette

dérivée étant toujours négative, la fon
tion f est stri
tement dé
roissante. Comme de plus
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f(1) = 0, et lim
x→0+

f(x) = +∞, f est bije
tive de ]0; 1] sur R+
.

3. Cher
hons à résoudre l'équation f(x) = y, soit

√

1− x

x
= y, on peut élever au 
arré pour

obtenir

1− x

x
= y2, soit 1 − x = xy2, puis x(y2 + 1) = 1 et x =

1

1 + y2
. On a don


g : y 7→ 1

1 + y2
, qui est dé�nie sur R

+
à valeurs dans ]0; 1] (g(0) = 1 et lim

y→+∞
g(y) = 0).

Le théorème de la bije
tion nous assure que g est dé
roissante tout 
omme f .

4. Cal
ulons don
 (en reprenant la dernière expression de f ′
) la dérivée se
onde

f ′′(x) =

4x
√

1
x
− 1− 2x2

2x2
√

1
x
−1

4x4( 1
x
− 1)

=
4x( 1

x
− 1)− 1

4x4( 1
x
− 1)

3
2

=
3− 4x

4x4( 1
x
− 1)

3
2

. Cette dérivée se
onde est

du signe de 3 − 4x, et s'annule pour x =
3

4
. On 
al
ule don
 f

(

3

4

)

=

√

1
4
3
4

=
1√
3
; et

f ′
(

3

4

)

=
−1

18
16

√

1
3

= −8
√
3

9
. L'équation de la tangente au point 
orrespondant est don


y = −8
√
3

9

(

x− 3

4

)

+
1√
3
= −8

√
3

9
x+

2
√
3

3
+

√
3

3
= −8

√
3

9
x+

√
3.

5. Voi
i une allure, ave
 la tangente 
al
ulée à la question pré
édente (f en rouge, g en bleu) :

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

Deuxième partie : Une équation di�érentielle linéaire.

1. La normalisation faisant apparaitre deux valeurs interdites, et le membre de droite n'est pas

dé�ni entre −1 (in
lus) et 0, don
 on résout séparément sur ] − ∞;−1[ ; sur ]0; 1[ et sur

]1;+∞[.

2. Mettons au même dénominateur le membre de droite :

a

x
+

b

1− x
=

a− ax+ bx

x(1− x)
. En identi-

�ant, 
e
i est égal à

1

2x(1− x)
si a =

1

2
et a−b = 0, soit b =

1

2
. On en déduit que

1

2x(1− x)
=

1

2x
+

1

2(1− x)
. L'équation homogène normalisée y′ +

1

2x(1− x)
y = 0 a don
 pour solutions

sur ]0; 1[ les fon
tions yh : x 7→ Ke−
1
2
ln(x)+ 1

2
ln(1−x) = K1

√

1− x

x
= K1f(x). Sur ]1;+∞[, on

obtient de même yh(x) = K2

√

x− 1

x
; et sur ]−∞;−1[, yh(x) = K3

√

1− x

−x
= K3

√

x− 1

x
.

3. E�e
tuons par exemple le 
al
ul sur ]0; 1[, on 
her
he don
 yp(x) = K(x)f(x), d'où y′p(x) =
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K ′(x)f(x)− K(x)

2x2
√

1−x
x

. La fon
tion yp est alors solution si 2x(1−x)K ′(x)f(x)−
√

x(1− x)

x
K(x)+

K(x)f(x) = (1 − x)

√

x

1− x
, don
 K ′(x) =

1

2x

√

x

1− x

√

x

1 + x
=

1

2
√
1− x2

. On en déduit

que K(x) =
1

2
arcsin(x) 
onvient, 
e qui donne pour solutions de l'équation 
omplète les fon
-

tions y(x) =

(

1

2
arcsin(x) +K1

)

√

1− x

x
. De même, sur ]1;+∞[, on va trouver la 
ondition

K ′(x) =
1

2
√
x2 − 1

, 
e qui 
orrespond à la dérivée de la ré
iproque de la fon
tion sh que nous

n'avons pas étudiée en 
ours (on peut tout de même réussir à trouver une expression expli
ite

en étant motivés, je vous laisse véri�er que K(x) =
1

2
ln(x+

√
x2 − 1) 
onvient). On a le même

problème sur le dernier intervalle de résolution (même solution parti
ulière au signe près). Il

n'y évidemment pas de solution dé�nie sur R puisque l'équation ne peut pas avoir de sens sur

l'intervalle ]− 1, 0[.

4. En

1

2
, on a arcsin(x) =

π

6
, don
 y(x) =

π

12
+K1 (la ra
ine 
arrée vaut simplement 1), il faut

don
 
hoisir K1 =
π

4
− π

12
=

π

6
. On a alors y(x) =

(

1

2
arcsin(x) +

π

6

)

√

1− x

x
.

5. Tout 
e qu'on peut dire assez fa
ilement, 
'est que toutes les fon
tions vont tendre vers 0 en

1, et auront une limite égale à ±∞ (selon le signe de K1) si K1 6= 0. Ensuite, les problèmes

de Cau
hy dans ]0, 1[ ne pouvant avoir qu'une seule solution, les 
ourbes ne peuvent pas se


ouper ailleurs que pour x = 1. On ne peut rien dire sur les variations de la fon
tion, mais

la présen
e d'une tangente verti
ale en x = 1 est assurée si K > 0. À partir de 
es maigres

informations, si on tra
e des 
ourbes relativement simples, on ne sera pas loin de la réalité

(en rouge, la solution de la question pré
édente, en vert 
elle 
orrespondant à K = 0, qui a
une limite nulle en 0 mais 
'est di�
ile à prouver) :

0 1

0

1

2

3

−1

−2

−3

Une équation non linéaire.

1. Si y est 
onstante, sa dérivée est nulle, don
 elle véri�e 2y(1 − y) = 0, 
'est-à-dire y = 0 ou

y = 1.

2. Si y est à valeurs dans ]0; 1[, on aura toujours 2y(1 − y) > 0, don
 pour véri�er l'équation
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on doit né
essairement avoir xy′ 6 0, d'où y′ 6 0 (puisque x ∈]0; 1[). La fon
tion y est don


dé
roissante.

3. Une fon
tion 
ontinue et monotone est toujours bije
tive, notons z = y−1
, on sait que z′(t) =

1

y′(z(t))
(où on pose t = y(x)), ou en
ore y′(z(t)) =

1

z′(t)
, ave
. En remplaçant x par z(t)

dans l'équation (F ), on obtient z(t)y′(z(t))+2z(t)(1−z(t)) = 0, soit
z(t)

z′(t)
+2t(1− t) = 0. On

peut multiplier par z′(t) pour trouver z(t) + 2t(1 − t)z′(t) = 0. On re
onnait bien l'équation

annon
ée.

4. La variable t ayant été supposée appartenir à ]0; 1[, on reprend les résultats de la partie

pré
édente : z(t) = Kf(t) = K

√

1− t

t
. On en déduit que x = K

√

1− y(x)

y(x)
, soit

x2

K2
y(x) =

1 − y(x), don
 
omme annon
é y(x) =
1

1 + ( x
K
)2
. On peut toujours prendre une 
onstante

K stri
tement positive, puisque 0 est ex
lu, et K et −K donnent la même fon
tion pour

y. Les valeurs obtenues pour y(x) sont manifestement positives, et tout aussi manifestement

plus petites que 1 (puisque le dénominateur est stri
tement supérieur à 1), don
 toutes les

solutions trouvées 
onviennent.

5. Cette 
ondition impose 1+
(x0
K

)2
=

1

α
, soit

x0
K

=

√

1

α
− 1 (tout est positif), don
 K =

x0
f(α)

.

6. Pour avoir une allure plus pré
ise de la 
ourbe, on va 
her
her les valeurs d'annulation de la dé-

rivée se
onde 
omme dans la première partie (pour les 
urieux, on appelle 
ela des points d'in-

�exion). É
rivons don
 y(x) =
K2

K2 + x2
, et dérivons deux fois : y′(x) = − 2K2x

(K2 + x2)2
(les solu-

tions sont don
 dé
roissantes sur R
+∗
), et f ′′(x) =

−2K2(K2 + x2)2 + 4x(K2 + x2)(2K2x)

(K2 + x2)4
=

−2K4 − 2K2x2 + 8K2x2

(K2 + x2)3
=

2K2(3x2 −K2)

(K2 + x2)3
. Cette dérivée se
onde s'annule si x =

K√
3
. Re-

marquons que y

(

K√
3

)

=
3

4
, et f ′

(

K√
3

)

= − 9

8K
√
3
. Si on impose la 
ondition f(2) =

1

2
,

on trouve K =
2

f(12)
= 2, don
 le point d'annulation de la dérivée se
onde est atteint pour

x =
2√
3
, et f ′

(

2√
3

)

= − 9

16
√
3
. On peut tra
er la 
ourbe suivante :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

27


