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Exerie 1 (*)

1. un ∼ n
5
2

2n
∼ 1

2
n

3
2
(au numérateur, n

5
2
l'emporte ertainement fae à n2

, et au dénominateur,

par roissane omparée, ln(2n) = o(2n)).

2. un ∼ ne−n−1
, qu'on ne peut pas simpli�er davantage (si on tient à l'érire autrement, un ∼

n

e× en
.

3. un =
ln(n2) + ln(1 + 1

n2 )

n2 + 1
∼ 2 ln(n)

n2
.

4. un = ln

(

1− 1

n2 + 2

)

∼ − 1

n2 + 2
∼ − 1

n2
puisque lim

n→+∞

1

n2 + 2
= 0.

5. un =
n2 + n+ 1− (n2 − n+ 1)√
n2 + n+ 1 +

√
n2 − n+ 1

=
2n

n+ o(n) + n+ o(n)
∼ 2n

2n
∼ 1.

6. Celle-i est un peu plus tordue : d'un �té un > n! ('est assez évident), de l'autre un =

n! + (n− 1)! +
n−2
∑

k=0

k! 6 n! + (n− 1)! + (n− 1)(n− 2)! en majorant brutalement haque terme

de la dernière somme par la plus gros, à savoir (n − 2)!. En divisant tout par n!, on obtient

l'enadrement 1 6
un

n!
6 1+

1

n
+

1

n
. Les deux termes extrêmes ont manifestement pour limite

ommune 1, don d'après le théorème des gendarmes, lim
n→+∞

un

n!
= 1, 'est-à-dire un ∼ n!.

7. un =
e
√
n+1 lnn

e
√
n ln(n+1)

= e
√
n+1 ln(n)−

√
n ln(n+1)

. Tentons de trouver un équivalent de e qui se trouve

dans l'exponentielle :

√
n+ 1 ln(n) − √

n ln(n) − √
n ln

(

1 +
1

n

)

=
n+ 1− n√
n+ 1 +

√
n
ln(n) −

√
n

(

1

n
+ o

(

1

n

))

=
1

2
√
n+ o(

√
n)

ln(n) − 1√
n

+ o

(

1√
n

)

. Par roissane omparée, le

premier terme tend vers 0, don le tout a également une limite nulle. Par omposition,

lim
n→+∞

un = 1, ou si on préfère un ∼ 1.

Exerie 2 (**)

Puisque la suite est déroissante, on peut ertainement érire 2un+1 6 un+1 + un 6 2un, ou

enore

un+1 + un

2
6 un 6

un + un−1

2
quitte à déaler les indies pour obtenir l'inégalité de droite. En

multipliant tout par n, on a don

n(un+1 + un)

2
6 nun 6

n(un + un−1)

2
. Par hypothèse, le membre

de gauhe a pour limite

1

2
puisque un+1 + un ∼ 1

n
. De même, on aura un−1 + un ∼ 1

n− 1
∼ 1

n
,

don le membre de droite également a pour limite

1

2
. En appliquant le théorème des gendarmes, on

1



onlut que lim
n→+∞

nun =
1

2
, soit un ∼ 1

2n
. En partiulier, lim

n→+∞
un = 0. Si on ne suppose pas la suite

(un) déroissante, ça ne marhe absolument plus du tout ! Si on pose u1 = 5 puis un+1 =
1

n
− un

pour tout entier n > 1, on aura toujours un+1 + un =
1

n
(don a fortiori l'équivalene demandée par

l'énoné), et la suite ne tend même pas vers 0. En e�et, on a alors un =

n−1
∑

k=1

(−1)n−k+1

k
+ 5(−1)n+1

.

On peut prouver que la somme se rapprohe alternativement de ln(2) et − ln(2) selon la parité de

n, don les sous-suites d'indies pairs et impairs de la suite ont des limites respetives ln(2) − 5 et

− ln(2) + 5, et la suite ne onverge pas.

Exerie 3 (***)

1. Manifestement, un >
√
n, don lim

n→+∞
un = +∞.

2. Il su�t d'érire que un+1 =

√

n+ 1 +
√

n+ · · ·+
√
1 =

√
n+ 1 + un.

3. Allons-y pour une réurrene : u1 = 1 6 1 est vrai. Supposons don un 6
√
n, et déduisons-

en en utilisant l'égalité préédente que un+1 6
√
n+ 1 + n 6

√
2n + 1. Reste à véri�er que√

2n+ 1 6 n+1. C'est évident quand on élève l'inégalité au arré (on peut, tout est positif) :

2n + 1 6 n2 + 2n + 1 puisque n2 > 0. L'inégalité reste don vraie au rang n + 1, e qui

ahève la réurrene. Une fois qu'on sait que un 6 n, on peut érire un+1 6
√
2n+ 1, don

un+1 = o(n), e qui prouve la négligeabilité de un par rapport à n.

4. Reprenons enore notre égalité : un+1 =
√

n+ 1 + o(n) ∼
√
n+ 1, don un ∼ √

n.

5. On peut utiliser la quantité onjuguée : un−
√
n =

u2n − n

un +
√
n
. Or, u2n−n = un−1 ('est toujours

une onséquene de la relation de la question 2), et un−1 ∼
√
n− 1 ∼ √

n. Le dénominateur

peut s'érire sous la forme

√
n+ o(

√
n) +

√
n ∼ 2

√
n, don un −

√
n ∼

√
n

2
√
n
∼ 1

2
. Autrement

dit, lim
n→+∞

un −√
n =

1

2
, ou enore un =

√
n+

1

2
+ o(1).

Exerie 4 (** à ***)

1.

ln(1 + tan(x))
√

sin(x)
∼
0

tan(x)√
x

∼ x√
x

∼ √
x (en utilisant simplement le fait que lim

x→0
tan(x) = 0

pour la première étape).

2.

√
x3 + 1

3
√
x2 − 1

∼
+∞

x
3
2

x
2
3

∼ x
5
6
.

3. ln(cos(x)) = ln(1 + cos(x)− 1) ∼
0
cos(x)− 1 ∼ −x2

2
(on a utilisé que lim

x→0
cos(x)− 1 = 0 pour

le premier équivalent, le seond est dans le ours).

4. (x + 1)x − xx = xx
((

1 +
1

x

)x

− 1

)

= xx(ex ln(1+ 1
x
) − 1). Or, xx = ex ln(x)

a pour limite 1

en 0 puisque, par roissane omparée, lim
x→0

x ln(x) = 0. Et x ln

(

1 +
1

x

)

a également pour

limite 0 ar ln(1 +X) ∼
+∞

ln(X), don x ln

(

1 +
1

x

)

∼
0
x ln

(

1

x

)

∼ −x ln(x). On peut don

appliquer l'équivalent lassique pour eu − 1 en 0 à u = x ln

(

1 +
1

x

)

pour obtenir �nalement

que (x+ 1)x − xx ∼
0
−x ln(x).
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5.

√

ln(x+ 1)− ln(x) =

√

ln

(

x+ 1

x

)

=

√

ln

(

1 +
1

x

)

∼
+∞

√

1

x
∼ 1√

x
.

6.

1

cos(x)
− tan(x) =

1− sin(x)

cos(x)
. Or, cos(x) = − sin

(

x− π

2

)

∼
π

2

π

2
− x puisque lim

x→π

2

x− π

2
= 0 ;

et 1− sin(x) = 1− cos
(

x− π

2

)

∼
π

2

(x− π
2 )

2

2
. Finalement,

1

cos(x)
− tan(x) ∼

π

2

π
2 − x

2
∼ π

4
− x

2

(en partiulier, la fontion a une limite nulle en

π

2
, e qui est très loin d'être évident a priori).

7. En 0, utilisons que xx
1
x = xe

ln(x)
x = ee

ln(x)
x ln(x)

. Or, e
ln(x)

x
est ertainement plus petit (et même

négligeable, mais on n'en a pas besoin) devant eln(x) = x, don, omme lim
x→0

x ln(x) = 0 par

roissane omparée, lim
x→0

e
ln(x)
x ln(x) = 0, et lim

x→0
xx

1
x = 1. On a don simplement xx

1
x −x ∼

0
1.

En +∞, il vaut mieux s'y prendre autrement : xx
1
x − x = x(xx

1
x−1 − 1) = x(ee

ln(x)
x

−1 ln(x) −
1). Par roissane omparée, lim

x→+∞

ln(x)

x
= 0, don on peut érire e

ln(x)
x

−1 ∼
+∞

ln(x)

x
, et

e
ln(x)

x
−1 ln(x) ∼ ln2(x)

x
, qui a également pour limite 0 en +∞. On peut don utiliser une

seonde fois l'équivalent lassique de l'exponentielle : ee
ln(x)
x

−1 ln(x) − 1 ∼
+∞

e
ln(x)

x
−1 ln(x) ∼

ln2(x)

x
. Il ne reste plus qu'à multiplier le tout par x pour obtenir xx

1
x − 1 ∼

+∞
ln2(x).

8. Regardons déjà e qui se passe en+∞ :

ln(x2 + 1)− ln(2x2 + 1)

ln(x3 + 1)− ln(x3 − 1)
=

ln( x2+1
2x2+1

)

ln(x
3+1

x3−1
)
=

ln(12 + o(1))

ln(1 + 2
x3−1

)
∼
+∞

− ln(2)
2

x3−1

∼ − ln(2)

2
x3. Et ailleurs ? En 0 e serait sûrement très intéressant, mais on a un gros

problème : la fontion n'est pas dé�nie au voisinage de 0 ! Du oup, tant pis, on arrête là.

Exerie 5 (**)

1. La fontion fn ayant pour dérivée f ′
n(x) = 3x2 + n, qui est stritement positive sur R, la

fontion fn est stritement roissante. Elle admet pour limite −∞ et −∞ et +∞ en +∞,

don est bijetive de R dans R. En partiulier, elle s'annule en une unique valeur.

2. On alule bien sûr fn(−1) = −1− n+ n = −1 et fn(0) = n > 0 pour onstater en utilisant

la roissane de la fontion fn que −1 6 un 6 0.

3. Comme toujours pour les suites impliites, on alule fn+1(un) = u3n + (n + 1)un + n + 1 =
fn(un) + un + 1 = un + 1 (puisque par dé�nition fn(un) = 0). Comme on vient de voir que

un > −1, fn+1(un) > 0, et en partiulier fn+1(un) > fn+1(un+1). La fontion fn+1 étant

roissante, on en déduit que un > un+1, la suite (un) est don déroissante.

4. La suite (un) étant déroissante et minorée par −1, elle onverge néessairement vers un réel

l. Par ailleurs, on sait que u3n = −n(un + 1). Si un onvergeait vers un réel l 6= −1, on aurait

une ontradition puisque le membre de gauhe de ette égalité tendrait vers l3 et elui de

droite vers +∞. Conlusion : lim
n→+∞

un = −1.

5. On sait déjà que un = −1+o(1) ('est équivalent à la limite donnée à la question préédente),

don

u3n
n

=
−1

n
+ o

(

1

n

)

. Or, l'équation dé�nissant un est équivalente à un = −1 − u3n
n
,

don un = −1 +
1

n
+ o

(

1

n

)

. Pour obtenir le terme suivant, on reprend le alul ave e

qu'on vient de prouver : u3n =

(

−1 +
1

n
+ o

(

1

n

))3

= −1 +
3

n
+ o

(

1

n

)

(le seul terme
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restant dans le développement est elui de la forme 3a2b, ave a = −1 et b =
1

n
), don

un = −1− u3n
n

= −1 +
1

n
− 3

n2
+ o

(

1

n2

)

.

6. Eh bien allons-y, on reprend toujours les aluls dans le même ordre : u3n =

(

−1 +
1

n
− 3

n2
+ o

(

1

n2

))3

=

−1+
3

n
− 9

n2
− 3

n2
+o

(

1

n2

)

(un triple produit de (−1)2 par
3

n2
, et un autre de

1

n
au arré par

−1), don u3n = −1+
3

n
− 12

n2
+o

(

1

n2

)

, puis un = −1+
1

n
− 3

n2
+

12

n3
+o

(

1

n3

)

. Plus que deux

fois à refaire le même genre de aluls : u3n =

(

−1 +
1

n
− 3

n2
+

12

n3
+ o

(

1

n3

))3

= −1+
1

n3
+

3

n
− 9

n2
+

36

n3
− 3

n2
+o

(

1

n3

)

= −1+
3

n
− 12

n2
+

37

n3
, puis un = −1+

1

n
− 3

n2
+

12

n3
− 37

n4
+o

(

1

n4

)

.

Un dernier pour la route : u3n =

(

−1 +
1

n
− 3

n2
+

12

n3
− 37

n4
+ o

(

1

n4

))3

= −1 +
1

n3
+

3

n
−

9

n2
+

36

n3
− 111

n4
− 3

n2
− 9

n4
− 27

n4
+ o

(

1

n4

)

= −1 +
3

n
− 12

n2
+

37

n3
− 147

n4
+ o

(

1

n4

)

, don

un = −1 +
1

n
− 3

n2
+

12

n3
− 37

n4
+

147

n5
+ o

(

1

n5

)

.

Exerie 6 (* à **)

• On ommene par érire

1

1− x
= 1 + x + x2 + x3 + x4 + o(x4) ('est du ours) puis, en

appliquant

√
1 + u = 1 +

1

2
u − 1

8
u2 +

1

16
u3 − 5

128
u4 + o(u4) (appliation de la formule du

ouprs pour (1 + x)α ave α =
1

2
) à u = x+ x2 + x3 + x4 (qui tend bien vers 0),

√

1

1− x
=

1+
1

2
(x+x2+x3+x4)−1

8
(x+x2+x3+x4)2+

1

16
(x+x2+x3+x4)3+

5

128
(x+x2+x3+x4)4+o(x4).

Il ne reste plus qu'à tout développer en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal à

4 :

√

1

1− x
= 1+

1

2
x+

1

2
x2+

1

2
x3+

1

2
x4− 1

8
x2− 1

8
x4− 1

4
x3− 1

4
x4+

1

16
x3+

3

16
x4+

5

128
x4+o(x4),

soit f(x) = 1+
1

2
x+

3

8
x2 +

5

16
x3 +

45

128
x4 + o(x4). On peut aussi gagner un peu de temps en

appliquant diretement la formule du ours pour (1 + x)α ave α = −1

2
, avant de remplaer

les x par des −x.

• On sait que cos(x) = 1− x2

2
+

x4

24
− x6

720
+ o(x6), il su�t don d'appliquer le développement

limité

1

1− u
= 1+ u+ u2 + u3 + o(u3) ave u =

1

2
x2 − 1

24
x4 +

1

720
x6 (un DL à l'ordre 3 sera

su�sant ar u est lui-même d'ordre 2). On ne garde bien sûr que les termes d'ordre inférieur

ou égal à 6 pour obtenir

1

cos(x)
= 1+

(

1

2
x2 − 1

24
x4 +

1

720
x6
)

+

(

1

2
x2 − 1

24
x4 +

1

720
x6
)2

+

(

1

2
x2 − 1

24
x4 +

1

720
x6
)3

+ o(x6) = 1 +
1

2
x2 − 1

24
x4 +

1

720
x6 +

1

4
x4 − 1

24
x6 +

1

8
x6 + o(x6),

soit f(x) = 1 +
1

2
x2 +

5

24
x4 +

61

720
x6 + o(x6).

• Attention, on fait un développement limité en 1 et pas en 0. Posons don h = x−1, qui lui ten-

dra vers 0 quand x tend vers 1 : ex = e1+h = e× eh = e×
(

1 + h+
h

2
+

h3

6
+

h4

24
+ o(h4)

)

=

e + eh +
e

2
h2 +

e

6
h3 +

e

24
h4 + o(h4). On onlut en remplaçant h par x − 1 : f(x) =

x→1
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e+ e(x− 1) +
e

2
(x− 1)2 +

e

6
(x− 1)3 +

e

24
(x− 1)4 + o(x− 1)4. Alternativement, on pouvait

trouver très rapidement ette formule en appliquant diretement la formule de Taylor-Young,

toutes les dérivées de l'exponentielle prenant pour valeur e quand x = 1.
• Attention au petit piège, la fontion a pour limite 2 en 0, il faut sortir un fateur 2 pour

pouvoir appliquer la formule du DL de

√
1 + u : f(x) =

√

3 + cos(x) =

√

4− x2

2
+ o(x2) =

2

√

1− x2

8
+ o(x2) = 2

(

1− x2

16
+ o(x2)

)

soit f(x) = 2− 1

8
x2 + o(x2).

• C'est le même que le préédent, sans le petit piège, et à un ordre un peu plus élevé :

√

cos(x) =
√

1− x2

2
+

x4

24
+ o(x4) = 1+

1

2

(

−−x2

2
+

x4

24

)

− 1

8

(−x2

2
+

x4

24

)2

+o(x4) = 1− 1

4
x2+

1

48
x4−

1

32
x4 + o(x4), soit f(x) = 1− 1

4
x2 − 1

96
x4 + o(x4).

• Plusieurs méthodes possibles ii. On peut partir de

1

1− x
= 1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 +

o(x2), et élever le tout au arré :

1

(x− 1)2
= 1 + x2 + x4 + 2x + 2x2 + 2x3 + 2x4 + 2x5 +

2x3 + 2x4 + 2x5 + 2x5 + o(x5), soit f(x) = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + 5x4 + 6x5 + o(x5) (on

peut deviner aisément e que ça donnerait à l'ordre n, les plus ourageux essaieront de le

démontrer). Autre possibilité : érire f(x) =
1

1− 2x+ x2
, et utiliser le DL de

1

1− u
pour

trouver

1

(x− 1)2
= 1+(2x−x2)+ (2x−x2)2+(2x−x2)3+(2x−x2)4+(2x−x2)5+ o(x5) =

1+2x− x2 +4x2 − 4x3 +x4 +8x3 − 12x4 +6x5 +16x4 − 32x5 +32x5 + o(x5), soit à nouveau

f(x) = 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + 5x4 + 6x5 + o(x5).
• On a déjà vu e genre de alul : il faut penser à sortir un fateur

√
2 pour appliquer le

DL de

√
1 + u, soit

√
x+ 2 =

√
2

√

1 +
x

2
=

√
2

(

1 +
1

2

x

2
− 1

8

(x

2

)2
+

1

16

(x

2

)3
+ o(x3)

)

. On

trouve don f(x) =
√
2 +

√
2

4
x−

√
2

32
x2 +

√
2

128
x3 + o(x3).

• Le alul de DL d'une omposée est ii doublé du petit piège habituel puisque la fontion a

pour limite ln(2) : 1+ex = 2+x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+o(x4) = 2

(

1 +
x

2
+

x2

4
+

x3

12
+

x4

48
+ o(x4)

)

,

don ln(1+ex) = ln(2)+ln

(

1 +
x

2
+

x2

4
+

x3

12
+

x4

48
+ o(x4)

)

, on peut désormais appliquer le

DL de ln(1+u) pour obtenir ln(1+ex) = ln(2)+
x

2
+
x2

4
+
x3

12
+
x4

48
− 1

2

(

x

2
+

x2

4
+

x3

12
+

x4

48

)2

+

1

3

(

x

2
+

x2

4
+

x3

12
+

x4

48

)3

− 1

4

(

x

2
+

x2

4
+

x3

12
+

x4

48

)4

+ o(x4) = ln(2) +
1

2
x +

1

4
x2 +

1

12
x3 +

1

48
x4 − 1

8
x2 − 1

32
x4 − 1

8
x3 − 1

24
x4 +

1

24
x3 +

1

16
x4 − 1

64
x4 + o(x4), soit f(x) = ln(2) +

1

2
x+

1

8
x2 − 1

192
x4 + o(x4).

• En�n un alul très rapide : sin(x) = x− x3

6
+

x5

120
− x7

5 040
+ o(x7), soit f(x) = 1 − 1

6
x2 +

1

120
x4 − 1

5 040
x6 + o(x6).

• On a déjà alulé le DL de

√

cos(x) un peu plus haut, la seule question qui se pose est

onernant le cos(
√
x). A-t-on le droit de se ontenter de prendre le DL de cos(x) et remplaer

les x par des

√
x en pro�tant du fait que la présene de puissanes paires uniquement va faire

disparaitre toutes les raines arrées ? Bien sûr que oui ! Le seul détail est que le DL ne sera

évidemment valable qu'à droite de 0, puisque la fontion n'est pas dé�nie quand x < 0. On

érira don cos(
√
x) =

x→0+
1− x

2
+

1

24
x2− 1

720
x3+o(x3). Il ne reste plus qu'à faire une addition
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pour trouver f(x) = −1

2
x+

7

24
x2 − 1

720
x3 + o(x3).

• Une omposée lassique : eu = 1 + u +
u2

2
+

u3

6
+

u4

24
+

u5

120
+ o(x5), don esin(x) = 1 +

(

x− x3

6
+

x5

120

)

+
1

2

(

x− x3

6
+

x5

120

)2

+
1

6

(

x− x3

6
+

x5

120

)3

+
1

24

(

x− x3

6
+

x5

120

)4

+
1

120

(

x− x3

6
+

x5

120

)5

+ o(x5) = 1 + x − x3

6
+

x5

120
+

1

2
x2 − 1

6
x4 +

1

6
x3 − 1

12
x5 +

1

24
x4 +

1

120
x5 + o(x5), soit f(x) = 1 + x+

1

2
x2 − 1

8
x4 − 1

15
x5 + o(x5).

• Plusieurs possibilités ii. On peut faire le lassique hangement de variable h = x − 2, don

x4 = (2 + x− 2)4 = 16

(

1 +
h

2

)4

= 16

(

1 + 2h +
3

2
h2 +

1

2
h3 + o(h3)

)

= 16 + 32h + 24h2 +

8h3+o(h3). Autrement dit, f(x) =
x→2

16+32(x−2)+24(x−2)2+2(x−2)3+o(x−2)3. On n'a

même pas eu besoin de formule du ours ii, puisqu'on développe simplement un polyn�me,

on peut don appliquer la formule du bin�me de Newton pour développer.

Deuxième méthode : appliquer la formule de Taylor-Young, les dérivées étant ii très failes à

aluler. En e�et, f(2) = 16 ; f ′(2) = 4× 23 = 32 ; f ′′(2) = 12× 22 = 48 et f (3)(2) = 24× 2 =

48, don f(x) = 16 + 32(x − 2) +
48

2
(x− 2)2 +

48

6
(x− 2)3 + o(x − 2)3, e qui donne bien le

même DL que plus haut.

• Le plus normal est d'érire la puissane sous forme exponentielle f(x) = ex ln(1+sin(x))
, ave

ln(1+sin(x)) = ln

(

1 + x− x3

6
+ o(x4)

)

= x−x3

6
−1

2

(

x− x3

6

)2

+
1

3

(

x− x3

6

)3

−1

4

(

x− x3

6

)4

+

o(x4) = x − 1

6
x3 − 1

2
x2 +

1

6
x4 +

1

3
x3 − 1

4
x4 + o(x4) = x − 1

2
x2 +

1

6
x3 − 1

12
x4 + o(x4). En

fait, on s'est fatigués à aller jusqu'à l'ordre 4 pour rien puisqu'on va multiplier par x avant de

mettre dans l'exponentielle : x ln(1 + sin(x)) = x2 − 1

2
x3 +

1

6
x4 + o(x4), don ex ln(1+sin(x)) =

1 + x2 − 1

2
x3 +

1

6
x4 +

1

2

(

x2 − 1

2
x3 +

1

6
x4
)2

+ o(x4) = 1 + x2 − 1

2
x3 +

1

6
x4 +

1

2
x4 + o(x4)

(inutile d'aller plus loin que l'ordre 2 ii). On onlut : f(x) = 1 + x2 − 1

2
x3 +

2

3
x4 + o(x4).

• Pour un DL ailleurs qu'en 0 d'une fontion omme l'artangente, le mieux est, de loin, d'ap-

pliquer la formule de Taylor-Young, surtout que l'ordre n'est pas très élevé. On sait que

f(x) =
π

4
; f ′(x) =

1

1 + x2
, don f ′(1) =

1

2
; et f ′′(x) = − 2x

(1 + x2)2
, don f ′′(1) = −1

2
. Il ne

reste plus qu'à onlure : f(x) lim
x→1

π

4
+

1

2
(x− 1)− 1

4
(x− 1)2 + o(x− 1)2.

Si on tient vraiment à faire un hangement de variables, mieux vaut le faire sur la dé-

rivée

1

1 + x2
que sur l'artangente elle-même ar on ne saura pas vraiment quoi faire de

arctan(1 + h). Allez, faisons le alul : en posant h = x − 1,
1

1 + (h+ 1)2
=

1

2 + 2h+ h2
=

1

2
× 1

1 + h+ 1
2h

2
=

1

2
(1− h+ o(h)) =

1

2
− 1

2
h+ o(h). On primitive ensuite, en ajoutant bien

sûr la onstante

π

4
: arctan(x) =

π

4
+

1

2
h− 1

4
h2 + o(h), qui est bien le DL trouvé plus haut.

• Ii, le hangement de variable est non seulement onseillé mais même bienvenu sinon la raine

arrée pose problème. Posons don h = x − 1, soit x = h + 1, pour trouver
√
x =

√
1 + h =

1+
1

2
h− 1

8
h2+

1

16
h3+ o(h3), et ln(

√
x) = ln

(

1 +
1

2
h− 1

8
h2 +

1

16
h3 + o(h3)

)

=
1

2
h− 1

8
h2+

1

16
h3− 1

2

(

1

2
h− 1

8
h2 +

1

16
h3
)2

+
1

3

(

1

2
h− 1

8
h2 +

1

16
h3
)

+o(h3) =
1

2
h− 1

8
h2+

1

16
h3− 1

8
h2+

6



1

16
h3+

1

24
h3+o(h3). On en déduit que f(x) =

x→1

1

2
(x−1)− 1

4
(x−1)2+

1

6
(x−1)3+o(x−1)3.

Tiens, 'est amusant, il semble y avoir une ertaine régularité dans e DL. Un hasard ? Pas

du tout, on a en fait alulé beauoup pour rien, on pouvait simplement dire que ln(
√
x) =

1

2
ln(x) =

1

2
ln(1 + (x− 1)), et appliquer le DL de ln(1 + u) en 0.

• On proède simplement en deux temps, en faisant attention à sortir un fateur 2 de la raine :

√
1 + x = 1+

1

2
x−1

8
x2+

1

16
x3+o(x3), don

√

1 +
√
1 + x =

√

2 +
1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 + o(x3) =

√
2×

√

1 +
1

4
x− 1

16
x2 +

1

32
x3 + o(x3) =

√
2

(

1 +
1

2

(

1

4
x− 1

16
x2 +

1

32
x3
)

−1

8

(

1

4
x− 1

16
x2 +

1

32
x3
)2

+
1

16

(

1

4
x− 1

16
x2 +

1

32
x3
)

)

+ o(x3) =

√
2

(

1 +
1

8
x− 1

32
x2 +

1

64
x3 − 1

128
x2 +

1

256
x3 +

1

1 024
x3
)

+ o(x3), soit f(x) =
√
2+

√
2

8
x−

5
√
2

128
x2 +

21
√
2

1 024
x3 + o(x3).

• Rien de bien di�ile : cos(3x) = 1 − 9

2
x2 + o(x3), don ln(cos(3x)) = −9

2
x2 + o(x2) (à et

ordre-là, on ne se fatigue pas trop).

• Un petit peu de trigonométrie n'est pas inutile ii, en l'ourene des formules d'addition. On

pose h = x − π

3
, don f(x) = cos

(π

3
+ h
)

= cos
(π

3

)

cos(h) − sin
(π

3

)

sin(h) =
1

2
cos(h) −

√
3

2
sin(h) =

1

2

(

1− h2

2
+ o(h3)

)

−
√
3

2

(

h− h3

6
+ o(h3)

)

=
1

2
−
√
3

2
h− 1

4
h2+

1

4
√
3
h3+o(h3),

soit f(x) =
x→π

3

1

2
−

√
3

2

(

x− π

3

)

− 1

4

(

x− π

3

)2
+

1

4
√
3

(

x− π

3

)3
+ o

(

x− π

3

)3
.

• Il n'est même pas évident à priori que ette fontion est dé�nie en 0, ou plut�t prolongeable

par ontinuité en 0. Rien ne nous empêhe pour autant de tenter un développement limité,

qui à première vue s'apparantera plut�t à un développement asymptotique. On peut érire

1

sin(x)
=

1

x− x3

6 + x5

120 + o(x5)
=

1

x
× 1

1− x2

6 + x4

120 + o(x4)
=

1 + x2

6 − x4

120 + x4

36 + o(x4)

x
=

1

x
+
1

6
x+

7

360
x3+o(x3). Notez que pour obtenir e développement à l'ordre 3, il était néessaire

de partir d'un DL à l'ordre 5 du dénominateur. On fait pareil pour le deuxième inverse :

1

sh(x)
=

1

x
× 1

1 + x2

6 + x4

120 + o(x4)
=

1− x2

6 − x4

120 + x4

36 + o(x4)

x
=

1

x
− x

6
+

7

360
x3 + o(x3).

En faisant la di�érene, on trouve très simplement f(x) =
x

3
+ o(x3).

• Attention ii, il y a une petite di�ulté : numérateur et dénominateur tendent tous deux vers

0 en 0, mais omme ils également tous deux équivalents à x, une simpli�ation des DL va se

produire pour donner une fontion qui se prolonge par ontinuité Toutefois, il faut antiiper

ette simpli�ation et faire initialement des DL à l'ordre 3 si on veut obtenir de l'ordre 2 pour

f :

ln(1 + x)

ex − 1
=

x− x2

2 + x3

3 + o(x3)

x+ x2

2 + x3

6 + o(x3)
=

1− x
2 + x2

3 + o(x2)

1 + x
2 + x2

6 + o(x2)
=

(

1− 1

2
x+

1

3
x2 + o(x2)

)

×
(

1− 1

2
x− 1

6
x2 +

1

4
x2 + o(x2)

)

= 1 − 1

2
x +

1

3
x2 − 1

2
x +

1

4
x2 +

1

12
x2 + o(x2), soit f(x) =

1− x+
2

3
x2 + o(x2).

• Enore une omposée assez lassique, en n'oubliant pas de sortir un fateur ln(3) pour avoir

quelque hose qui tend vers 0 : ln(2ex+e−x = ln

(

2 + 2x+ x2 +
x3

3
+ 1− x+

x2

2
− x3

6
+ o(x3)

)

=

7



ln

(

3 + x+
3

2
x2 +

1

6
x3 + o(x3)

)

= ln(3)+ln

(

1 +
1

3
x+

1

2
x2 +

1

18
x3 + o(x3)

)

= ln(3)+
1

3
x+

1

2
x2+

1

18
x3− 1

2

(

1

3
x+

1

2
x2 +

1

18
x3
)2

+
1

3

(

1

3
x+

1

2
x2 +

1

18
x3
)3

+o(x3) = ln(3)+
1

3
x+

1

2
x2+

1

18
x3 − 1

18
x2 − 1

6
x3 +

1

81
x3 + o(x3), soit f(x) = ln(3) +

1

3
x+

4

9
x2 − 8

81
x3 + o(x3).

• Rien de spéial à signaler pour elui-là :

xe−x

1 + 2x
= (x− x2 + o(x2))(1 − 2x+ 4x2 + o(x2)) =

x− x2 − 2x2 + o(x2), soit f(x) = x− 3x2 + o(x2).
• On ommene bien sûr par érire xx = ex ln(x)

. Ensuite, le plus rapide est sûrement d'appliquer

diretement la formule de Taylor-Young, surtout que l'ordre n'est pas très élevé. On alule

f(2) = 22 = 4 ; puis f ′(x) = (ln(x) + 1)ex ln(x)
, don f ′(2) = 4(1 + ln(2)) ; et en�n f ′′(x) =

1

x
ex ln(x) + (ln(x) + 1)2ex ln(x)

, don f ′′(2) = 2 + 4(1 + ln(2))2. On en déduit que f(x) =
x→2

4 + 4(1 + ln(2))(x − 2) + (1 + 2(1 + ln(2))2)(x− 2)2 + o(x− 2)2.
Sinon, si on y tient vraiment, on fait le hangement de variable h = x − 2, don f(x) =

e(2+h) ln(2+h) = e(2+h)(ln(2)+ln(1+h

2
)) = e(2+h)(ln(2)+ 1

2
h− 1

8
h2+o(h2)) = e2 ln(2)+(1+ln(2))h+ 1

4
h2+o(h2) =

4e(1+ln(2))h+ 1
4
h2+o(h2) = 4

(

1 + (1 + ln(2))h +
1

4
h2 +

(1 + ln(2))2

2
h2 + o(h2)

)

, e qui donne

évidemment le même résultat que i-dessus.

• Ce qui est dans l'arsinus tend vers

1

2
en 0, et en faire le développement limité ne pose pas de

problème :

1 + x

2 + x
=

1 + x

2
× 1

1 + x
2

=

(

1

2
+

1

2
x

)(

1− 1

2
x+

1

4
x2 + o(x2)

)

=
1

2
+

1

4
x− 1

8
x2+

o(x2). Cherhons désormais le Dl d'arsinus en

1

2
pour pouvoir omposer : arcsin

(

1

2

)

=

π

6
; arcsin′(x) =

1√
1− x2

don arcsin′
(

1

2

)

=
2√
3
; et en�n arcsin′′(x) =

−2x

−2(1− x2)
3
2

=

x

(1− x2)
3
2

, don arcsin′′(x) =
4

3
√
3
. On en déduit que arcsin(x) =

x→ 1
2

π

6
+

2√
3

(

x− 1

2

)

+

2

3
√
3

(

x− 1

2

)2

+ o

(

x− 1

2

)2

. Il ne reste plus que la dernière étape : f(x) =
x→0

π

6

+
2√
3

(

1

4
x− 1

8
x2
)

+
2

3
√
3

(

1

4
x− 1

8
x2
)2

+ o(x2) =
π

6
+

1

2
√
3
x− 1

4
√
3
x2 +

1

24
√
3
x2 + o(x2),

soit f(x) =
π

6
+

1

2
√
3
x− 5

24
√
3
x2 + o(x2).

Exerie 7 (***)

On va appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange à la fontion exponentielle : sur l'intervalle

[0, x], la dérivée de l'exponentielle est majorée par ex, don, en érivant la formule à l'ordre 2,

|et − (1 + t)| 6
1

2
t2et quel que soit t ∈ [0, x]. En posant t =

1

n
ln(1 + x2), on trouve alors

∣

∣

∣

∣

e
1
n
ln(1+x2) − 1− 1

n
ln(1 + x2)

∣

∣

∣

∣

6
1

2n2
ln2(1+x2)× e

1
n
ln(1+x2)

, soit

∣

∣

∣

∣

(1 + x2)
1
n − 1− 1

n
ln(1 + x2)

∣

∣

∣

∣

6

ln2(1 + x2)

2n2
× (1 + x2)

1
n
. Or, si x ∈ [0, 1], 1 + x2 6 2, et a fortiori (1 + x2)

1
n 6 2. On en dé-

duit que

∣

∣

∣

∣

(1 + x2)
1
n − 1− 1

n
ln(1 + x2)

∣

∣

∣

∣

6
ln2(2)

n2
. Par intégration de l'inégalité, on obtient alors

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0
(1 + x2)

1
n dx−

∫ 1

0
1 dx− 1

n

∫ 1

0
ln(1 + x2) dx

∣

∣

∣

∣

6

∫ 1

0

ln2(2)

n2
=

ln2(2)

n2
. Autrement dit, il su�t

de prendre a =

∫ 1

0
1 dx = 1, et b =

∫ 1

0
ln(1 + x2) dx. Cette intégrale se alule par une IPP,
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en posant u(x) = ln(1 + x2), don u′(x) =
2x

1 + x2
, et v′(x) = 1, don v(x) = x, pour trouver

b = [x ln(1 + x2)]10 −
∫ 1

0

2x2

1 + x2
dx = ln(2) − 2

∫ 1

0
1 − 1

1 + x2
dx = ln(2) − 2 + [arctan(x)]10 =

ln(2) − 2 +
π

4
. Comme le majorant est négligeable par rapport à

1

n
, on peut don onlure que

∫ 1

0
(1 + x2)

1
n dx = 1 +

ln(2)− 2 + π
4

n
+ o

(

1

n

)

.

Exerie 8 (* à **)

• Puisque

1

x
tend vers 0, on peut e�etuer un développement limité : ln

(

1 +
1

x

)

=
1

x
− 1

2x2
+

1

3x3
+o

(

1

x3

)

, don x−x2 ln

(

1 +
1

x

)

= x−x+
1

2
− 1

3x
+o

(

1

x

)

(on n'oublie pas de multiplier

par x2 également dans le o). En partiulier, la limite demandée est égale à

1

2
.

• On ommene par érire la puissane sous forme exponentielle e
1
x2

ln(
tan(x)

x
)
. Puis on e�etue

un développement limité (normalement l'ordre 1 su�ra) étape par étape. D'après le ours,

tan(x) = x+
x3

3
+o(x4), don

tan(x)

x
= 1+

x2

3
+o(x3). On peut alors omposer sans problème

par ln(1+u) : ln

(

tan(x)

x

)

= ln

(

1 +
x2

3

)

+o(x3) =
x2

3
+o(x2) (en fait, un équivalent su�t à

partir de ette étape). On en déduit que lim
x→0

1

x2
ln

(

tan(x)

x

)

=
1

3
, puis que la limite reherhée

vaut e
1
3
.

• Il su�t ii de faire un développement limité à l'ordre 2 du numérateur : ex − x − cos(x) =

1 + x+
x2

2
− x− 1 +

x2

2
+ o(x2) = x2 + o(x2), don la limite demandée est égale à 1.

• Pour faire un développement limité ii, il faut d'abord se ramener à 0. Pour ela, on fatoriser

par x2 dans la raine arrée (on supposera x > 0) :
√
x2 + 3x+ 2−x = x

√

1 +
3

x
+

2

x2
−x =

x

(

√

1 +
3

x
+

2

x2
− 1

)

. Puisque

3

x
+

2

x2
tend vers 0, on peut e�etuer un développement limité

(à l'ordre 1, ça su�ra) de la parenthèse :

(

1 +
3

x
+

2

x2

)

− 1 = 1 +
3

2x
− 1 + o

(

1

x

)

∼ 3

2x
.

On en déduit failement que lim
x→+∞

√
x2 + 3x+ 2−x =

3

2
. Notons au passage que le terme en

2

x2
n'intervient pas dans le alul, on peut don remplaer dans la raine arrée initiale le +2

par n'importe quelle autre onstante sans hanger la limite.

• Ce n'est pas exatement un développement limité qu'on va faire, mais on va les exploiter

quand même :

1

x3
− 1

sin3(x)
=

sin3(x)− x3

x3 sin3(x)
∼ sin3(x)− x3

x6
. Reste à faire un DL à l'ordre 6

du numérateur : sin3(x)−x3 =

(

x− x3

6
+

x5

120
+ o(x6)

)3

−x3 = x3−1

2
x5−x3+o(x6) ∼ −1

2
x5.

On en déduit que

1

x3
− 1

sin3(x)
∼

x→0
− 1

2x
. En partiulier, il n'y a pas de limite �nie en 0.

• On passe bien sûr à l'exponentielle pour obtenir ex
2 ln(ch( 1

x
))
. Puisque

1

x
tens vers 0, on peut

sûrement e�etuer un développement limité, qu'on poussera jusqu'à l'ordre 2 pour antiiper

le produit par x2 : ch

(

1

x

)

= 1+
1

2x2
+o

(

1

x2

)

, don ln

(

ch

(

1

x

))

∼ 1

2x2
, e don on déduit
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que la limite reherhée vaut e
1
2 =

√
e.

Exerie 9 (** à ***)

1. Érivons le développement limité de f à l'ordre 3 en 0 (mieux vaut être prudent) : ln(1 +

x + x2) = x + x2 − 1

2
(x + x2)2 +

1

3
(x + x2)3 + o(x3) = x + x2 − 1

2
x2 − x3 +

1

3
x3 + o(x3) =

x +
1

2
x2 − 2

3
x3 + o(x3). La ourbe admet don en 0 une tangente d'équation y = x, et le

terme suivant du développement limité étant toujours positif au voisinage de 0, la ourbe sera

loalement située au-dessus de sa tangente. Pour haque �gure, la ourbe sera représentée en

rouge et la tangente ou l'asymptote en bleu.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5−0.1−0.2−0.3−0.4−0.5

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

−0.1

−0.2

−0.3

−0.4

−0.5

2. On est repartis pour un petit développement limité : f(x) =
x

x+ 1
2x

2 + 1
6x

3 + o(x3)

=
1

1 + 1
2x+ 1

6x
2 + o(x2)

= 1− 1

2
x− 1

6
x2 +

1

4
x2 + o(x2) = 1− 1

2
x+

1

12
x2 + o(x2). La ourbe

admet une tangente d'équation y = −1

2
x + 1, et elle est située loalement au-dessus de sa

tangente.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5−0.1−0.2−0.3−0.4−0.5

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

0.8

0.7

0.6

0.5

3. Il faut ommener par se ramener à un alul en 0 en mettant

√
x en fateur partout :

f(x) =
√
x

(

2−
√

1 +
1

x
−
√

1− 1

x

)

. Posons X =
1

x
pour lari�er le alul :

√
Xf(x) =

2− (1+X)
1
2 − (1−X)

1
2 = 2−1− 1

2
X+

1

8
X2−1+

1

2
X+

1

8
X2+ o(X2) =

1

4
X2+ o(X2), don

f(x) ∼ 1

4
X
√
X ∼ 1

4x
√
x
. En partiulier, lim

x→+∞
f(x) = 0, et la ourbe est située au-dessus de

l'axe des absisses au voisinage de +∞.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0

1

4. Posons donX =
1

x
, alors f(x) =

1

X
× 1

1 + eX
, soitXf(x) =

1

2 +X + 1
2X

2 + 1
6X

3 + o(X3)
=

1

2
× 1

1 + 1
2X + 1

4X
2 + 1

12X
3 + o(X3)

=
1

2

(

1− 1

2
X − 1

4
X2 − 1

12
X3 +

1

4
X2 +

1

4
X3 − 1

8
X3 + o(X3)

)

=

1

2
− 1

4
X+

1

48
X3+o(X3). On en déduit que f(x) =

1

2X
− 1

4
+

1

48
X2+o(X2) =

1

2
x− 1

4
+

1

48x2
+

o

(

1

x2

)

. En partiulier, la ourbe admet une asymptote oblique d'équation y =
1

2
x − 1

4
, et

elle est loalement située au-dessus de ette asymptote.
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0 1 2 3−1−2−3

0

1

2

3

−1

−2

−3

5. Ce qui se trouve dans l'artangente a une limite nulle, on doit pouvoir s'arranger pour faire

un développement limité. Commençons par poser omme d'habitude X =
1

x
, et érivons

1

1 + x
=

1

x
× 1

1 + 1
x

=
X

1 +X
= X(1−X+X2)+o(X2) = X−X2+X3+o(X3). En omposant

par l'artangente, arctan

(

1

1 + x

)

= X −X2 +X3− X3

3
+ o(X3) = X −X2 +

2

3
X3 + o(X3),

don f(x) =
1

X
− 1 +

2

3
X + o(X) = x− 1 +

2

3x
+ o

(

1

x

)

. La ourbe admet don en +∞ une

asymptote d'équation y = x− 1, et elle est loalement située au-dessus de l'asymptote.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

−1

6. Il ne faut pas avoir peur, et surtout pousser les DL su�samment loin dès le départ pour

avoir les informations souhaitées (dans la orretion, je mets le degré minimal néessaire

pour haque DL, mais au brouillon, soit on va diretement très loin, soit on fait plusieurs

essais) :

arctan(x)

sin3(x)
=

x− x3

3 + x5

5 + o(x6)

(x− x3

6 + x5

120 − x7

5 040 + o(x8))3
=

x(1− x2

3 + x4

5 + o(x5))

x3 − x5

2 + x7

40 + x7

12 + o(x8)
=

1

x2
×

1− x2

3 + x4

5 + o(x5)

1− x2

2 + 13x4

120 + o(x5)
=

1

x2

(

1− 1

3
x2 +

1

5
x4 + o(x5)

)(

1 +
1

2
x2 − 13

120
x4 +

1

4
x4 + o(x5)

)

=

12



1

x2

(

1− 1

3
x2 +

1

5
x4 +

1

2
x2 − 1

6
x4 − 13

120
x4 +

1

4
x4 + o(x4)

)

=
1

x2
+

1

6
+

7

120
x2 + o(x2). Ouf,

il ne reste plus qu'à onlure que f(x) =
1

6
+

7

120
x2 + o(x2), la fontion a don pour limite

1

6
en 0, y admet une tangente horizontale, et sa ourbe est située loalement au-dessus de ette

tangente.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1−0.1−0.2−0.3−0.4−0.5−0.6−0.7−0.8−0.9−1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

−0.1

−0.2

7. Ce n'est pas si ompliqué que ça. Posons g(t) =
1√

1 + t4
, et G une primitive de g (par

exemple elle qui s'annule en 0, la fontion g étant dé�nie sur R). On peut a�rmer que

f(x) = G(x2)−G(x). Commençons par érire un développement asymptotique de g(t) quand

t tend vers +∞, en posant omme toujours T =
1

t
: g(t) =

1

t2
√

1
t4
+ 1

=
T 2

√
1 + T 4

=

T 2

1 + 1
2T

4 − 1
8T

8 + o(T 8)
= T 2

(

1− 1

2
T 4 +

1

8
T 8 +

1

4
T 8 + o(T 8)

)

= T 2− 1

2
T 6+

3

8
T 10+o(T 10),

soit g(t) =
1

t2
− 1

2t6
+

3

8t10
+ o

(

1

t10

)

. On peut maintenant érire G(t) = −1

t
+

1

10t5
− 1

24t9
+

o

(

1

t9

)

, puis f(x) = G(x2)−G(x) =
1

x
− 1

x2
− 1

10x5
+ o

(

1

x5

)

.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

1

−1

8. Commençons par préiser que Df =]0, 1[∪]1,+∞[. Il y a don trois endroits où on peut étudier

le omportement loal de f . Commençons par regarder e qui se passe en 0 : par roissane

omparée, lim
x→0

f(x) = 0, don on peut prolonger f par ontinuité en posant f(0) = 0. On

ne peut évidemment pas faire de développement limité en 0, pour étudier la dérivabilité

éventuelle on va don tenter d'utiliser le taux d'aroissement. En 0,
f(x)

x
=

ln(x)

x2 − 1
a pour

limite +∞, don f admet une tangente vertiale en 0 et n'y est pas dérivable. En fait, à

défaut de développement limité, les plus urieux feront un développement asymptotique :
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f(x) = −x ln(x) × 1

1− x2
= −x ln(x)(1 + x2 + o(x2)) = −x ln(x) + x3 ln(x) + o(x3 ln(x)).

Bon, en l'ourene, ça n'a auun intérêt. En +∞, par ontre, 'est un peu pareil : f(x) ∼
ln(x)

x
(e qui permet d'obtenir failement l'existene d'une asymptote horizontale oïnidant

ave l'axe des absisses), et f(x) =
ln(x)

x
× 1

1− 1
x2

=
ln(x)

x

(

1 +
1

x2
+ o

(

1

x2

))

=
ln(x)

x
+

ln(x)

x3
+ o

(

ln(x)

x3

)

. Là enore, e n'est pas palpitant. Passons maintenant à e qui se passe

en 1. On peut alors poser x = 1 + h, ave h qui tend vers 0, pour obtenir f(1 + h) =

(1 + h) ln(1 + h)

(1 + h)2 − 1
=

(1 + h)(h − h2

2 + h3

3 + o(h3))

h(2 + h)
=

(1 + h)(1 − 1
2h+ 1

3h
2 + o(h2))

2 + h
=

1

2
×

1− 1
2h+ 1

3h
2 + h− 1

2h
2 + o(h2)

1 + 1
2h

=
1

2

(

1 +
1

2
h− 1

6
h2 + o(h2)

)(

1− 1

2
h+

1

4
h2 + o(h2)

)

=
1

2

(

1 +
1

2
h− 1

6
h2 − 1

2
h− 1

4
h2 +

1

4
h2 + o(h2)

)

=
1

2
− 1

12
h2+ o(h2). La fontion f est don

prolongeable en 1 en posant f(1) =
1

2
, elle y admet une tangente horizontale, et sa ourbe est

loalement située en-dessous de ette tangente. On aimerait pouvoir étudier les variations de la

fontion pour justi�er l'allure globale de la ourbe i-dessous, mais la dérivée est franhement

mohe, don on s'en abstiendra.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

9. Commençons par érire sous forme exponentielle f(x) = e
(1− 1

x2
) ln(x)

, pour en déduire que

Df = R
+∗
. En 0, 'est très rapide, e qui est dans l'exponentielle est équivalent à − ln(x)

x2
, qui

a pour limite +∞, don lim
x→0+

f(x) = +∞. Conentrons-nous plut�t sur e qui se passe en +∞ :

f(x) = e
ln(x)− ln(x)

x2 =
x

e
ln(x)

x2

=
x

1 + ln(x)
x2 + ln2(x)

2x4 + o( ln
2(x)
x4 )

= x

(

1− ln(x)

x2
− ln2(x)

2x4
+

ln2(x)

x4
+ o( ln

2(x)
x4 )

)

=

x − ln(x)

x
+

ln2(x)

2x3
+ o( ln

2(x)
x3 ). On est dans le domaine des développements asymptotiques

ii plus que dans elui des développements limités, mais les informations qu'on peut en tirer

sont les mêmes : la droite d'équation y = x est asymptote oblique à la ourbe, et elle-i est

loalement en-dessous de son asymptote. Là enore, l'étude des variations ne mènerait pas

très loin, voii l'allure de la ourbe :
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Exerie 10 (***)

Comme toujours pour les suites adjaentes, trois points à véri�er. Commençons par le plus faile :

vn − un = sin

(

1

n

)

tend ertainement vers 0 quand n tend vers +∞. Ensuite, un+1 − un = n+ 1−
n+1
∑

k=1

cos

(

1

k

)

− n +
n
∑

k=1

cos

(

1

k

)

= 1 − cos

(

1

n+ 1

)

> 0 puisqu'un osinus peut di�ilement être

plus grand que 1. La suite (un) est don roissante. Reste le dernier point, pour lequel, vous vous en

doutez, on va reourir à un développement limité : vn+1−vn = un+1−un+sin

(

1

n+ 1

)

−sin

(

1

n

)

=

1−cos

(

1

n+ 1

)

+sin

(

1

n+ 1

)

− sin

(

1

n

)

= 1−cos

(

1

n
× 1

1 + 1
n

)

+sin

(

1

n
× 1

1 + 1
n

)

− sin

(

1

n

)

=

1 − cos

(

1

n
− 1

n2
+ o

(

1

n2

))

+ sin

(

1

n
− 1

n2
+ o

(

1

n2

))

− sin

(

1

n

)

= 1 −
(

1− 1

2n2

)

+
1

n
− 1

n2
−

1

n
+ o

(

1

n2

)

= − 1

2n2
+ o

(

1

n2

)

. Puisque vn+1 − vn est équivalente à une suite négative, elle est

forément elle-même négative à partir d'un ertain rang. Cela su�t à prouver que les suites (un) et
(vn) onvergent vers une même limite (mais ne me demandez pas quoi, je n'en sais rien !).

Exerie 11 (***)

1. La fontion f est dé�nie si et seulement si e qui se trouve à l'intérieur de la valeur absolue

est stritement positif, don dé�ni (il faut supprimer la valeur interdite 1) et di�érent de 0 (il

faut enlever −1). Autrement dit, Df = R\{−1, 1}. Ce domaine est symétrique par rapport à

0, et f(−x) = (x2 − 1) ln

∣

∣

∣

∣

1− x

1 + x

∣

∣

∣

∣

= −(x2 − 1) ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

, don la fontion f est impaire.

2. Au voisinage de 0, 1 + x et 1 − x sont tous les deux positifs, et on peut même séparer le

quotient pour érire f(x) = (x2−1)(ln(1+x)− ln(1−x)). On sait très bien que ln(1+x) =
x→0

x− 1

2
x2+

1

3
x3− 1

4
x4+ o(x4), et don que ln(1−x) = −x− 1

2
x2− 1

3
x3− 1

4
x4+ o(x4), dont on

déduit que ln(1+x)− ln(1−x) = 2x+
2

3
x3+o(x4), puis que f(x) = 2x3−2x− 2

3
x3+o(x4) =
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−2x +
4

3
x3 + o(x4). Puisque f admet un développement limité à l'ordre 1 en 0, elle y est

dérivable, et l'équation de sa tangente est y = −2x. De plus, on a f(x) + 2x ∼ 4

3
x3, don

f(x) + 2x est positif à droite de 0 et négatif à gauhe de 0 (en restant au voisinage de 0, bien
entendu), et la ourbe sera en-dessous de sa tangente à gauhe de 0, et au-dessus à droite.

3. (a) En onstatant que 1 +
2X

1−X
=

1 +X

1−X
, il s'agit au signe près du développement limité

qu'on a déjà alulé, pas besoin de se fatiguer don : (1 −X2) ln

(

1 +
2X

1−X

)

= 2X −
4

3
X3 + o(X3).

(b) Posons don X =
1

x
, et alulons f(x) =

(

1

X2
− 1

)

ln

∣

∣

∣

∣

∣

1 + 1
X

1− 1
X

∣

∣

∣

∣

∣

, soit X2f(x) = (1 −

X2) ln

(

1 +X

1−X

)

(puisqu'au voisinage de 0, |X−1| = 1−X), e qui est exatement e dont

on vient de aluler un DL en 0 à la question préédente. On peut don immédiatement

a�rmer (en divisant tout par X2
) que f(x) =

2

X
− 4

3
X+o(X), soit f(x) =

x→+∞
2x− 4

3x
+

o

(

1

x

)

.

() Oui, la ourbe admet une asymptote oblique d'équation y = 2x, et omme f(x) − 2x ∼
− 4

3x
< 0 au voinage de +∞, la ourbe sera en-dessous de son asymptote quand x tend

vers +∞.

(d) On peut onstater que le même alul reste valable tel quel, ou utiliser l'imparité de la

fontion f : la ourbe admet la même asymptote oblique d'équation y = 2x en −∞, mais

ette fois la ourbe sera loalement au-dessus de ette asymptote.

4. On peut toujours érire f(x) = (x2 − 1) ln |1 + x| − (x2 − 1) ln |1− x|, et le premier terme de

ette di�érene a ertainement une limite nulle en 1. Reste don à gérer le seond : on sait que

lim
x→0

x ln(x) = 0 (roissane omparée lassique), don lim
x→1

(x−1) ln |1−x| = 0 (la valeur absolue

ne hange rien, si e n'est éventuellement le signe du alul), et lim
x→1

(x2−1) ln |1−x| = 0 (on se

ontente de multiplier par x+1 la limite préédente). La fontion f est don prolongeable par

ontinuité en 1, en posant f(1) = 0. Pour savoir si e prolongement est dérivable, on alule

le taux d'aroissement τ1(h) =
f(1 + h)

h
=

((1 + h)2 − 1)

h
ln

∣

∣

∣

∣

2 + h

h

∣

∣

∣

∣

= (2 + h) ln

∣

∣

∣

∣

1 +
2

h

∣

∣

∣

∣

. Il

n'y a même pas de forme indéterminée ii : lim
h→0

τ1(h) = +∞, don la fontion prolongée n'est

pas dérivable en 1 (la ourbe y admettra une tangente vertiale).

5. En utilisant le résultat donné dans l'énoné, f ′(x) = 2x ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

−(x2−1)× 1− x+ 1 + x

(1− x)2
×

1− x

1 + x
= 2x ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

− (x2 − 1)× 2

1− x2
= 2x

(

ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1− x

∣

∣

∣

∣

− 1

x

)

= 2xg(x).

6. Dérivons don à son tour la fontion g (en reprenant une partie du alul de dérivée de la

question préédente) : g′(x) =
2

1− x2
+

1

x2
=

2x2 + 1− x2

x2(1− x2)
=

x2 + 1

x2(1− x2)
. Cette dérivée est

du signe de 1 − x2, don positive sur tout l'intervalle ]0, 1[ et négative sur ]1,+∞[. Pour e
dernier intervalle, on a lim

x→+∞
g(x) = 0 (auune forme indéterminée ii, e qui est dans le

ln tendant vers 1), don g est toujours positive sur ]1,+∞[ (même pas besoin de aluler

l'autre limite). Par ontre, lim
x→0+

g(x) = −∞ (enore une fois, on a un ln qui a une limite

nulle), mais lim
x→1−

g(x) = +∞ (toujours pas de forme indéterminée !). La fontion g étant

stritement roissante sur ]0, 1[, elle est bijetive de et intervalle vers R, et en partiulier
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s'annule exatement une fois entre 0 et 1. On alule don g

(

1

2

)

= ln(3) − 2 < 0 (tout le

monde sait bien que ln(3) ≃ 1.1 < 2), et g

(

3

4

)

= ln(7) − 4

3
. Le signe est un peu moins

�agrant, mais on peut dire par exemple que ln(7) > ln(6) = ln(3) + ln(2) ≃ 1.8 >
4

3
pour

justi�er la positivité de ette valeur. D'après le théorème des valeurs intermédiaires, la fontion

g s'annule don sur l'intervalle

]

1

2
,
3

4

[

. Comme on a vu plus haut que f ′
était du même signe

que g (quand x > 0 du moins), on peut dresser le tableau de variations omplet suivant (en

exploitant la parité et les aluls e�etués préédemment) :

x −∞ −1 −α 0 α 1 +∞

f

−∞
✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

≃ 0.9❍❍❍❥0
❍❍❍❥≃ −0.9

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

7. On n'oublie bien sûr pas l'asymptote, la tangente en 0 et leurs positions relatives par rapport

à la ourbe :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

Exerie 12 (**)

1. La fontion arctan étant impaire, f est paire (le numérateur est impair, le dénominateur

aussi). La fontion f est par ailleurs dé�nie sur R
∗
.
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2. Le ours nous dit que arctan(x) = x − 1

3
x3 + o(x4) au voisinage de 0, don f(x) =

1

x
(1 +

x2)

(

x− 1

3
x3 + o(x4)

)

=
1

x

(

x+
2

3
x3 + o(x4)

)

= 1 +
2

3
x2 + o(x3).

3. Puisque f admet un développement limité à l'ordre 1 en 0, elle y est dérivable après avoir

été prolongée par ontinuité en posant f(0) = 1. De plus, f ′(0) = 0, e qui n'est évidemment

guère surprenant pour une fontion paire. En�n, f(x) − 1 ∼ 2

3
x2 > 0, don la ourbe sera

au-dessus de sa tangente horizontale au voisinage de 0.

4. C'est hyper lassique, on pose par exemple g(x) = arctan(x) + arctan

(

1

x

)

, g est dé�nie et

dérivable sur ]0,+∞[, de dérivée g′(x) =
1

1 + x2
− 1

x2
× 1

1 + 1
x2

=
1

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0, don

g est onstante sur R
+∗
. Il su�t alors de aluler g(1) = 2 arctan(1) =

π

2
pour onlure.

5. Commençons omme d'habitude par poserX =
1

x
pour aluler f(x) =

( 1
X2 + 1) arctan( 1

X
)

1
X

=

(1 +X2)(π2 − arctan(X))

X
, soit Xf(x) = (1 + X2)

(

π

2
−X +

1

3
X3 + o(X4)

)

=
π

2
− X +

π

2
X2 − 2

3
X3 + o(X3), dont on déduit que f(x) =

π

2
x− 1 +

π

2x
− 2

3x2
+ o

(

1

x2

)

. On observe

bien la présene d'une asymptote oblique d'équation y =
π

2
x − 1, et f(x)?

(π

2
x− 1

)

∼ π

2x
est positif au voisinage de +∞, la ourbe de f sera don au-dessus de son asymptote dans un

tel voisinage. En −∞, le alul préédent n'est plus diretement valable ar la formule de la

question préédente ne marhe que pour des valeurs stritement positives de x, mais on peut

simplement utiliser la parité de f : on aura une asymptote oblique d'équation y = −π

2
x− 1,

et la ourbe sera également au-dessus de ette asymptote sur un voisinage de −∞.

6. La fontion h est dé�nie et dérivable sur ]0, 1[ et sur ]1,+∞[, et h′(x) =
1

1 + x2
+
x2 + 1− 2x2

(x2 − 1)2
=

1

1 + x2
− x2 + 1

(x2 − 1)2
=

(x2 − 1)2 − (x2 + 1)2

(x2 + 1)(x2 − 1)2
= − 4x2

(x2 + 1)(x2 − 1)2
, qui est toujours négatif.

Par ailleurs, h(0) = 0, lim
x→1−

h(x) = −∞, lim
x→1+

h(x) = +∞ (aluls sans di�ulté, et d'ailleurs

inutile si on ne veut que le signe de la fontion h), et lim
x→+∞

h(x) =
π

2
. On peut don érire le

tableau de variations suivant :

x 0 1 +∞

h 0
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥ π
2

7. Caulons don f ′(x) =
2x2 arctan(x) + x− (x2 + 1) arctan(x)

x2
=

(x2 − 1) arctan(x) + x

x2
=

x2 − 1

x2
h(x). Comme x2 − 1 est toujours du même signe que h(x), on en déduit que f ′

est

toujours positive, et don que f est stritement roissante sur R
+∗
. Bien entendu, par parité

de f , ette dernière sera déroissante sur ]−∞, 0[.

8. On n'oublie bien sûr pas les belles asymptotes :
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Problème (***)

1. (a) Le trin�me 1 + x + x2 ayant un disriminant stritement négatif, il est positif sur R. La

seule valeur interdite est don 0, à ause du

1

x
dans l'exponentielle, et Dg = R

∗
.

(b) La fontion g est ertainement dérivable sur son domaine de dé�nition (e qui est sous

la raine ne s'annule jamais), et g′(x) = − 1

x2
e

1
x

√
1 + x+ x2 + e

1
x × 2x+ 1

2
√
1 + x+ x2

=

e
1
x

2x2
√
1 + x+ x2

(x2(2x+ 1)− 2(1 + x+ x2)) =
e

1
x

2x2
√
1 + x+ x2

(2x3 − x2 − 2x− 2).

() La dérivée g′ est du signe de h(x) = 2x3 − x2 − 2x− 2. On alule h′(x) = 6x2 − 2x− 2 =

2(3x2−x−1). Ce trin�me a pour disriminant ∆ = 13, et s'annule don pour x1 =
1−

√
13

6

et x2 =
1 +

√
13

6
. Le tableau de variations de la fontion h ressemblera don à ei :

x −∞ x1 x2 +∞

h

−∞

�✒
�

�

h(x1)

❅
❅
❅❘
h(x2)

�✒
�

�

+∞

Pour déterminer le nombre de valeurs annulant h, il faut hélas être apable de donner le

signe de h(x1). Utilisons le fait que h′(x1) = 0, don 3x21 = x1 + 1, pour en déduire que

x31 =
x21 + x1

3
=

4

9
x1+

1

9
. On en déduit que h(x1) = 2x31−x21−2x1−2 =

8

9
x1+

2

9
−1

3
x1−

1

3
−

2x1−2 = −13

9
x1−

19

9
. Le nombre x1 étant ompris entre −1 et 0 (puisque 3 <

√
13 < 4),

on en déduit que h(x1) < 0, e qui su�t à onlure que h est stritement négative sur

]−∞, x2] (ave h(x2) < h(x1) < 0). Elle est ensuite bijetive de [x2,+∞[ sur [h(x2),+∞[
et s'annule une unique fois sur et intervalle. De plus, h(1) = 2 − 1 − 2 − 2 = −3 < 0,
et h(2) = 16 − 4 − 4 − 2 = 6 > 0, e qui assure que 1 < α < 2 par roissane de h sur

[x2,+∞[ (le réel x2 étant stritement inférieur à 1).

(d) Commençons par onstater que lim
x→±∞

e
1
x = 1, e qui su�t à prouver que lim

x→±∞
g(x) =

lim
x→±∞

√
1 + x+ x2 = +∞. Ensuite, lim

x→0

√
1 + x+ x2 = 1 (que e soit à gauhe ou à droite),
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don lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

e
1
x = +∞. De même, lim

x→0−
g(x) = 0 (ette fois-i, e qui se trouve

dans l'exponentielle tend vers −∞).

(e) La fontion est bien prolongeable à gauhe en 0 en posant g(0) = 0 d'après le alul

de limite préédant. De plus, le taux d'aroissement en 0 est alors donné par τ(x) =

g(x)

x
=

e
1
x

x

√
1 + x+ x2. La raine arrée tend toujours vers 1 en 0, et en posant X =

1

x
,

e
1
x

x
= XeX , ave X qui tend vers −∞ quand x tend vers 0−. Cette expression a une limite

nulle par roissane omparée, e qui prouve que g prolongée est dérivable à gauhe en 0,
ave une demi-tangente horizontale.

(f) On a déjà signalé que lim
x→+∞

e
1
x = 1, don g(x) ∼

x→+∞
1×

√
x2 ∼ x.

(g) Commençons don par érire que

g(x)

x
= e

1
x

√

1 +
1

x
+

1

x2
, et e�etuons un développement

limité à l'ordre 3 (il faut multiplier par x à la �n) de ette expression quand

1

x
tend vers

0 : e
1
x = 1+

1

x
+

1

2x2
+

1

6x3
+o

(

1

x3

)

, et

√

1 +
1

x
+

1

x2
= 1+

1

2
u− 1

8
u2+

1

16
u3+o(u3) (en

posant u =
1

x
+

1

x2
), soit

√

1 +
1

x
+

1

x2
= 1+

1

2x
+

1

2x2
− 1

8x2
− 1

4x3
+

1

16x3
+ o

(

1

x3

)

=

1 +
1

2x
+

3

8x2
− 3

16x3
+ o

(

1

x3

)

. Il ne reste plus qu'à e�etuer le produit pour obtenir

g(x)

x
= 1+

1

2x
+

3

8x2
− 3

16x3
+

1

x
+

1

2x2
+

3

8x3
+

1

2x2
+

1

4x3
+

1

6x3
+ o

(

1

x3

)

= 1+
3

2x
+

11

8x2
+

29

48x3
+ o

(

1

x3

)

. Finalement, on obtient g(x) = x+
3

2
+

11

8x
+

29

48x2
+ o

(

1

x2

)

. Cette

expression su�t à prouver que la droite d'équation y = x +
3

2
est asymptote à la ourbe

représentative de g en +∞, et omme g(x)−x− 3

2
∼ 11

8x
qui est positif en +∞, la ourbe

sera au-dessus de son asymptote au voisinage de +∞.

(h) Puisque lim
x→−∞

g(x) = +∞, la même droite ne peut sûrement pas être asymptote ! Pourtant,

tout le alul de la question préédente reste valable à un petit détail près : quand x < 0,
√
x2 = −x, 'est don le développement asymptotique de

g(x)

−x
en −∞ qui est donnée

par la formule i-dessus. Autrement dit, il y a un simple hangement de signe : la droite

d'équation y = −x− 3

2
sera asymptote à la ourbe de g en −∞.

(i) Seules des demi-droites sont représentées pour les deux asymptotes :
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2. (a) Il su�t d'appliquer le théorème de la bijetion sur haun des deux intervalles ]0, α] et
[α,+∞[, en utilisant que g(α) < 5, e qui est donné dans l'énoné.

(b) Par dé�nition, on a g(un) < g(un+1) et g(vn) < g(vn+1). En appliquant la déroissane de

g sur ]0, α] et sa roissane sur [α,+∞[, on en déduit que un > un+1 et vn < vn+1. La suite

(un) est don déroissante, et la suite (vn) roissante. Comme (un) est de plus minorée,

elle onverge néessairement vers un réel l > 0. Si on avait l 6= 0, par passage à la limite,

on en déduirait que lim
n→+∞

g(un) = g(l), e qui est impossible puisque g(un) = n, qui tend

vers +∞. On a don néessairement lim
n→+∞

un = 0. De même, si (vn) était majorée, elle

onvergerait vers un réel l > α, e qui est impossible pour les mêmes raisons que (un). La
suite n'est don pas majorée, et elle diverge vers +∞.

() On va en fait partir de ln(g(un)) = ln(n) (puisque un > 0, rien ne peut nous empêher

de prendre le ln). Constatons que ln(g(x)) = ln(e
1
x ) + ln(

√
1 + x+ x2) =

1

x
+

1

2
ln(1 +

x + x2) pour obtenir

1

un
+

1

2
ln(1 + un + u2n) = ln(n). Il su�t de tout multiplier par

un pour obtenir l'égalité demandée. Comme on sait déjà que lim
n→+∞

un = 0, on aura er-

tainement lim
n→+∞

un

2

√

1 + un + u2n = 0 (produit de deux termes de limite nulle), don

lim
n→+∞

ln(n)un = 1. Cela revient exatement à dire que un ∼ 1

ln(n)
.

(d) Le plus simple est de reprendre notre égalité pour érire un−
1

ln(n)
=

un

2 ln(n)
ln(1+un+u2n)

et de prendre un équivalent du membre de droite :

un

2 ln(n)
∼ 1

2 ln2(n)
d'après la question

préédente, et omme un+ u2n a une limite nulle, ln(1+un +u2n) ∼ un+ u2n ∼ un ∼ 1

ln(n)
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(u2n étant négligeable devant un), soit un −
1

ln(n)
∼ 1

2 ln2(n)
× 1

ln(n)
∼ 1

2 ln3(n)
. On peut

érire e résultat sous la forme un =
1

ln(n)
+

1

2 ln3(n)
+ o

(

1

ln3(n)

)

.

(e) Faisons ette fois-i un développement limité :

un

2 ln(n)
ln(1 + un + u2n) =

(

1

2 ln2(n)
+

1

4 ln4(n)
+ o

(

1

ln4(n)

))(

1

ln(n)
+

1

2 ln3(n)
+

1

ln2(n)
− 1

2 ln2(n)
+

1

3 ln3(n)

+o

(

1

ln3(n)

))

=
1

2 ln3(n)
+

1

4 ln4(n)
+

5

12 ln5(n)
+

1

4 ln5(n)
+o

(

1

ln5(n)

)

. On obtient don

enore mieux que demandé : un =
1

ln(n)
+

1

2 ln3(n)
+

1

4 ln4(n)
+

2

3 ln5(n)
+ o

(

1

ln5(n)

)

.

(f) On sait que lim
n→+∞

e
1
vn = 1, don g(vn) ∼

√

1 + vn + v2n ∼
√

v2n ∼ vn. Comme g(vn) = n,

il en déoule que vn ∼ n.

(g) Il su�t de sortir le vn de la raine arrée et de tout passer de l'autre �té : g(vn) =

vne
1
vn

√

1 +
1

vn
+

1

v2n
= n, don vn = ne

− 1
vn

(

1 +
1

vn
+

1

v2n

)− 1
2

. On sait que

1

vn
∼ 1

n
, soit

1

vn
=

1

n
+ o

(

1

n

)

, on peut don e�etuer un développement limité à l'ordre 1 de tout ça :

e
− 1

vn = 1− 1

n
+o

(

1

n

)

, et

(

1 +
1

vn
+

1

v2n

)− 1
2

= 1− 1

2n
+o

(

1

n

)

. En e�etuant le produit,

vn = n×
(

1− 1

n
− 1

2n
+ o

(

1

n

))

= n− 3

2
+ o(1). Autrement dit, lim

n→+∞
vn − n = −3

2
.

(h) Vous l'aurez ompris, il s'agit de reprendre les aluls préédents à l'ordre deux puis

à l'ordre trois :

1

vn
=

1

n− 3
2 + o(1)

=
1

n

(

1

1− 3
2n + o( 1

n
)

)

=
1

n

(

1 +
3

2n
+ o

(

1

n

))

=

1

n
+

3

2n2
+o

(

1

n2

)

. Pro�tons-en pour signaler en passant que

1

vn
+

1

v2n
=

1

n
+

5

2n2
+o

(

1

n2

)

puisqu'un

1

n2
s'ajoute. On peut alors érire e

− 1
vn = 1 − 1

n
− 3

2n2
+

1

2n2
+ o

(

1

n2

)

=

1− 1

n
− 1

n2
+ o

(

1

n2

)

; et

(

1 +
1

vn
+

1

v2n

)− 1
2

= 1− 1

2
u+

3

8
u2 + o(u2) = 1− 1

2n
− 5

4n2
+

3

8n2
+ o

(

1

n2

)

= 1 − 1

2n
− 7

8n2
+ o

(

1

n2

)

(en ayant posé u =
1

vn
+

1

v2n
). On obtient

don à l'aide d'un produit que vn = n

(

1− 1

n
− 1

n2
− 1

2n
+

1

2n2
− 7

8n2
+ o

(

1

n2

))

=

n − 3

2
− 11

8n
+ o

(

1

n

)

. On onstate ave un amusement ertain que les oe�ients nous

rappellent eux de la question 1.g avant de passer à la dernière étape.

On reommene tout ! D'abord

1

vn
=

1

n
× 1

1− 3
2n − 11

8n2 + o( 1
n2 )

=
1

n

(

1 +
3

2n
+

11

8n2
+

9

4n2
+ o

(

1

n2

))

=

1

n
+

3

2n2
+

29

8n3
+o

(

1

n3

)

. Au passage,

1

vn
+

1

v2n
=

1

n
+

3

2n2
+

29

8n3
+

1

n2
+

3

n3
+o

(

1

n3

)

=
1

n
+

5

2n2
+

53

8n3
+o

(

1

n3

)

. Il ne reste plus qu'à enhaîner : e
− 1

vn = 1− 1

n
− 3

2n2
− 29

8n3
+

1

2n2
+

3

2n3
−

1

6n3
+o

(

1

n3

)

= 1− 1

n
− 1

n2
− 55

24n3
+o

(

1

n3

)

. De plus en plus rigolo,

(

1 +
1

vn
+

1

v2n

)− 1
2

=

1− 1

2
u+

3

8
u2 − 5

16
u3 + o(u3) = 1− 1

2n
− 5

4n2
− 53

16n3
+

3

8n2
+

15

8n3
− 5

16n3
+ o

(

1

n3

)

=

22



1− 1

2n
− 7

8n2
− 7

4n3
+ o

(

1

n3

)

. Allons, du ourage, plus qu'un � petit � produit à faire :

vn = n

(

1− 1

n
− 1

n2
− 55

24n3
− 1

2n
+

1

2n2
+

1

2n3
− 7

8n2
+

7

8n3
− 7

4n3
+ o

(

1

n3

))

, soit en-

�n vn = n − 3

2
− 11

8n
− 8

3n2
+ o

(

1

n2

)

. Ceux qui pensaient naïvement qu'on retrouverait

du

29

48
omme au 1.g ont perdu !
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