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1. La formule du 
rible pour trois ensembles stipule que |A∪B∪C| = |A|+|B|+|C|−|A∩B∩C|.

2. Le nombre

(

n

k

)

représente le nombre de façons de 
hoisir k éléments dans un ensemble à n

éléments.

3. Quand un problème fait intervenir des tirages su

essifs ave
 remise, on utilise des arrange-

ments.

4. La formule du bin�me de Newton est (a+ b)n =
n
∑

k=1

(

n

k

)

akbn−k
.

5. La formule de Pas
al peut s'énon
er :

(

n

k

)

+

(

n

k + 1

)

=

(

n+ 1

k + 1

)

.

Exer
i
e 1 (*)

Une 
antine s
olaire fon
tionne sous forme de self. Les élèves peuvent 
hoisir entre quatre entrées,

trois plats et 
inq desserts di�érents.

1. Normalement, un élève 
hoisit une entrée, un plat et un dessert. Sous 
es 
onditions, 
ombien

de menus di�érents peut-on 
onstituer ?

2. Un élève au régime ne mange pas de dessert mais a le droit, pour 
ompenser, de prendre deux

entrées. Combien de possibilités a-t-il pour 
onstituer son menu ?

3. Deux élèves qui aiment goûter à tout dé
ident de s'organiser ainsi : ils 
hoisissent des entrées,

plats et desserts di�érents et se les partagent ensuite. Combien ont-ils de menus possibles ?

Exer
i
e 2 (**)

Une urne 
ontient 
inq boules blan
hes et huit boules noires. On tire su

essivement et ave


remise quatre boules dans l'urne. Quel est le nombre de tirages véri�ant 
ha
une des 
onditions

suivantes :

• Au moins une boule blan
he a été tirée.

• Une boule noire au plus a été tirée.

• Trois boules noires et une boule blan
he ont été tirées dans 
et ordre.

• Deux boules noires et deux boules blan
hes ont été tirées.

Exer
i
e 3 (**)

Dans un jeu de tarot (beurk !), il y a 21 atouts. On en tire (simultanément) 
inq au hasard.

Combien y a-t-il de tirages pour lesquels :

• Au moins un atout est un multiple de 
inq ?
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• Il y a exa
tement un multiple de 
inq et un multiple de trois ?

• On a tiré le 1 ou le 21 ?

Exer
i
e 4 (*)

Une assemblée est 
onstituée de 200 membres. Elle doit élire une 
ommission 
onstituée de

trois parlementaires (
haque membre vote don
 pour trois personnes). On s'intéresse au nombre de

membres ayant voté pour au moins un parmi trois 
andidats qu'on désignera par A, B et C (et qui

ne sont pas les seuls 
andidats). On sait que 112 membres ont voté pour A, 67 pour A et B, 32 pour

A et C, 12 pour A, B et C, 5 pour B et C mais pas pour A, 56 pour C mais pas pour A ni B, et 22
pour B mais pas pour A.

1. Combien ont voté pour A mais pas pour B ?

2. Combien ont voté pour C ?

3. Combien n'ont voté pour au
un des trois 
andidats ?

4. Combien ont voté uniquement pour A ?

Exer
i
e 5 (** à ***)

On tire 5 
artes dans un jeu de 32 
artes usuel (re-beurk). Combien y a-t-il de tirages possibles

véri�ant les 
onditions suivantes :

• Au
une 
ondition.

• Il y a deux Rois parmi les 
inq 
artes tirées.

• Il y a au moins un pique parmi les 
artes tirées.

• Il y a un As et deux 
arreaux parmi les 
artes tirées.

• Il n'y a pas de 
artes en-dessous du 9 parmi les 
artes tirées.

• Les 
inq 
artes tirées forment deux paires (mais pas de brelan).

• Les 
inq 
artes tirées sont de la même 
ouleur.

• Les 
inq 
artes tirées forment une quinte �ush (
inq 
artes qui se suivent dans la même


ouleur).

Exer
i
e 6 (***)

Soit E un ensemble �ni 
omportant 6 éléments. On 
her
he à déterminer le nombre de 
ouples

de parties (A,B) de E véri�ant A ∪B = E (par exemple, si E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = {1, 2, 3, 5} et

B = {2, 4, 5, 6} 
onstituent un 
ouple possible).

1. Rappeler quel est le nombre de parties de E ayant 2 élements. Si on �xe une telle partie A,


ombien peut-on trouver de parties B véri�ant A ∪B = E ?

2. Faire le même raisonnement pour les parties à 0, 1, 3, 4, 5 et 6 éléments de E.

3. En déduire la solution du problème posé.

4. Généraliser au 
as où l'ensemble �ni E possède n éléments (donner le résultat sous forme

d'une somme puis la 
al
uler à l'aide du bin�me de Newton).

Exer
i
e 7 (*)

Cal
uler le nombre d'anagrammes des mots MISSISSIPI et ABRACADABRA.
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Exer
i
e 8 (**)

De 
ombien de manières peut-on 
lasser quatre personnes en admettant qu'il puisse y avoir des

ex æquo ?

Exer
i
e 9 (*)

Développer les expressions suivantes : (x− 3)5 ; (2x+ 3y)3 ; (x− 1)7.

Exer
i
e 10 (***)

Donner une expression simple des sommes

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

;

n
∑

k=0

k

(

n

k

)

et

n
∑

k=0

k2
(

n

k

)

(pour les deux

dernières, on peut partir de la formule du binome appliquée à (1+ x)n, où x est un réel quel
onque ;

ou exploiter la formule sans nom).

Exer
i
e 11 (*)

Soient p, q et n trois entiers tels que p + q + 2 ≤ n. Montrer que

(

n

2

)

−
(

n− p

2

)

−
(

n− q

2

)

+
(

n− p− q

2

)

= pq.

Exer
i
e 12 (**)

Une grille de mots 
roisés est un tableau re
tangulaire à n lignes et p 
olonnes, (et don
 
onstitué

de n × p 
ases), parmi lesquelles un 
ertain nombre k (inférieur ou égal à np) sont noir
ies (et les

autres blan
hes).

1. Combien y a-t-il de grilles di�érentes possibles ?

2. Combien ont les quatre 
oins noirs ?

3. Combien ont exa
tement deux 
oins noirs ?

4. Combien ont au plus une 
ase noire sur 
haque ligne ?

5. On suppose pour 
ette question n = p = k. Combien y a-t-il alors de grilles ayant exa
tement

une 
ase noire sur 
haque ligne et sur 
haque 
olonne ?

6. Cal
uler le nombre de façons de pla
er les neuf 
hi�res 1 sur une grille de Sudoku vierge (pour


eux qui ne maitrisent pas les règles du Sudoko : il s'agit d'une grille à neuf lignes et neuf


olonnes, et il doit y avoir un 1 sur 
haque ligne et sur 
haque 
olonne ; de plus, si on dé
oupe

la grille en neuf petites grilles de neuf 
ases en regroupant lignes et 
olonnes trois par trois, il

doit y avoir un 1 exa
tement dans 
ha
une de 
es petites grilles).

7. Comparer 
e nombre ave
 le nombre de façons de répartir 9 
hi�res 1 dans la grille sans

respe
ter les règles du Soduko (donner la valeur numérique pour 
ha
un des deux).

Exer
i
e 13 (**)

On s'intéresse aux mots (
on
aténations de lettres) qu'il est possible de former ave
 l'alphabet

{a, b, c} et obéissant aux 
ontraintes suivantes :

• le mot est de longueur n (il 
ontient n lettres) ;

• il 
ommen
e et �nit par la lettre a ;
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• deux lettres adja
entes sont toujours di�érentes.

Un tel mot sera dit terne.

On désigne par tn le nombre de mots ternes de longueur n.

1. Déterminer tous les mots ternes pour n = 1, 2, 3, 4, 5 et 6.

2. Montrer que pour tout entier n, n ≥ 3, tn = tn−1 + 2tn−2.

3. Exprimer tn en fon
tion de n.

Exeri
e 14 (***)

Soit E un ensemble �ni à n éléments, par exemple E = {1, 2, . . . , n}. Une appli
ation f : E 7→ E

est une involution si f ◦ f = idE. Une involution sans point �xe est une involution f pour laquelle

au
un élément de E ne véri�e f(x) = x. On note Tn le nombre total d'involutions de E, et Sn le

nombre d'involutions sans point �xe de E.

1. Donner un exemple d'involution de E lorsque E = {1, 2, 3, 4, 5} (pas trop trivial si possible).

Est-il possible de 
réer une involution sans point �xe de E (justi�er) ?

2. Donner les valeurs de Ti et Si pour tous les entiers i ≤ 3 en donnant simplement la liste de

toutes les involutions possibles.

3. Montrer qu'on a toujours Sn ≤ Tn ≤ n!.

4. Soit E = {1, 2, . . . , n, n+ 1, n + 2}.
(a) On �xe un entier k ∈ {2, 3, . . . , n + 1, n + 2}. Déterminer en fon
tion de Sn le nombre

d'involutions sans point �xe de E véri�ant f(1) = k. En déduire que Sn+2 = (n+ 1)Sn.

(b) Par un raisonnement similaire, déterminer une relation de ré
urren
e entre Tn+2, Tn+1 et

Tn.

5. Déduire des résultats de la question pré
édente une formule expli
ite pour Sn lorsque n est

un entier pair.

6. Montrer que Tn =

n
∑

k=0

(

n

k

)

Sn−k =

n
∑

k=0

(

n

k

)

Sk, et en déduire une formule expli
ite pour Tn

(sans 
her
her à se débarasser de la somme). Donner (à l'aide de la 
al
ulatri
e) la valeur de

T10 et la 
omparer à 
elle de 10!.

Problème 1 (***)

On 
onsidère dans tout 
et exer
i
e un ensemble �ni E de 
ardinal n, et on va 
her
her à

dénombrer l'ensemble de ses partitions véri�ant 
ertaines propriétés.

1. Déterminer � à la main � le nombre de partitions de l'ensemble à un élément E1 = {1}, puis de
l'ensemble à deux éléments E2 = {1; 2}, et en�n de l'ensemble à trois éléments E3 = {1; 2; 3}
(l'ordre dans lequel apparaissent les sous-ensembles dans la partition n'est pas important).

2. Dans le 
as général, déterminer le nombre de partitions de E 
onstituées de n sous-ensembles,

puis 
elles 
onstituées de n− 1 sous-ensembles.

3. Dans le 
as où |E| = 10 (on prendra par exemple E = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}), déterminer le

nombre de partitions de E en 8 sous-ensembles (on pourra 
onsidérer deux types de partitions).

4. Généraliser le résultat pré
édent en déterminant le nombre de partitions d'un ensemble à n

éléments en n− 2 sous-ensembles (pour n ≥ 3).

5. On 
her
he dans 
ette question à déterminer le nombre de partitions de E en deux sous-

ensembles.

(a) On suppose dans 
ette question que le premier sous-ensemble 
ontient un seul élément

(don
 le deuxième en 
ontient n− 1). Compter le nombre de telles partitions.

4



(b) Déterminer le nombre de partitions pour lesquelles l'un des deux ensembles 
ontient 2
éléments, et l'autre n− 2.

(
) En déduire une formule générale pour le nombre de partitions de E en deux sous-ensembles

dont l'un 
ontient k éléments, puis pour le nombre total de partitions de E en deux sous-

ensembles. Cal
uler 
e nombre.

6. On 
onsidère désormais des partitions 
onstituées d'ensembles de 
ardinal 2 (partitions en

paires). On note ap le nombre de telles partitions de l'ensemble {1; 2; . . . ; 2p} (pour qu'une

telle partition existe, l'ensemble doit né
essairement 
ontenir un nombre pair d'éléments).

(a) Cal
uler � à la main � a1, a2 et a3 (pour a3, on pourra se 
ontenter d'une bonne expli
ation

plut�t que de faire une liste 
omplète).

(b) Démontrer que, ∀p ≥ 2, ap = (2p − 1)ap−1.

(
) Déterminer une formule expli
ite pour ap faisant intervenir un quotient de fa
torielles.

(d) En déduire de 
ombien de façons on peut former 10 
ouples dans un groupe de 20 personnes
(
ouples homosexuels autorisés !). Comparer au nombre de façon de former dix 
ouples

hétérosexuels ave
 10 garçons et 10 �lles.

Problème 2 (****)

Dans tout 
e problème, on note, pour tous entiers naturels n et p, Sn,p le nombre de surje
tions

de l'ensemble {1; 2; . . . ;n}, vers l'ensemble {1; 2; . . . ; p}. Un exemple de telle appli
ation pour n = 3

et p = 2 est f : {1; 2; 3} → {1; 2} dé�nie par







f(1) = 2
f(2) = 2
f(3) = 1

. On 
onvient que ∀n ∈ N, Sn,0 = 0, et

∀p ∈ N, S0,p = 0.

Première partie : exemples et généralités

1. Déterminer les valeurs de S3,2 et S4,2 en faisant la liste de toutes les appli
ations 
onvenables.

2. Que peut-on dire de Sn,p quand n < p ?

3. Déterminer, pour tout entier n, la valeur de Sn,1.

4. Déterminer, pour tout entier n, la valeur de Sn,n.

Deuxième partie : détermination de Sn,2

Pour alléger les notations, on pose dans 
ette partie, ∀n ≥ 2, un = Sn,2.

1. Véri�er que u2 = 2.

2. Prouver que, ∀n ≥ 2, un+1 = 2(un + 1) (on pourra �xer l'image de n+ 1 par une appli
ation

surje
tive de {1; 2; . . . ;n + 1} dans {1; 2}, et 
onsidérer les possibilités pour les images des

autres éléments).

3. À l'aide de 
ette relation de ré
urren
e, déterminer la valeur de un.

4. Retrouver 
ette valeur à l'aide d'un raisonnement 
ombinatoire dire
t, en 
omptant le nombre

d'appli
ations de {1; 2; . . . ;n} dans {1; 2} qui ne sont pas surje
tives.

Troisième partie : détermination de Sn,3

On pose désormais, ∀n ≥ 3, vn = Sn,3.

1. Véri�er que v3 = 6.

2. Prouver que, ∀n ≥ 3, vn+1 = 3(vn + un) = 3vn + 3× 2n − 6.
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3. On pose ∀n ≥ 3, wn = vn−3. Déterminer une relation de ré
urren
e véri�ée par la suite (wn).

4. On pose désormais, ∀n ≥ 3, tn = wn +3× 2n. Montrer que (tn) est une suite géométrique de

raison 3.

5. En déduire la valeur de tn, puis 
elle de un et de wn.

6. Par un raisonnement dire
t inspiré de 
elui de la question 2.4 (dénombrer le nombre d'appli-


ations non surje
tives), retrouver la valeur de vn.

Quatrième partie : détermination de Sn+1,n

1. Soit f une appli
ation surje
tive de {1; 2; . . . ;n + 1} dans {1; 2; . . . ;n}. Montrer qu'il existe

un unique élément dans {1; 2; . . . ;n} ayant deux anté
édents par f .

2. De 
ombien de façons peut-on 
hoisir 
es deux anté
édents ?

3. En déduire que Sn+1,n =
n(n+ 1)!

2
.

Cinquième partie : 
as général

1. Montrer que, ∀n ≥ 2, ∀p ≥ n, Sn,p = p(Sn−1,p + Sn−1,p−1).

2. À l'aide de 
ette relation, dresser un tableau similaire au triangle de Pas
al donnant les valeurs

de Sn,p pour des entiers n et p inférieurs ou égaux à 5.

3. Soit j un entier inférieur ou égal à p− 1, et k tel que j ≤ k ≤ p, prouver que

(

p

k

)(

k

j

)

=

(

p

j

)(

p− j

k − j

)

4. En déduire que

k=p
∑

k=q

(−1)k
(

p

k

)(

k

q

)

= 0 (on pourra faire apparaître une formule du bin�me de

Newton).

5. Déterminer en fon
tion de Sn,k, le nombre d'appli
ations de {1; 2; . . . ;n} dans {1; 2; . . . ; p}
prenant exa
tement j valeurs di�érentes (j étant i
i un entier inférieur ou égal à p).

6. En déduire que pn =

j=p
∑

j=1

(

p

j

)

Sn,j .

7. Prouver à l'aide des deux résultats pré
édents que Sn,p = (−1)p
k=p
∑

k=0

(−1)k
(

p

k

)

kn (
al
uler la

somme de droite en remplaçant kn par la formule obtenue à la question 6).

Problème 3 : nombres de Catalan.

Ce problème présente quelques dénombrements 
lassiques faisant intervenir une suite de nombres

entiers appelés nombres de Catalan, ainsi que l'étude de quelques propriétés de 
es nombres. Les

di�érentes parties du problème sont très largement indépendantes.

I. Triangulations de polyg�nes.

Trianguler un polyg�ne à n 
�tés 
onsiste à tra
er un 
ertain nombre de 
ordes dans le polyg�ne

(segments reliant deux sommets non adja
ents du polyg�ne), de façon à la dé
ouper en triangles (les


ordes ne doivent don
 pas se 
ouper). Ci-dessous, un exemple de triangulation d'un hexagone :
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On notera dans 
ette partie tn le nombre de triangulations distin
tes d'un polyg�ne à n+2 
�tés

(en 
onvenant que t0 = 1).

1. Déterminer les valeurs de t1, t2 et t3 (on pourra faire des petits dessins pour illustrer).

2. Véri�er que t4 = 14 en dessinant les 13 triangulations d'un hexagone régulier distin
tes de


elle donnée en exemple plus haut.

3. Soient A1, A2, . . ., An+3 les sommets d'un polyg�ne à n + 3 
�tés. Quel est le nombre de

triangulations du polyg�ne 
ontenant le triangle A1AiAn+3 (pour k ∈ {2, . . . , n + 2}) ? On

exprimera le résultat en fon
tion des nombres ti, pour des valeurs de i inférieures ou égales à

n.

4. En déduire que, ∀n ≥ 1, tn+1 =

n
∑

k=0

tktn−k.

5. Véri�er à l'aide de 
ette relation les valeurs des premiers termes de la suite (tn), et 
al
uler
t5 et t6.

II. Une formule expli
ite.

On note dans 
ette se
tion cn =
1

n+ 1

(

2n

n

)

(pour tout entier naturel n).

1. Cal
uler c0, c1, c2 et c3.

2. Expliquer pourquoi cn est toujours un entier naturel.

3. Montrer que, ∀n ∈ N, cn+1 =
2(2n + 1)

n+ 2
cn.

4. Prouver toutes les relations suivantes : cn =
1

n

(

2n

n+ 1

)

=

(

2n

n

)

−
(

2n

n+ 1

)

=
2

n+ 1

(

2n− 1

n

)

.

5. (a) Montrer que, ∀n ∈ N, 4×
(

n

n+ 1

)
3

2

≤ cn+1

cn
≤ 4

(

n+ 1

n+ 2

)
3

2

.

(b) En déduire que

4n−1

n
√
n
≤ cn ≤ 3× 4n−1

n
√
n
.

6. On note dans 
ette question Sn =

n
∑

k=0

ckcn−k et Tn =

n
∑

k=0

kckcn−k.

(a) En e�e
tuant le 
hangement d'indi
e i = n− k, prouver que Tn =
n

2
Sn.

(b) Montrer que Tn+1 + Sn+1 = 4Tn + 3Sn.

(
) Prouver par ré
urren
e, en utilisant les résultats des deux questions pré
édentes, que

Sn = cn+1.

(d) En 
omparant les relations de ré
urren
e obtenues sur les suites (cn) et (tn) (de la première

partie du problème), prouver rigoureusement que ∀n ∈ N, tn = cn =
1

n+ 1

(

2n

n

)

.
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III. Le retour du dénombrement.

On 
onsidère dans 
ette partie des 
hemins menant dans le plan de l'origine du repère jusqu'au

point de 
oordonnées (n,m), en respe
tant les 
onditions suivantes : à 
haque pas, on se dépla
e

d'une unité vers la droite, ou bien d'une unité vers le haut. On note ∆ l'ensemble des points du plan

de 
oordonnées (x, y) situés sous la droite d'équation y = x (
'est-à-dire tels que x ≤ y), et on note

δn,m le nombre de 
hemins menant de (0, 0) à (n,m) et situés entièrement dans ∆ (autrement dit,

ne traversant pas la diagonale). Un exemple ave
 (n,m) = (3, 4) :

0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

1. (a) Que vaut δn,0 (pour tout entier n) ? Que vaut δn,m si m > n ?

(b) Justi�er que δn,n = δn,n−1 (si n ≥ 1) et δn,m = δn−1,m + δn,m−1 si m < n.

(
) En déduire la valeur de δn,1 (pour n ≥ 1) et de δn,2 (pour n ≥ 2).

(d) Donner la liste des δn,m pour toutes les valeurs de n et de m inférieures ou égales à 6,
en les présentant sous forme d'un tableau de type � triangle de Pas
al �. Comparer les

valeurs � diagonales � δn,n à 
elles de tn et de cn obtenues dans les deux premières parties

du problème.

2. (a) Montrer par ré
urren
e sur n que δn,m =
n−m+ 1

n+ 1

(

n+m

n

)

.

(b) En déduire que δn,n = cn.

3. (a) Montrer que le nombre de 
hemins menant de (0, 0) à (n, n) sans 
roiser la diagonale ∆
(ailleurs qu'en (0, 0) et en (n, n), bien évidemment) est égal à cn−1 (ou si vous préférez à

δn−1,n−1).

(b) Montrer que le nombre de 
hemins menant de (0, 0) à (n, n) en re
oupant pour la première

fois la diagonale en (k, k) est égal à ck−1cn−k.

(
) En déduire que, pour tout entier naturel n, δn,n =

n−1
∑

k=0

δk−1,k−1δn−k,n−k.
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