Feuille d’exercices n° 10 : Limites et continuité
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Exercice 1 (* a **%¥)

Calculer les limites suivantes :
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Exercice 2 (** a **%)

Etudier la continuité et les possibilités de prolongement par continuité des fonctions suivantes :
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Exercice 3 (***)

i .
On considére la fonction f définie par f(z) = e «2 si x > 0, et f(z) = 0 si x < 0. Montrer que
f est continue sur R. Calculer sa dérivée et montrer qu’elle est aussi continue. Faire de méme avec



la dérivée seconde. Pour les motivés : prouver que, quel que soit 'entier n € N, la dérivée n-éme de
la fonction f est continue.

Exercice 4 (** a **%)

Déterminer toutes les fonctions vérifiant les conditions suivantes :

1. f est continue en 0 et en 1 et Vo € R, f(z) = f(2?).

1
2. f est continue sur R et Vz € R, f (x; ) = f(x).

3. f est continue sur R, f(0) =1 et Vz € R, f(2x) = f(z) cos(x).

1
xT—i-y = i(f(x) + f(y)) (on commencera par
prouver que, si f(0) = f(1) =0, f est périodique, et nulle).

4. f est continue sur R et VY(z,y) € R?, f

Exercice 5 (*)

Montrer que les seules fonctions continues de R dans Z sont les fonctions constantes.

Exercice 6 (***)

Soit f une fonction continue sur [0; 1] vérifiant f(0) = f(1). Montrer qu’il existe un réel x tel que
1 1

f <:1: + 2) = f(x). Généraliser en prouvant qu’on peut toujours trouver un z tel que f (x + ) =
n

f(x), pour tout entier n > 2.

Exercice 7 (*)

Montrer que chacune des équations suivantes admet une solution sur l'intervalle I considéré.

1. 22020 — 22019 — 1 qur [ = [-1;1].
x? —

2. Inz = sur [ = [1;10].
z+2

3. 3r =1+1In(2 + 22) sur I = [0;1].
4. e* =24z sur [In2;21n2].
5. 2% — 322 = —1sur I =[-1;1].

Déterminer par dichotomie (et en utilisant la calculatrice!) une valeur approchée a 0.01 d'une
solution de chaque équation.

Exercice 8 (***)

On définit, pour tout entier n € N, la fonction f, par f,(z) = 2" + 922 — 4.

1. Montrer que 'équation f,(x) = 0 a une seule solution strictement positive, qu’on notera
désormais u,,.

2
2. Calculer uy et uo et vérifier que, Vn € N*, u,, € ]0; 3 [

3. Montrer que, V& €]0;1[, fri1(x) < fu(x).



4. Que peut-on en déduire concernant la suite u, 7
5. Montrer que u, est convergente vers une limite qu’on notera [.

6. Déterminer la limite de u]! et en déduire la valeur de {.

Exercice 9 (**)

On considére la fonction f définie sur R par f(z) = e* + .

1. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle & expliciter.

2. Justifier que pour tout entier positif n, I’équation f(z) = n posséde une unique solution que
I'on notera par la suite x,,.

3. Déterminer la monotonie de la suite x,,.

4. Démontrer que ¥n > 1, In(n —lnn) < z, < lnn.

Tn

In(n)’

5. En déduire la limite de la suite (z,,) puis celle de

Exercice 10 (**)

On considére, pour tout entier naturel n, la fonction f,, définie par f,(x) = 2° + nx — 1.

1. Etudier les variations de f;,.

2. Montrer que, Vn > 1, il existe un unique réel u, tel que fy,(u,) = 0.
1
3. Montrer que u, < — et en déduire la convergence de la suite (uy,).
n
4

. Montrer que (nu,) admet une limite finie, que 1’on précisera.

Exercice 11 (**%¥)

Pour tout n > 1, on définit la fonction f,, sur R™ par f,(z) =1+z + 2%+ + 2™
1. Montrer que I'équation f,(x) = 2 admet une unique solution qu’on notera .

2. Montrer que Vn > 2, u,, €]0;1].

3. Déterminer la monotonie de la suite (uy,), et en déduire sa convergence.

4

. Calculer la limite de la suite (on pourra commencer par prouver que lir+n ul = 0).
n——+0o0

1 1 n+1
5. En posant v, = u, — o montrer que (2 + vn> = 2up,.

Exercice 12 (**)

1
Pour tout entier n > 1, on définit la fonction g, par g,(x) = e* — —.
nx

1. Etudier les variations de la fonction g, sur lintervalle |0; +oo[, et prouver que I’équation
gn(xz) = 0 admet une seule solution sur cet intervalle, que 1’on notera désormais .

1
2. Montrer que 0 < u, < —, et en déduire la limite de la suite (uy,).
n

3. Simplifier l'expression gn+1(z) — gn(x), et en déduire le signe de g, (up+1) puis la monotonie
de la suite (uy,).

4. Déterminer lim nu,.
n—-+00



Exercice 13 (***)

On cherche dans cet exercice a étudier le comportement de la suite (uy) définie de la facon
suivante : u, est l'unique solution positive de 1’équation nz"*! — (n + 1)2™ = 1. On posera a cet
effet, pour tout entier n € N*, f,,(z) = na"*t! — (n + 1)2™.

1.
2.

Déterminer la valeur de wu;.

Effectuer I’étude de la fonction f,, sur |0, +o0], et en déduire I’existence d’une unique solution
a l'équation f,(x) = 1 sur cet intervalle.

1 2
. Montrer I’encadrement 1+ — < u, < 14 —. Que peut-on en déduire sur la suite (uy)?
n n

n
. Soit # € R, montrer que la suite définie par v, = <1 + B) converge, et préciser sa limite.
n

. En déduire que la suite < fn <1 + ﬁ)) converge vers une limite & préciser.
n

. Montrer que I'équation (x — 1)e” = 1 admet une solution unique que l'on notera a, puis

prouver que « €]1,2].

Soit un réel € tel que 0 < e < o — 1.

(a) Que valent les limites lim f, (1 + H) et lim f, <1 4+ ¢ + €> ?
n——+o00 n n—+00 n

. . . . — £
(b) Prouver qu’il existe un entier ng a partir duquel on a I'encadrement 1 + < up <
a+e
1+ + .
n
(c) En déduire lexistence et la valeur de lim n(u, — 1).

n——+o0o



