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Application d'une diagonalisation à la résolution d'un système di�é-

rentiel.

On cherche aujourd'hui à résoudre le système di�érentiel


x′(t) = x(t) + 4y(t) − 4z(t)
y′(t) = 3x(t) + 2y(t) − 4z(t)
z′(t) = 3x(t) − 3y(t) + z(t)

,

c'est-à-dire à déterminer tous les triplets de fonctions (x, y, z) dérivable sur R et véri�ant ces trois

relations. On notera pour la suite de l'exercice X(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)

 et X ′(t) =

 x′(t)
y′(t)
z′(t)

.

1. Réécrire le système di�érentiel sous la forme d'une équation matricielle X ′(t) = M × X(t),
où M est une matrice carrée à préciser.

2. Déterminer trois vecteurs-colonnes non nuls U1, U2 et U3 véri�ant respectivement MU1 = U1,

MU2 = −2U2 et MU3 = 5U3. On notera u1, u2 et u3 les vecteurs lignes correspondants.

3. Véri�er que (u1, u2, u3) est une base de R3 (par exemple en calculant un déterminant !), donner

la matrice de passage P de la base canonique vers la base (u1, u2, u3).

4. Expliquer pourquoi P−1MP est une matrice diagonale, et préciser cette matrice diagonale,

qu'on notera désormais D.

5. On note désormais Y (t) = P−1X(t), véri�er que le vecteur-colonne Y (t) est solution de

l'équation Y ′(t) = D × Y (t), où Y ′(t) = P−1X ′(t) est constitué des dérivées des fonctions

présentes dans le vecteur Y (t).

6. En déduire Y (t) (normalement ce sont maintenant des choses qu'on sait très bien résoudre !)

puis X(t).

7. Déterminer l'unique solution du système di�érentiel véri�ant les conditions initiales x(0) = 1,
y(0) = 2 et z(0) = 3.
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