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Cerles remarquables dans un triangle.

1. Voii une belle �gure évidemment faite à l'ordinateur, ave tous les points et droites évoquées

dans l'exerie (on a volontairement omis les médianes, ainsi que la médiatrie et la hauteur

dont on n'a pas exploité les équations, pour tenter de ne pas trop surharger la �gure) :
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2. Un alul faile pour ommener, on fait simplement la moyenne des oordonnées des trois

points : xG =
−1 + 2 + 3

3
=

4

3
et yG =

−1 + 2− 1

3
= 0, don G

(

4

3
, 0

)

.

3. Commençons par donner les oordonnées des milieux qui vont servir par la suite : le milieu I du

segment [AB] a pour oordonnées

(

1

2
,
1

2

)

et le milieu K du segment [BC] a pour oordonnées
(

5

2
,
1

2

)

. On peut maintenant aluler failement les équations des médiatries demandées :

un point M(x, y) appartient à la médiatrie du segment [AB] si et seulement si

−−→
IM.

−−→
AB = 0.

Comme

−−→
AB(3, 3) et

−−→
IM

(

x−
1

2
, y −

1

2

)

, on obtient don l'équation 3

(

x−
1

2

)

+3

(

y −
1

2

)

=

1



0, soit 3x+3y−3 = 0 ou enore x+ y−1 = 0. On proède de même pour l'autre médiatrie :

on doit ette fois-i avoir

−−→
KM.

−−→
BC = 0. Comme

−−→
BC(1,−3), on trouve ette fois l'équation

x−
5

2
− 3

(

y −
1

2

)

= 0, soit x− 3y − 1 = 0.

Le point O se situe à l'intersetion des deux médiatries dont on vient de aluler les équations.

Ses oordonnées sont don solution du système x+ y − 1 = x− 3y − 1 = 0. En soustrayant

les deux équations, on a 4y = 0, don y = 0, et x = 1. Voila des résultats bien sympathiques :

O(1, 0).

Le rayon du erle ironsrit est égal aux distanes OA, OB et OC, qui sont évidemment

égales et valent toutes

√
5. Une équation artésienne du erle est don (x− 1)2 + y2 = 5, ou

enore sous forme développée x2 + y2 − 2x− 4 = 0.

4. La hauteur issue de A est dé�nie par l'équation

−−→
AM.

−−→
BC = 0, soit (x + 1) − 3(y + 1) = 0

ou enore x− 3y − 2 = 0 (on reprend bien sûr ertains aluls de oordonnées déjà e�etués

auparavant). La hauteur issue de C a pour équation

−−→
CM.

−−→
AB = 0, soit 3(x−3)+3(y+1) = 0,

ou enore (en divisant tout par 3) x+ y − 2 = 0. L'orthoentre H étant situé à l'intersetion

de es deux hauteurs, ses oordonnées satisfont le système x − 3y − 2 = x + y − 2 = 0. On

obtient enore une fois y = 0 en soustrayant les équations, et on en déduit immédiatement

H(2, 0) (vraiment, le onepteur de et exerie a bien hoisi les oordonnées des points).

5. Les trois points sont trivialement alignés sur l'axe des absisses du repère, et

−−→
GH =

(

−
2

3
, 0

)

=

2
−−→
OG.

6. On a déjà alulé les oordonnées des milieux des �tés plus haut. Si on veut aluler les

oordonnées du symétrique deH par rapport à I (notons don S1 e point), on herhe don un

point qui véri�e

−−→
HS1 = 2

−→
HI , don xS1

= xH+2(xI−xH) = 2xI−xH = 1−2 = −1. De même,

on a bien sûr yH1
= 2yI −yH = 1−0 = 1. Notre premier symétrique a don pour oordonnées

(−1, 1) et on véri�e sans problème qu'il est sur le erle d'équation x2 + y2 − 2x = 4.

On e�etue le même genre de alul pour les deux autres symétriques. Notons S2 le symétrique

de H par rapport au milieu J de [AC], on ommene par érire les oordonnées de e point :

J(1,−1) alors xS2
= 2xJ − xH = 2 − 2 = 0 et yJ = 2yJ − yH = −2 − 0 = −2. On a don

S2(0,−2). Là enore l'équation du erle est trivialement véri�ée.

Dernier symétrique, on note S3 le symétrique par rapport à K et on alule de même xS3
=

2xK −xH = 5−2 = 3 et yS3
= 2yK − yH = 1−0 = 1. On trouve don S3(3, 1), qui est enore

une fois failement sur le erle puisque 32 + 12 − 6 = 4.

7. Caluler les symétriques par rapport aux �tés est un peu plus pénibles. Notons par exemple

Sa le symétrique de H par rapport à (BC), on peut voir Sa omme le symétrique de H

par rapport à son projeté orthogonal Ha sur ette même droite (BC). Commençons don

par aluler les oordonnées de e projeté Ha. Par dé�nition, on a det(
−−→
BC,

−−→
BHa) = 0 et

−−→
BC.

−−−→
HHa = 0. En notant (x, y) les oordonnées du projeté,

−−→
BC = (1,−3),

−−→
BHa = (x−2, y−2)

et

−−−→
HHa = (x − 2, y), don on doit avoir y − 2 + 3(x − 2) = 0 et x − 2 − 3y = 0, soit

y + 3x = 8 et x − 3y = 2. Une résolution de système passionnante donne Ha

(

13

5
,
1

5

)

.

On utilise ensuite les mêmes aluls que dans la question préédente pour le symétrique par

rapport à e point : xSa
= 2xHa

−xH =
26

5
−2 =

16

5
et ySa

= 2yHa
−yH =

2

5
. On trouve don

Sa

(

16

5
,
2

5

)

. Véri�ons qu'il appartient bien à notre erle ironsrit : x2
Sa

+ y2
Sa

− 2xSa
− 4 =

256

25
+

4

25
−

32

5
− 4 =

52

5
−

32

5
− 4 = 0, ça marhe.

Il ne reste plus qu'à faire pareil pour les deux autres �tés. Notons de façon similaire Sb

le symétrique par rapport à (AC) et Hb le projeté orthogonal sur (AC). Le point Hb(x, y)

véri�e det(
−→
AC,

−−→
AHb) = 0 et

−→
AC.

−−−→
HHb = 0. Comme

−→
AC = (4, 0),

−−→
AHb = (x + 1, y + 1) et

2



−−−→
HHb = (x− 2, y), on obtient les deux équations 4(y + 1) = 0 et 4(x − 2) = 0. On en déduit

assez trivialement que Hb(2,−1), puis Sb(2,−2) (je vous épargne le détail, ii les aluls sont

vraiment à la portée de tout le monde, on aurait presque pu prétendre que ça se voyait sur le

dessin). Ce point est bien sur le erle puisque 22 + (−2)2 − 2× 2− 4 = 0.

Dernier symétrique à aluler, le symétrique Sc par rapport à (AB). On notera enore une fois

Hc le projeté prthogonal de H sur (AB). On a ette fois-i les onditions det(
−−→
AB,

−−→
AHc) = 0

et

−−→
AB.

−−−→
HHc = 0, ave

−−→
AB = (3, 3),

−−→
AHc = (x+1, y +1) et

−−−→
HHc = (x− 2, y). On a ette fois

les équations 3(y + 1) − 3(x + 1) = 0 et 3(x − 2) + 3y = 0 soit en simpli�ant tout par 3 les

onditions y− x = 0 et x− 2 + y = 0. On trouve don Hc(1, 1), puis Sc(0, 2) (enore une fois

les aluls sont triviaux), point qui est bien sur notre her erle ironsrit.

8. Un alul faile pour les oordonnées de F

(

3

2
, 0

)

. Puisque le erle ironsrit avait un

rayon

√
5, on herhe don une équation du erle de entre F et de rayon

√
5

2
. La voii :

(

x−
3

2

)

2

+ y2 =
5

4
, don x2 − 3x +

9

4
+ y2 =

5

4
, e qui se simpli�e assez gentiment en

x2 + y2 − 3x+ 1 = 0.

9. Il su�t de véri�er à haque fois que les oordonnées des points véri�ent l'équation obtenue à la

question préédente. Pour le point I, on a x2
I
+y2

I
−3xI+1 =

1

4
+
1

4
−
3

2
+1 = 0, 'est bon. Pour

le point J , 1+1−3+1 = 0, tout va bien. Et pour le point K,

25

4
+
1

4
−
15

2
+1 = 0 est également

véri�é. Les milieux des segments reliant H aux sommets du triangle ont pour oordonnées

(

1

2
,−

1

2

)

; (2, 1) et

(

5

2
,−

1

2

)

, qui sont tous les trois sur le erle :

1

4
+

1

4
−

3

2
+1 = 0 ('est en

fait le même alul que pour I), 4+1−6+1 = 0 et

25

4
+
1

4
−
15

2
+1 = 0 (même alul que pour

K). Restent à véri�er les trois pieds des hauteurs, qui sont en fait les points Ha, Hb et Hc

utilisés à la question 7. On a don déjà les oordonnées, il ne reste qu'à véri�er la ompatibilité

ave l'équation de erle. Pour Ha, le alul est superbe :

169

25
+

1

25
−

39

5
+1 =

34

5
−

39

5
+1, ça

marhe. Beauoup plus tranquille pour Hb : 4+ 1− 6+ 1 = 0, et pour Hc : 1+ 1− 3+ 1 = 0.
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