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La mathématique est une siene dangereuse :

elle dévoile les superheries et les erreurs de alul.

Galilée

L'ordinateur peut faire plus de aluls que le erveau

de l'homme ar il n'a que ça à faire.

Perles du ba.

1 Négligeabilité, équivalene

2 Développements limités

2.1 Théorie

2.2 Formulaire, première partie

2.3 Opérations sur les développements limités

2.4 Formulaire, deuxième partie

3 Appliations des aluls de développements limités.

Jusqu'ii, les développements limités n'ont été vus dans e hapitre que omme une oasion de

vous faire aligner des aluls relativement barbares, dans le but �nalement obsur d'approher une

fontion donnée par un polyn�me au voisinage d'un point donné. Pourquoi pas, mais en pratique,

ça sert à quoi ? Pour terminer e hapitre, nous allons détailler quelques exemples de aluls rendus

beauoup plus simples (voire même tout simplement possibles) par l'utilisation des développements

limités. Auun théorème à apprendre dans ette setion du ours, on va se ontenter d'exemples,

mais les méthodes vues dans les deux derniers paragraphes doivent absolument être maitrisées et

font don vraiment partie intégrante du ours sur les développements limités.
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3.1 Caluls de limites

Première appliation toute bête, le alul de limites trop ompliquées à obtenir par des méthodes

lassiques. Théoriquement, les développements limités permettent de aluler n'importe quelle limite

puisqu'ils permettent de � transformer � n'importe quelle fontion en polyn�me, et qu'on sait très

bien aluler des limites de polyn�mes (et de produit, quotient ou omposées de polyn�mes) à

n'importe quel endroit. En pratique, 'est un peu plus ompliqué. Déjà on ne peut pas aluler

des développements limités de n'importe quelle fontion à n'importe quel endroit. Par exemple, une

limite lassique omme lim
x→0

x ln(x) ne pourra jamais être obtenue par e genre de méthode (de façon

générale, tous les résultats de roissane omparée resteront indispensables). Par ailleurs, on ne sait

bien aluler nos développements limités qu'en 0. Si on a une variable (pour une suite ou une fontion)

qui tend vers autre hose que 0, il faudra don ommener par e�etuer un hangement de variable

pour se ramener à un paramètre qui tend vers 0. Cette variable ne sera du oup plus toujours un

réel x, e qui nous fera en fait régulièrement sortir du adre des strits développements limités pour

faire e qu'on appellera plut�t des développements asymptotiques. Un développement asymptotique,

'est en gros l'ériture d'une expression mathématique sous la forme d'une somme de termes � de

plus en plus petits � (autrement dit, haque terme de la somme est négligeable par rapport à elui

qui le préède) et onlue par un o, mais sans néessairement que es termes soient simplement des

puissanes de la variable (e qui donne du oup pour l'expression, au o près, une forme polyn�miale).

Ainsi, 1 + x − 3x2 + o(x2) est un développement limité quand x tend vers 0, mais on pourra dire

qu'une expression du type n+1−
2

n
+o

(

1

n

)

est un développement asymptotique lorsque n tend vers

+∞. On parlera plus préisément pour et exemple de développement asymptotique à trois termes

(il y a trois ordres de grandeur di�érentes avant le o), ou de développement asymptotique à l'ordre

1

n
(ii l'ordre est simplement e qu'on met dans le o).

Une dernière remarque avant de ommener les exemples onrets : pour aluler une limite,

on a théoriquement besoin que d'un équivalent de notre suite ou de notre fontion (dans le as où

la limite est �nie non nulle, avoir la limite ou avoir un équivalent donne rigoureusement la même

information ; dans le as où la limite est nulle ou in�nie, un équivalent est même plus préis que

la simple onnaissane de la limite). Autrement dit, seul le premier terme de notre développement

limité ou asymptotique sera néessaire pour le alul de limites. Toutefois, il sera fréquemment

indispensable d'utiliser des développements limités pour les aluls intermédiaires et même de les

pousser à un ordre un peu plus élevé que e à quoi on pourrait s'attendre. Pas de mystère pour hoisir

l'ordre auquel on va initialement e�etuer les aluls : soit on a assez d'expériene pour antiiper e

qui va se passer et hoisir en onséquene, soit non (e qui devrait être votre as au début) et on fait

systématiques des développements limités à l'ordre 2 ou 3 � au as où � quitte à aluler pour rien.

Un premier exemple simple.

On veut aluler lim
x→0

ln(1 + x)− x

x2
. Ce genre de alul de limite intervient naturellement quand on

prolonge des fontions faisant intervenir du ln par ontinuité, et qu'on herhe à savoir si la fontion

prolongée est dérivable (on verra un peu plus loin que, dans e genre de as, on peut e�etuer tous

les aluls d'un seul oup). Sans utilisation de développement limité, on a une forme indéterminée

dont on ne peut pas se dépêtrer. Ave les DL, ça devient presque trop faile, on e�etue un DL à

l'ordre 2 de ln(1 + x) en antiipant le fait que le x va se simpli�er au numérateur, et on érit tout

simplement

ln(1 + x)− x

x2
=

x− x2

2 + o(x2)− x

x2
=

−x2

2 + o(x2)

x2
= −

1

2
+ o(1) (quand on simpli�e

par x2, il faut bien faire attention à diviser également par x2 e qui se trouve dans le o). Ce qu'on

vient d'obtenir revient exatement à dire que lim
x→0

ln(1 + x)− x

x2
= −

1

2
(rappelons en passant que

o(1) signi�e simplement � tend vers 0 �).

2



Un deuxième exemple beauoup moins simple.

On souhaite aluler la limite en +∞ de la fontion f dé�nie par f(x) =

(

x sin

(

1

x

))x
2

.

On ne se préouppera pas du tout du domaine de dé�nition de la fontion f ii, on admet qu'elle

est bien dé�nie au voisinage de +∞. Le premier ré�exe doit être d'érire la fontion sous forme

exponentielle : f(x) = ex
2 ln(x sin( 1

x
))
. Il faut bien faire attention ii au fait que notre variable x tend

vers +∞, il est don hors de question d'érire des développements limités faisant intervenir ette

variable x. Par ontre,

1

x
tend vers 0, et on peut don érire sans problème que sin

(

1

x

)

=
x→+∞

1

x
−

1

6x3
+ o

(

1

x3

)

(tehniquement, si on veut être hyper rigoureux, on e�etue un hangement de

variable en posant u =
1

x
, et l'expression obtenue n'est bien sûr pas un développement limité mais

un développement asymptotique puisqu'on n'a plus vraiment un polyn�me sous les yeux). Auun

problème ensuite pour multiplier tout ela par x (y ompris le o, omme toujours) : x sin

(

1

x

)

=

1−
1

6x2
+o

(

1

x2

)

. C'est merveilleux, on se retrouve don à l'intérieur de notre ln ave une expression

de la forme � 1+tru �, ave un tru qui tend vers 0. Même plus besoin de développements limités à

partir de ette étape, on se ontente d'équivalents : ln

(

x sin

(

1

x

))

∼ −
1

6x2
, et x2 ln

(

x sin

(

1

x

))

∼

−
1

6
(e qui revient à dire que toute l'expression à l'intérieur de l'exponentielle a pour limite −

1

6
).

Autrement dit, on obtient la onlusion suivante : lim
x→+∞

f(x) = e−
1

6
. Il va de soi qu'obtenir une telle

valeur par une autre méthode serait bien ompliqué.

Une dernière remarque pour onlure e bel exemple : il était néessaire d'e�etuer un dévelop-

pement limité du sinus à l'ordre 3 (au moins) pour retrouver à la �n un simple équivalent (et don

notre limite). On pouvait antiiper ela en onstatant qu'il y aurait à e�etuer un produit par x puis

un autre par x2, mais admettons que 'est tout de même loin d'être totalement lair.

Un dernier exemple ave des suites.

On herhe ette fois-i à aluler la limite de la suite (un) dé�nie par un = (3 n
√
2 − 2 n

√
3)n

(un lassique que ertains d'autres vous auraient ertainement eu le plaisir de faire en olle si es

dernières avaient eu lieu). Commençons déjà par onstater qu'on a bel et bien une méhante forme

indéterminée : lim
n→+∞

n
√
2 = 1 (si vous n'êtes vraiment pas onvainu, érivez-le sous la forme 2

1

n
,

voire arrément sous la forme exponentielle e
1

n
ln(2)

, don lim
n→+∞

3 n
√
2 = 3. De même, lim

n→+∞

2 n
√
3 = 2,

don tout e qui se trouve dans la parenthèse a pour limite 1. Quand on élève ei à une puissane

qui tend vers +∞, on a bien une forme indéterminée.

Pour simpli�er un peu l'expression de un, ommençons par érire que ln(un) = n ln(3× 2
1

n − 2×
3

1

n ). On va même arrément poser une suite auxiliaire vn = 3 × 2
1

n − 2 × 3
1

n
et érire à nouveau

nos puissanes sous forme exponentielle : vn = 3e
1

n
ln(2) − 2e

1

n
ln(3)

. Les expressions à l'intérieur de

haque exponentielle ont une limite nulle (bien entendu, n tend ii vers +∞), on peut don en

faire un développement limité à l'ordre 1 (ça su�ra pour la suite du alul, mais si on est prudent,

on ira typiquement jusqu'à l'ordre 2 dans e type de alul), qui sera d'ailleurs tehniquement un

développement asymptotique puisque la variable est ii

1

n
plut�t que le traditionnel x. Bref, on

obtient vn = 3

(

1 +
ln(2)

n
+ o

(

1

n

))

− 2

(

1 +
ln(2)

n
+ o

(

1

n

))

= 1 +
3 ln(2)− 2 ln(3)

n
+ o

(

1

n

)

.
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Merveilleux, on a une expression de la forme � 1+tru � à mettre dans un ln pour remonter jus-

qu'au alul de ln(un) ! Contentons-nous (omme dans l'exemple préédent de alul de limite sur une

fontion) de travailler désormais ave des équivalents : ln(vn) = ln

(

1 +
3 ln(2)− 2 ln(3)

n
+ o

(

1

n

))

∼

3 ln(2)− 2 ln(3)

n
, puis ln(un) = n ln(vn) ∼ 3 ln(2)− 2 ln(3). Autrement dit, on a simplement

lim
n→+∞

ln(un) = 3 ln(2) − 2 ln(3). Il ne reste plus qu'un petit passage à l'exponentielle à e�etuer :

lim un = e3 ln(2)−2 ln(3) =
e3 ln(2)

e2 ln(3)
=

23

32
=

8

9
. Un résultat pour le moins inattendu.

3.2 Étude loale de fontions.

Les développements limités sont partiulièrement e�aes pour étudier de façon très préise

une fontion à un endroit donné ('est même leur objetif initial !). Ainsi, le fait de onnaitre un

développement limité à l'ordre 2 de la fontion f en a donne d'un seul oup les trois informations

suivantes :

• omme la fontion admet un DL0(a), elle est ontinue en a, et la partie régulière de e

DL0 (qui est don simplement une onstante) représente la valeur de f(a). C'est enore plus

intéressant quand on e�etue e genre de alul sur une fontion qui n'était a priori pas dé�nie

en a, puisque le alul du DL0 permettra don d'e�etuer un prolongement par ontinuité de

la fontion f au point a.

• si la fontion admet un DL1(a), on peut ette fois-i a�rmer que f est dérivable en a, et

le oe�ient devant x − a dans le DL1 orrespond à la valeur de f ′(a). Autre façon de voir

les hoses, la partie régulière de e DL1 représente tout simplement l'équation de la tangente

à la ourbe représentative de f en son point d'absisse a. Dans le as d'une fontion qui

n'était initialement pas dé�nie en a, le alul d'un DL1(a) permet don à la fois de prouver

la présene d'un prolongement par ontinuité, et de prouver la dérivabilité en a de la fontion

prolongée.

• en�n, si on a poussé le alul jusqu'à obtenir un DL2(a), le terme d'ordre 2 de e DL2 va

nous fournir un équivalent de la di�érene entre f(x) et l'équation de la tangente en a, qui

donnera le signe loal de ette di�érene et permettra don d'en déduire la position relative

de la ourbe et de sa tangente. Pour mieux omprendre omment ela fontionne, prenons

tout de suite un exemple onret.

Un exemple simple d'étude loale en 0.

L'étude loale d'une fontion (ailleurs qu'en ±∞, as partiulier que nous évoquerons dans

l'exemple suivant) onsiste à faire (en un seul alul de développement limité) l'étude des trois

points signalés i-dessus. Prenons pour e premier exemple un as où on n'a presque pas besoin de

alul (on va don se onentrer sur l'interprétation) en posant f(x) =
ln(1 + x)− x

x2
et en étudiant la

fontion en 0 (autrement dit, on reprend et on développe le alul de limite présenté un peu plus haut

pour ette même fontion). On est ii dans le as intéressant d'une fontion a priori non dé�nie en 0,
mais ça ne hange rien au prinipe général, il faut ommener par aluler un développement limité

à l'ordre 2 au moins (on préisera les hoses à e sujet après le alul) de la fontion f en 0 (si on n'y

arrive pas ou si on obtient une expression qui n'est pas un vrai développement limité et qui n'a notam-

ment pas une limite �nie en 0, ça veut tout simplement dire que la fontion f n'est pas prolongeable

par ontinuité au point onsidéré). Ii, 'est immédiat, il faut simplement penser à érire initialement

un développement limité à l'ordre 4 de ln(1+x) en antiipant la division par x2 qui va � faire perdre

deux degrés � : f(x) =
ln(1 + x)− x

x2
=

x− x
2

2 + x
3

3 − x
4

4 + o(x4)− x

x2
= −

1

2
+

1

3
x −

1

4
x2 + o(x2).

On interprète ensuite e alul en trois temps omme expliqué i-dessus (attention à bien respeter
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la rédation, notamment pour la position relative de la ourbe et de la tangente, si vous voulez être

rigoureux) :

• On ommene par dire que f(x) ∼
x→0

−
1

2
, autrement dit que lim

x→0
f(x) = −

1

2
. Cela revient

exatement à justi�er l'existene d'un prolongement par ontinuité de f en 0, en posant

f(0) = −
1

2
(pour rédiger vite et mal).

• Ensuite on érit que f(x) = −
1

2
+

1

3
x+o(x), et e DL1 prouve que la fontion f est dérivable

en 0 et que sa ourbe admettra à et endroit une tangente d'équation y =
1

3
x −

1

2
. Si on

préfère ela revient à dire que f ′(0) =
1

3
.

• En�n, on érit que f(x) = −
1

2
+

1

3
x−

1

4
x2+o(x2), et on en déduit que f(x)−

(

1

3
x−

1

2

)

∼
x→0

−
1

4
x2 (il est obligatoire d'érire et équivalent pour en déduire orretement e qui va suivre,

la forme initiale du développement limité ave un o n'est pas su�sante). Comme −
1

4
x2 est

une expression négative, on en déduit que f(x) −
(

1

3
x−

1

2

)

est négatif au voisinage de

0 (attention, l'équivalene assure simplement que les deux expressions auront le même signe

sur un voisinage de 0 qu'on ne maitrise absolument pas, et il est bien sûr hors de question de

prétendre que le signe restera le même sur R tout entier ; si vraiment on veut étudier la position

relative sur R, on revient à une étude lassique du signe de notre di�érene). Autrement dit,

on a prouvé que la ourbe représentative de f serait en-dessous de sa tangente sur un voisinage

de 0. On peut illustrer ei par un petit dessin, où on se restreint volontaire à ne dessiner

qu'un petit moreau de ourbe aux alentours de 0, puisque toutes les informations obtenues

sont loales. Même indiquer une unité sur l'axe des absisses est déjà un abus puisqu'on ne

sait vraiment pas la largeur de l'intervalle sur lequel nos onlusions seront orretes.

0 1−1

0

−1

Une dernière remarque : si par malheur le terme en x2 s'annule dans notre développement limité,

on va être bien embêtés pour déterminer la position relative de la ourbe et de sa tangente. Dans e

as, on n'a pas d'autre hoix que de pousser un peu plus loin le alul et aller jusqu'à un DL3 de la

fontion, et e sera bien entendu le terme en x3 qui donnera dans e as la position relative (si on

est en 0, e terme en x3 hangera de signe en 0, e qui revient à dire que la position relative sera

di�érente à gauhe et à droite de 0 ; 'est tout à fait normal puisque le fait qu'il n'y ait pas de terme

en x2 dans le DL signi�e que f ′′(0) = 0, et don qu'il y a sur la ourbe un point d'in�exion à et

endroit).

Un exemple plus ompliqué en +∞.

Les aluls présentés i-dessus peuvent aussi très bien s'adapter à une étude loale en +∞. Cette

fois-i le but ne sera évidemment pas de prolonger une fontion par ontinuité (ça n'aurait auun

5



sens), ni d'obtenir une position relative par rapport à une tangente, mais bel et bien de déterminer

l'équation (et la position relative) d'une droite qui joue en quelque sorte le r�le de la tangente à

la ourbe quand la variable tend vers +∞ : une asymptote. Il y a une ompliation évidente, 'est

justement que la variable tend vers +∞ et qu'on ne pourra don évidemment pas e�etuer des aluls

de développement limité ome si de rien n'était. En fait, le prinipe sera toujours le même : puisqu'il

faut � se ramener à 0 � pour pouvoir aluler des développements limités sereinement, on e�etuera

systématiquement un hangement de variables du type X =
1

x
pour avoir une variable X qui tend

vers 0. Par ailleurs, les aluls qu'on e�etuera ne seront en général pas tout à fait des aluls de

développements limités, mais plut�t de développements asymptotiques, il restera typiquement des

termes en

1

X
qu'on ne trouverait pas dans un DL lassique (e qui est d'ailleurs tout à fait normal,

si la ourbe de la fontion admet en +∞ une asymptote oblique, 'est que la fontion n'y a pas une

limite �nie). Allez, trève de bavardages, un alul un peu mohe en guise d'exemple :

On pose f(x) =
x2

x+ 1
esin(

1

x
) − 2x ln

(

1 +
1

x

)

et on souhaite étudier f au voisinage de +∞.

On ommene don par e�etuer le hangement de variable X =
1

x
, e qui donne ii, f(x) =

1

X(X + 1)
esin(X) −

2

X
ln(1 + X). Pour avoir des fontions dé�nies en 0 et pouvoir e�etuer un

� vrai � DL, une astue toute simple est de tout multiplier par X (alternativement, on met

1

X
en

fateur et on ne s'en préoupe plus) : Xf(x) =
esin(X)

1 +X
− 2 ln(1 +X) = (eX−

1

6
X

3+o(X4))(1 −X +

X2−X3+o(X3))−2

(

X −
1

2
X2 +

1

3
X3 + o(X3)

)

=

(

1 +X −
1

6
X3 +

1

2
X2 +

1

6
X3 + o(X3)

)

(1−

X +X2 −X3 + o(X3))− 2X +X2 −
2

3
X3 + o(X3) = 1−X +X2 −X3 +X −X2 +X3 +

1

2
X2 −

1

2
X3 − 2X +X2 −

2

3
X3 + o(X3) = 1− 2X +

3

2
X2 −

7

6
X3 + o(X3).

Le alul de DL a ii été e�etué à l'ordre 3 par soui de prudene, mais normalement il su�t

d'avoir trois termes dans notre DL pour pouvoir en tirer toutes les onlusions qui vont suivre, ii

on a un quatrième terme qui ne servira à rien. En règle générale, il vaut mieux être prudent et viser

� un ordre trop loin � au as où le dernier terme s'annule inopinément, sinon il faudra refaire tous

les aluls pour retrouver la position relative de la ourbe et de l'éventuelle asymptote). Une fois

e beau DL obtenu, on divise tout par X puis on remonte le hangement de variable, 'est-à-dire

qu'on retransforme tout simplement les X en

1

x
, e qui donne ii f(x) =

1

X
− 2 +

3

2
X + o(X) =

x− 2+
3

2x
+ o

(

1

x

)

. Il est temps d'interpréter e développement asymptotique, e qui va se faire en

trois temps omme pour la tangente dans notre exemple préédent :

• f(x) ∼
x→+∞

x, e qui prouve tout simplement que lim
x→+∞

f(x) = +∞.

• f(x) =
x→+∞

x−2+o(1), e qui revient exatement à dire que lim
x→+∞

f(x)− (x−2) = 0, et don

prouve que la droite d'équation y = x − 2 est asymptote oblique à la ourbe représentative

de f en +∞.

• en�n, f(x)− (x− 2) ∼
x→+∞

3

2x
(omme dans le as des tangentes, il est indispensable d'érire

ette étape sous forme d'équivalent). Comme

3

2x
est positif au voisinage de +∞, on en déduit

que la ourbe est située au-dessus de sa tangente dans un voisinage (hélas indéterminé) de

+∞. On peut bien sûr là aussi donner une allure de portion de ourbe pour illustrer (on se

gardera bien d'essayer d'étudier plus omplètement la fontion f , on n'y arriverait de toute

façon pas !). J'ai tout de même donné toute la ourbe dans la �gure i-dessous :
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9−1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

−1

Dernière remarque : si on vous demande d'e�etuer une étude loale (ou simplement de déterminer

l'équation d'une asymptote) en −∞, la méthode sera exatement la même. La seule di�érene pourra

être au niveau du signe obtenu pour la position relative.

3.3 Développements asymptotiques de suites.

Dernier type d'appliation des aluls de développements limités que nous verrons dans e ha-

pitre, l'obtention d'informations sur des suites dont on n'est pas apables de aluler exatement

le terme général. Ce sera typiquement le as de suites dé�nies impliitement (si vous avez oublié

tout e qu'on a déjà vu sur les suites impliites, je vous laisse relire la dernière partie du ours du

hapitre sur la ontinuité). Le prinipe ii est d'obtenir un développement asymptotique, 'est-à-dire

d'érire que le terme général un de la suite est égal à une somme de termes de plus en plus en

plus négligeables quand n tend vers +∞ (ave un o au bout puisqu'on n'obtiendra bien sûr jamais

une égalité parfaite). En fait, il s'agit de généraliser en quelque sorte les renseignements obtenus

lorsqu'on alule la limite de la suite, puis un équivalent de son terme général (dans le as où la

limite est in�nie ou égale à 0). Un exemple où je mets des termes aléatoires : on prouve dans un

premier temps que la suite tend vers +∞, puis on arrive à obtenir un équivalent de la forme un ∼ 2n
('est plus préis que la limite), puis on � omplète � et équivalent par un terme négligeable par

rapport à n, par exemple un = 2n + 3 + o(1), ou enore un = 2n + ln(n) + o(ln(n)) (attention,

dans e genre de alul, il n'y a auune raison a priori que tous nos termes soient � polyn�miaux �,

même si e sera le as le plus fréquent), puis on peut espérer aller enore plus loin, par exemple

un = 2n+ ln(n) + 3−
1

2 ln(n)
+

2

n
+ o

(

1

n

)

(dans e exemple, les termes sont bien lassés par ordre

de grandeur déroissant).

Une ou deux remarques supplémentaires avant de se laner dans les aluls : bien sûr, tous es

développements s'e�etueront à partir d'une variable n qui tend vers +∞, si on alule en ours

de route de vrais développements limités, il faudra don bien faire attention à les appliquer à une

expression qui tend vers 0, typiquement à

1

n
(on fera le alul diretement sans poser de hangement

de variable pour ne pas alourdir les aluls, mais théoriquement il faudrait le faire). Par ailleurs,

on aura souvent besoin pour obtenir un développement asymptotique à plusieurs termes d'e�etuer

plusieurs aluls suessifs et similaires pour faire apparaitre les di�érents termes � un par un � en

exploitant à haque fois le résultat du alul préédent. C'est un peu di�érent de e qu'on fait lors

d'un alul de développement limité où on �xe dès le départ l'ordre auquel on va e�etuer le alul,
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et on ne fait ensuite le alul qu'une seule fois. Dans ertains as, on pourra toutefois e�etuer un

seul alul ave une rédation du type � identi�ation des oe�ients � (omme la méthode de alul

de DL5 de la fontion tan à partir de l'équation di�érentielle tan′ = 1 + tan2, par exemple), mais il

faudra pour ela déjà onnaitre la forme générale du développement asymptotique, e qui n'est pas

toujours évident. On donnera ette méthode dans le premier exemple i-dessous, mais après avoir

e�etué un premier alul par la méthode � lassique �.

Développement d'une suite impliite lassique.

Nous allons reprendre pour e premier exemple très détaillé l'étude d'une suite impliite que

nous avions déjà évoquée dans le hapitre sur la ontinuité. On dé�nit le réel un (pour tout entier

n > 3) omme étant la plus petite solution de l'équation ex = nx. Nous avions prouvé à l'époque que

ette équation admettait bien des solutions lorsque n > 3, et que la suite (un) ainsi onstruite était

déroissante et tendait vers 0 (je ne reviendrai pas sur es démonstrations). On souhaite maintenant

obtenir des informations plus préises sur le omportement de (un) lorsque n tend vers +∞, sahant

qu'il est bien entendu illusoire d'espérer aluler expliitement la valeur de un.

Première étape du alul, nous allons herher un équivalent. Pour ela, onstatons que, omme

la suite onverge vers 0, on peut a�rmer que lim
n→+∞

eun = 1. Or, par dé�nition, un est solution de

l'équation eun = nun, ou si on préfère un =
eun

n
. Mais d'après e qu'on vient d'a�rmer, eun ∼

n→+∞

1,

don un ∼
1

n
(on n'érira plus les n → +∞ en-dessous des égalités et des équivalents pour la suite

des aluls).

Parfait, peut-on maintenant obtenir mieux, 'est-à-dire en fait obtenir un équivalent de un −
1

n
?

Oui, il su�t de reprendre l'égalité déjà utilisée i-dessus et de aluler un−
1

n
=

eun

n
−

1

n
=

eun − 1

n
.

Or, on reonnait dans le membre de droite une forme d'équivalent lassique : omme on sait depuis

le début que un tend vers 0, on a le droit de dire que

eun − 1

n
∼

un

n
∼

1

n2
, en utilisant pour la

dernière simpliation le résultat du alul préédent. On a don prouvé que un −
1

n
∼

1

n2
, e qu'on

peut érire sous forme de développement asymptotique : un =
1

n
+

1

n2
+ o

(

1

n2

)

(attention, quand

on passe le

1

n
dans le membre de droite, il faut repasser à une ériture ave un o et pas un simple

équivalent qui n'aurait plus vraiment de sens, je vous laisse méditer pourquoi).

Exellent, mais peut-on obtenir enore mieux ? Pourquoi pas, il faudrait maintenant un équivalent

de un−
1

n
−

1

n2
pour préiser un peu e qui se trouve pour l'instant dans le o

(

1

n2

)

. Mais nous allons

avoir un problème tehnique, la méthode préédente (qui n'utilisait pas le moindre développement

limité) ne fontionne plus. À la plae, il va être temps de reourir à un alul un peu plus brutal :

on part de l'égalité un =
eun

n
, et on va simplement remplaer dans l'exponentielle un par le début de

son développement asymptotique, pour pouvoir érire un développement limité de l'exponentielle (à

l'ordre 2 en la variable

1

n
puisque e qu'on met dans l'exponentielle est pour l'instant d'ordre 2). et

la division par n va magiquement nous transformer e développement à l'ordre

1

n2
en développement

à l'ordre

1

n3
, nous donnant par là même un terme de plus dans le développement asymptotique

de un. Érivons le alul : un =
1

n
eun =

1

n
e

1

n
+ 1

n2
+o( 1

n2
) =

1

n

(

1 +
1

n
+

1

n2
+

1

2n2
+ o

(

1

n2

))

=

8



1

n
+

1

n2
+

3

2n3
+o

(

1

n3

)

. Pour leDL de l'exponentielle, on a tehniquement posé u =
1

n
+

1

n2
+o

(

1

n2

)

,

qui tend bien vers 0 quand n tend vers +∞, et on a fait tranquillement notre développement à l'ordre

2 omme prévu. Remarquons que eux qui s'attendaient à pouvoir deviner failement les termes du

développement asymptotique de un à partir des aluls préédents ont vraisemblablement déjà hangé

d'avis.

Maintenant qu'on a ompris le prinipe, on peut onstater quelque hose d'assez fasinant : si

on reprend notre alul de développement limité ave l'information aquise lors du dernier alul, on

obtiendra automatiquement un terme supplémentaire, et on peut ainsi, quitte à refaire beauoup de

fois e même alul, obtenir un développement asymptotique à une préision arbitraire de un, 'est

assez magique. Contentons-nous d'un dernier tour de moulinette : un =
eun

n
=

1

n
e

1

n
+ 1

n2
+ 3

2n3
+o( 1

n3
) =

1

n

(

1 +
1

n
+

1

n2
+

3

2n3
+

1

2n2
+

1

n3
+

1

6n3
+ o

(

1

n3

))

=
1

n
+

1

n2
+

3

2n3
+

8

3n4
+ o

(

1

n4

)

. Je n'ai pas

détaillé le alul du DL de l'exponentielle, il faut sûr faire attention à ne pas oublier de termes en

développement le arré ou le ube de notre somme, et ela devient bien sûr de plus en plus déliat

si on e�etue enore d'autres étapes de alul.

La méthode présentée i-dessous est la seule que je vous demande de maitriser, mais je vais tout

de même vous en présenter une autre qui a l'immense mérite de ne néessiter qu'un seul alul, mais

le gros défaut de demander qu'on sahe dès le départ à quoi ressemble le développement asymptotique

de la suite. Supposons don qu'on ait deviné que notre développement serait (si on le pousse jusqu'à

quatre termes) de la forme un =
a

n
+

b

n2
+

c

n3
+

d

n4
+ o

(

1

n4

)

, ave bien sûr a, b, c et d qui

sont des onstantes réelles à déterminer. On peut alors érire diretement, sur le modèle des aluls

préédents, que un =
eun

n
=

1

n
e

a

n
+ b

n2
+ c

n3
+ d

n4
+o( 1

n4
)

=
1

n

(

1 +
a

n
+

b

n2
+

c

n3
+

d

n4
+

a2

2n2
+

b2

2n4
+

ab

n3
+

ac

n4
+

a3

6n3
+

a2b

2n4
+

a4

24n4
+ o

(

1

n4

))

=
1

n
+

a

n2
+

2b+ a2

2n3
+

6c+ 6ab+ a3

6n4
+

24d + 12b2 + 24ac + 12a2b+ a4

24n5
+ o

(

1

n5

)

.

Beurk. Bon, il ne reste plus qu'à identi�er tout ça ave e dont on est partis (omme pour

un développement limité, la � partie régulière � d'un développement asymptotique de e genre est

néessairement unique) : le oe�ient en

1

n
donne a = 1 ; elui en

1

n2
donne b = a, don b = 1 ; puis

elui en

1

n3
donne c =

2b+ a2

2
, don c =

3

2
; ensuite, elui en

1

n4
donne d =

6c+ 6ab+ a3

6
=

16

6
=

8

3
;

et on a même poussé le alul un ran trop loin puisqu'on voit que le terme en

1

n5
sera de la forme

24d + 12b2 + 24ac + 12a2b+ a4

24n5
=

64 + 12 + 36 + 12 + 1

24n5
=

125

24n5
.

Conlusion ébouri�ante de e brillant alul : un =
1

n
+

1

n2
+

3

2n3
+

8

3n4
+

125

24n5
+ o

(

1

n5

)

.

Un exemple enore beauoup plus laid.

Pour tout entier naturel n, on dé�nit le réel un omme étant l'unique solution positive de l'équa-

tion x4 + x3 = n. Cette équation admet e�etivement une solution unique puisque la fontion

g : x 7→ x4 + x3, qui est ontinue et stritement roissante sur R
+
, e�etue une bijetion de [0,+∞[

sur lui-même. Comme dans notre premier exemple, déterminer un développement asymptotique de

la suite onsiste à en trouver un équivalent, puis un équivalent de la di�érene entre un et son équi-

valent, et ainsi de suite, pour obtenir une valeur approhée de un omme somme de termes d'ordres

de grandeur déroissants.
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Dans notre as, on peut ommener par remarquer que lim
n→+∞

un = +∞. En e�et, en notant g−1
la

réiproque de g sur [0,+∞[, un = g−1(n), et d'après le théorème de la bijetion, lim
n→+∞

g−1(n) = +∞.

Une fois qu'on onnait ette limite, on peut érire que u3n = o(u4n), ou enore que u4n + u3n ∼ u4n.

Comme par dé�nition u4n + u3n = n, on en déduit que u4n ∼ n, soit un ∼ n
1

4
. Pour obtenir et

équivalent, on a en fait utilisé, en fatorisant l'équation par u4n, que u4n =
n

1 + 1
un

=
n

1 + o(1)
∼ n.

On dispose maintenant d'une information supplémentaire, qui va nous permettre de refaire le

alul à un ordre plus préis (n'oubliez pas pour le alul que

1

un
tend vers 0, e qui permet d'utiliser

les DL lassiques du ours) : u4n =
n

1 + 1
un

=
n

1 + n−
1

4 + o(n−
1

4 )
= n(1 − n−

1

4 + o(n−
1

4 )) = n −

n
3

4 + o(n
3

4 ). Il ne reste plus qu'à passer tout ça à la puissane

1

4
(en exploitant le développement

limité lassique de (1 + x)α ave bien sûr α =
1

4
, dont le début va être (1 + x)

1

4 = 1 +
1

4
x+ o(x)) :

un = (n−n
3

4 + o(n
3

4 ))
1

4 = n
1

4 × (1−n−
1

4 + o(n−
1

4 ))
1

4 = n
1

4

(

1−
1

4
n−

1

4 + o(n−
1

4 )

)

= n
1

4 −
1

4
+ o(1).

Si on est (très) ourageux, on peut reprendre le alul pour obtenir un terme de plus, e qui va être

nettement plus pénible ar, outre les fatorisation néessaires pour bien appliquer nos développements

limités à des variables qui tendent vers 0, il faudra en plus e�etuer un vrai DL de quotient pour

� faire remonter � le un initialement au dénominateur vers le numérateur du dénominateur de notre

fration (oui 'est vraiment mohe). Allons-y :

1

un
=

1

n
1

4 − 1
4 + o(1)

=
1

n
1

4

×
1

1− 1
4n

−
1

4 + o(n−
1

4 )
=

n−
1

4

(

1 +
1

4
n−

1

4 + o(n−
1

4 )

)

= n−
1

4 +
1

4
n−

1

2 + o(n−
1

2 ).

On enhaîne : u4n =
n

1 + 1
un

=
n

1 + n−
1

4 + 1
4n

−
1

2 + o(n−
1

2 )
= n

(

1− n−
1

4 −
1

4
n−

1

2 + n−
1

2 + o(n−
1

2 )

)

=

n

(

1− n−
1

4 +
3

4
n−

1

2 + o(n−
1

2 )

)

. On passe une dernière fois le tout à la puissane

1

4
(le terme

d'ordre 2 dans le développement de (1 + x)
1

4
est égal à

1
4 × (−3

4)

2
x2 = −

3

32
x2) : un = n

1

4 ×
(

1−
1

4
n−

1

4 +
3

16
n−

1

2 +
1

4
×

(

−
3

4

)

×
1

2
n−

1

2 + o(n−
1

2 )

)

= n
1

4 ×
(

1−
1

4
n−

1

4 +
3

32
n−

1

2 + o(n−
1

2 )

)

.

Conlusion de e sublime alul : un = n
1

4 −
1

4
+

3

32n
1

4

+ o

(

1

n
1

4

)

.
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