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Exerie 0 (mise en jambes)

1. Le plus simple est de ommener par onstater que z = −1 est une raine évidente de notre

polyn�me : −1 + 3i− 3 + 3 + 4i+ 1− 7i = 0. On peut don fatoriser le membre de gauhe

de notre équation sous la forme z3 + (3i− 3)z2 − (3 + 4i)z + 1− 7i = (z +1)(az2 + bz + c) =
az3 + (a + b)z2 + (b + c)z + c. Par identi�ation des oe�ients, on doit avoir a = 1, puis
a + b = 3i − 3 dont on déduit b = 3i − 4, et b + c = −3 − 4i dont on déduit c = 1 − 7i,
e qui est ohérent ave la dernière équation donnée par le oe�ient onstant. Résolvons

maintenant l'équation du seond degré z2+(3i−4)z+1−7i = 0, qui admet pour disriminant

∆ = (3i − 4)2 − 4(1− 7i) = −9− 24i + 16− 4 + 28i = 3 + 4i. On herhe les raines arrées

de e disriminant sous la forme δ = a + ib. On doit avoir δ2 = ∆, don a2 − b2 = 3
et 2ab = 4 en séparant parties réelle et imaginaire. De plus, l'égalité des modules donnes

|δ|2 = a2 + b2 = |∆| =
√
9 + 16 = 5. En ajoutant ette équation à la première obtenue, on

trouve 2a2 = 8, don a = ±2. En la soustrayant à ette même équation, on trouve 2b2 = 2,
don b = ±1. La ondition 2ab = 4 imposant que a et b soient de même signe, on peut par

exemple prendre δ = 2 + i. Les deux solutions de notre équation du seond degré sont don

z1 =
3i− 4 + 2 + i

2
= −1 + 2i, et z2 =

3i− 4− 2− i

2
= −3 + i. En revenant à l'équation

initiale, on a don S = {−1;−1 + 2i;−3 + i}.
2. Il s'agit d'une suite arithmétio-géométrique, dont l'équation de point �xe x = −2x+6 admet

pour solution x = 2. On dé�nit don la suite auxiliaire (vn) par vn = un−2 et on véri�e qu'elle

est géométrique : vn+1 = un+1 − 2 = −2un + 4 = −2vn. La suite (vn) est géométrique de

raison −2 et de premier terme v0 = u0− 2 = 1, don vn = (−2)n, et un = vn+2 = 2+(−2)n.

3. Commençons don par linéariser le produit à l'aide des formules d'Euler : cos3(x) sin(x) =
(

eix + e−ix

2

)3

× eix − e−ix

2i
=

(e3ix + 3eix + 3e−ix + e−3ix)(eix − e−ix)

16i

=
e4ix + 2ei2x − 2e−2ix − e−4ix

16i
=

1

8
sin(4x) +

1

4
sin(2x). On peut maintenant aluler notre

intégrale sans problème :

∫ π

3

0
cos3(x) sin(x) dx =

∫ π

3

0

1

8
sin(4x) +

1

4
sin(2x) dx

=

[

− 1

32
cos(4x)− 1

8
cos(2x)

]
π

3

0

=
1

64
+

1

32
+

1

16
+

1

8
=

15

64
.

Exerie 1

1. Calulons don f(i) =

∣

∣

∣

∣

1− i− 1

2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

2
− i

∣

∣

∣

∣

=

√

1

4
+ 1 =

√
5

2
. Pour z = ei

π

3
, on peut déjà

signaler que z2 = ei
2π

3 = −1

2
+i

√
3

2
, don f(ei

π

3 ) =

∣

∣

∣

∣

∣

1− 1

2
−

√
3

2
i− 1

4
+

√
3

4
i

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

1

4
− i

√
3

4

∣

∣

∣

∣

∣

=

√

1

16
+

3

16
=

√

1

4
=

1

2
.
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2. Un module étant toujours positif, l'inégalité f(z) > 0 est immédiate. Pour l'autre, on peut

simplement appliquzr l'inégalité triangulaire : f(z) 6 |1|+ |z|+ |z|2
2

=
5

2
.

3. Si z est de module 1, on a a2 + b2 = 1. On peut alors érire z = a2 − b2 + 2iab, soit

Re(z2) = a2 − b2 = a2 − (1− a2) = 2a2 − 1.

4. En posant bêtement z = a+b, on a f(z)2 =

∣

∣

∣

∣

1− a− ib+
1

2
((2a2 − 1)) + iab

∣

∣

∣

∣

2

=

(

1

2
− a+ a2

)2

+

b2(a− 1)2 =
1

4
+ a2 + a4 − a+ a2 − 2a3 + (1− a2)(a2 − 2a+ 1) = a4 − 2a3 + 2a2 − a+

1

4
+

a2 − 2a+ 1− a4 + 2a3 − a2 = 2a2 − 3a+
5

4
. On va don poser P (a) = 2a2 − 3a+

5

4
.

5. Le polyn�me P admet pour dérivée P ′(a) = 4a−3, qui s'annule pour a =
3

4
. Notre polyn�me

est don déroissant sur

[

−1,
3

4

]

et roissant sur

[

3

4
, 1

]

. En partiulier, il admet pour mini-

mum P

(

3

4

)

= 2× 9

16
− 9

4
+
5

4
=

1

8
. De plus, P (−1) = 2+3+

5

4
=

25

4
, et P (1) = 2−3+

5

4
=

1

4
,

don le maximum atteint par P sur l'intervalle [−1, 1] est
25

4
.

6. Par dé�nition, f(z) =
√

P (a), pour une valeur de a omprise entre −1 et 1, puisqu'un nombre

omplexe de module 1 a une partie réelle qui est forément omprise entre −1 et 1. On en

déduit, en exploitant les résultats de la question préédente, que

1

8
6 f(z)2 6

25

4
, don que

1

2
√
2
6 f(z) 6

5

2
. La borne supérieure est atteinte lorsque z = −1, la borne inférieure lorsque

Re(z) =
3

4
, don Im(z)2 = 1− 9

16
=

7

16
. Il y a deux valeurs qui ollent : z =

3

4
± i

√
7

4
.

Exerie 2

1. Calulons don : v0 =
3

2
; u1 =

2 + 3
2

2
=

7

4
; v1 =

12

7
; u2 =

7
4 + 12

7

2
=

49 + 48

56
=

97

56
. Poussons

même jusqu'à v2 =
168

97
puisqu'on nous en demande une valeur approhée. Pour l'obtenir,

on pose tout bêtement la division eulidienne : 168 = 97 + 71, puis 710 = 97 × 7 + 31, et
310 = 97 × 3 + 19, don v2 ≃ 1.73. C'est une valeur approhée par défaut, omme toujours

quand on arrête une division eulidienne après quelques étapes.

2. On va prouver par une réurrene simultanée que un et vn appartiennent à l'intervalle

[

3

2
, 2

]

.

C'est bien entendu véri�é au rang 0 vu les valeurs alulées plus haut. Supposons don que e

soit le as au rang n, on a alors 3 6 un+vn 6 4 en additionnant simplement les enadrements,

don

3

2
6 un+1 6 2 omme souhaité. De plus,

1

2
6

1

un+1
6

2

3
(tout est positif, pas de

problème pour passer à l'inverse en hangeant le sens des inégalités), don

3

2
6 vn+1 6 2, et

notre propriété reste don véri�ée au rang n+ 1, e qui ahève notre réurrene.

3. Calulons don un+1 − vn+1 =
un + vn

2
− 6

un + vn
=

(un + vn)
2 − 12

2(un + vn)
. Or, par dé�nition,

unvn = 3, don (un + vn)
2 = (un + vn)

2 − 4unvn = u2n + v2n − 2unvn = (un − vn)
2
, e qui

donne bien la formule demandée par l'énoné. Comme numérateur et dénominateur de ette

fration sont tous deux positifs, on en déduit que un+1 − vn+1 > 0, don un+1 > vn+1, e

qui prouve l'inégalité un > vn pour tout entier n > 1, le as partiulier n = 0 déoulant des

valeurs initiales alulées plus haut.
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4. Calulons un+1 − un =
un + vn

2
− un =

vn − un

2
. Cette expression est négative d'après la

question préédente, don (un) est déroissante. Puisque (un) est déroissante et positive,

(

1

un

)

est roissante, et (vn) également. Nos deux suites sont don monotones et bornées

(d'après la question 2), elles sont onvergentes (mais on ne peut pas dire plus pour l'instant).

5. On sait que vn+1−un+1 =
un − vn

2
× un − vn

un + vn
. Or, les enadrements de la question 2 prouvent

que un + vn > 3, et que un − vn 6
1

2
, don vn+1 − un+1 6

un − vn

12
(e qui est enore mieux

que e que l'énoné demandait).

6. On peut e�etuer une petite réurrene : au rang 0, on sait que u0−v0 = 2− 3

2
=

1

2
=

1

2× 60
,

don l'inégalité est en fait une égalité (et elle est don vraie !). Supposons maintenant l'inégalité

demandée véri�ée au rang n, alors d'après la question préédente (et l'hypothèse de réurrene)

un+1− vn+1 6
1

6
(un− vn) 6

1

6
× 1

2× 6n
=

1

2× 6n+1
, e qui prouve la propriété au rang n+1

et ahève don la réurrene.

7. Comme 0 6 un− vn 6
1

2× 6n
(on a vu à la question 3 que un− vn > 0, don un− vn > 0), et

omme lim
n→+∞

1

2× 6n
= 0 (suite géométrique de raison

1

6
), le théorème des gendarmes permet

d'a�rmer que lim
n→+∞

un − vn = 0. Cette limite, ombinée aux monotonies des deux suites,

permet de dire que (un) et (vn) sont des suites adjaentes. En partiulier, elle ont une limite

ommune l. Comme par dé�nition on a un × vn = 3, et que par ailleurs lim
n→+∞

unvn = l2 (par

simple produit de limites), on en déduit que l2 = 3, et don l =
√
3 (les deux suites ayant

lairement une limite positive).

8. On souhaite avoir |un − l| 6 10−10
. Or, par adjaene des deux suites, on sait qu'on aura

toujours vn 6 l 6 un, et don |un− l| 6 un− vn 6
1

2× 6n
. Une ondition su�sante (mais pas

néessaire, bien sûr) pour obtenir la valeur approhée souhaitée est don que

1

2× 6n
6 1010,

soit 6n >
1010

2
, don en passant au logarithme de base 6 (histoire de faire original), n >

log6(10
10)− log6(2) (valeur qui, pour les urieux, a une partie entière égale à 11. Il su�t don

de prendre n = 12 pour être ertain d'avoir dix déimales orretes en prenant un omme

approximation de

√
3. Si on se ontente de n = 4, par le même raisonnement, on est ertains

d'avoir un éart inférieur à

1

2× 64
=

1

2× 1 296
=

1

2 592
. Cette valeur est omprise entre 10−3

et 10−4
, on aura don au minimum trois déimales orretes.

Exerie 3

1. Posons don f(z) = Z et tentons d'exprimer z en fontion de Z :

iz + 1 + 2i

z − i
= Z ⇒

iz+1+2i = Zz− iZ ⇒ iz−Zz = −iZ−1−2i ⇒ z =
iZ + 1 + 2i

Z − i
, ette dernière expression

n'étant bien sûr dé�nie que pour Z ∈ D pour que le dénominateur ne s'annule pas. Autrement

dit, on a en fait z = f(Z), e qui prouver que f ◦ f = idD, et en partiulier que l'appliation

f est bien bijetive de D dans lui-même (et qu'elle est sa propre réiproque).

2. Calulons don : f(3i) =
−3 + 1 + 2i

3i− i
=

−2 + 2i

2i
= 1 + i ; f(−i) =

2 + 2i

−2i
= −1 + i =

√
2

(

−
√
2

2
+

√
2

2
i

)

=
√
2e−i

π

4
; et en�n f(ei

5π

6 =
−

√
3
2 i− 1

2 + 1 + 2i

−
√
3
2 + i

2 − i
=

1 + (4−
√
3)i

−
√
3− i

=

3



(1 + (4−
√
3)i)(−

√
3 + i)

3 + 1
=

−
√
3 + i+ (3− 4

√
3)i− 4 +

√
3

4
= −1 + (1−

√
3)i.

3. Posons don z = a+ib et alulons f(z) =
ai− b+ 1 + 2i

a+ ib− i
=

(1− b+ (a+ 2)i)(a + i(1− b))

a2 + (b− 1)2
=

a− ba+ i(1− 2b+ b2) + i(a2 + 2a)− a+ ab− 2 + 2b

a2 + (b− 1)2
=

2b− 2 + i(a2 + 2a+ b2 − 2b+ 1)

a2 + (b− 1)2
. En

partiulier, la partie réelle de f(z) est don égale à

2b− 2

a2 + (b− 1)2
, et sa partie imaginaire à

a2 + 2a+ b2 − 2b+ 1

a2 + (b− 1)2
.

4. D'après la question préédente, f(z) ∈ R si a2+2a+b2−2b+1 = 0, soit (a+1)2−1+(b−1)2 = 0,
ou enore (a+ 1)2 + (b − 1)2 = 1. On reonnait l'équation du erle de entre M(−1 + i) et
de rayon 1 (en rouge sur la �gure après la question 6). Si on est rigoureux, on préise qu'il

faut enlever de e erle le point d'a�xe i.

5. Cette fois on a omme ondition 2b−2 = 0, don b = 1. Les points orrespondants sont situés
sur la droite horizontale d'équation y = 1 dans le plan omplexe (privée à nouveau du point

d'a�xe i), en bleu sur la �gure i-dessous.

6. Pour ette dernière question, il vaut mieux revenir à la dé�nition initiale de f : f(z) ∈ U ⇔
∣

∣

∣

∣

iz + 1 + 2i

z − i

∣

∣

∣

∣

= 1 ⇔ |iz + 1 + 2i|2 = |z − i|2 (on peut élever sans problème au arré, tout

est positif). En posant maintenant z = a + ib, on trouve la ondition |1 − b + i(2 + a)|2 =
|a+ i(b− 1)|2, soit (b− 1)2+(2+a)2 = a2+(b− 1)2 ou enore (a+2)2−a2 = 0, e qui donne
4a + 4 = 0 et don a = −1. Il s'agit d'une droite vertiale d'équation x = −1 dans le plan

omplexe (en vert sur le dessin). On pouvait aussi obtenir ette droite à partir de l'égalité des

modules de iz + 1 + 2i et de z − i omme médiatrie du segment reliant les points d'a�xe

i− 2 (après avoir tout divisé par i pour reonnaitre une distane) et i. Voii la passionnante

�gure promise :

0 1−1−2−3

0

1

2

3

−1

7. (a) Il s'agit (quitte à passer le dénominateur de f(z) de l'autre �té) de résoudre l'équation

iz + 1 + 2i = z2 − iz, soit z2 − 2iz − 1 − 2i = 0. Cette équation du seond degré admet

pour disriminant ∆ = −4+4(1+2i) = 8i. Pour une fois, on peut se passer de la méthode
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lassique à base d'ériture algébrique pour obtenir les raines arrées de e disriminant :

∆ = 8ei
π

2
, don on peut simplement prendre δ =

√
8ei

π

4
(dont le arré est trivialement

égal à ∆), soit δ = 2
√
3

(√
2

2
+ i

√
2

2

)

= 2+2i. Les solutions de notre équation sont don

les deux nombres omplexes z1 =
2i+ 2 + 2i

2
= 1 + 2i, et z2 =

2i− 2− 2i

2
= −1. On

notera don a = −1 et b = 1 + 2i.

(b) Calulons don :

a− i

b− i
=

−1− i

1 + i
= −1. Une question partiulièrement di�ile.

() Un peu plus pénible : on multiplie tout en haut et en bas par z−i pour ne pas trainer des dé-

nominateurs horribles :

b− f(z)

a− f(z)
=

(1 + 2i)(z − i)− iz − 1− 2i

i− z − iz − 1− 2i
= −(1 + i)z + 1− 3i

(1 + i)z + 1 + i
=

−
z +

1− 3i

1 + i

z + 1
= −z + (1−3i)(1−i)

2

z − a
=

z − 1− 2i

a− z
= − b− z

z − a
.

8. (a) C'est une onséquene quasiment évidente du dernier alul e�etué : arg

(

b− f(z)

a− f(z)

)

≡

arg

(

b− z

a

)

[π] puisque les deux nombres sont opposés, or es arguments s'interprètent

omme des angles, e qui donne diretement (
−−→
AM,

−−→
BM) ≡ (

−−→
AM ′,

−−−→
BM ′)[π]. La propriété

donnée dans l'énoné permet alors de onlure que A, B, M et M ′
sont soit alignés soit

situés sur un même erle (e qui revient bien à dire queM ′
appartient au erle ironsrit

au triangle ABM).

(b) Calulons

f(z)− i

z − i
=

iz + 1 + 2i− i(z − i)

(z − i)2
=

2i

(z − i)2
. Il su�t alors de onstater que

(b − i)2 = (1 + i)2 = 2i pour en déduire que

f(z)− i

z − i
=

(

(b− i)2

(z − i)2

)2

. En prenant les ar-

guments de es nombres, l'égalité demandée devient immédiate puisque arg

(

(b− i)2

(z − i)2

)

≡

2 arg

(

b− i

z − i

)

[2π].

() Pour onstruire rigoureusement le point M ′
, on peut proéder de la façon suivante :

• on trae le erle ironsrit au triangle ABM . Rappelons en passant que e erle a

pour entre le point Z de onours des médiatries des �tés du triangle, qu'on peut

toujours traer sans di�ulté à la règle et au ompas (onstrution lassique : on hoisit

une longueur plus grande que la moitié de la longueur du segment, et on reporte ette

longueur à partir des deux extrémités du segment, de façon à déterminer deux points

à égale distene de es extrémités ; il ne reste plus qu'à traer la droite passant par es

deux points, qui est la médiatrie reherhée).

• on trae le symétrique N du point M par rapport à la droite (BC) : pour ela on

reporte les longueurs CM et BM à partir des points C et B pour trouver un deuxième

point N véri�ant BN = BM et CN = CM , e deuxième point est le symétrique

reherhé.

• le point M ′
est alors situé sur la droite (CN) (à ause de l'égalité d'angles véri�ée à

la question b, je vous laisse y ré�éhir si vous n'êtes pas onvainus) et sur le erle

ironsrit traé auparavant.

(d) Sur la �gure suivante, la médiatrie de [BM ] a pour équation x =
3

2
('est évident) et

elle de [AB] a pour équation y = 1?x (là aussi 'est à peu près évident) don le entre du

erle ironsrit est Z

(

3

2
− 1

2
i

)

. Ce point et le erle sont en vert sur le dessin. En violet

se trouve le point N (je n'ai pas mis de traits de onstrution, sinon ça va surharger la

5



�gure), le point M ′
est à l'intersetion de (CN) et du erle. On peut véri�er failement :

f(2+ 2i) =
2i− 2 + 1 + 2i

2 + i
=

(−1 + 4i)(2 + i)

5
=

2

5
+

9

5
i, e qui orrespond bien à l'a�xe

du point obtenu.

0 1 2 3−1−2

0

1

2

3

4

−1

A

B

C

M

Z

N

M’
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