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Exercice 1 (5 points)

1. Tl s’agit donc de calculer f(e). Essayons d’écrire I'affixe de cette image sous forme algé-

brique : f(e?) = §(€Zt)2 — et = §€2Zt — et = 3 cos(2t) + §isin(2t) — cos(t) — isin(t) =

2
nombre complexe obtenue sont respectivement 1’abscisse et ’ordonnée du point M’, ce qui

1 1
—cos(2t) — cos(t) + ¢ <§ sin(2t) — sin(t)). Par définition, les partie réelle et imaginaire du

1 1
revient a poser x(t) = 3 cos(2t) — cos(t) et y(t) = 3 sin(2t) — sin(t).

2. En exploitant les parités bien connues des fonctions cos et sin, on obtient immédiatement
x(—t) = z(t) et y(—t) = y(t). Autrement dit, le point correspondant a la valeur —¢ du
parameétre sera symétrique de M’ par rapport a 'axe des abscisses du repére. Comme ¢ varie
dans un intervalle [—, 7] qui est symétrique par rapport a 1’origine, I'image de tout I'intervalle
[—m, 0] pourra étre obtenue par symétrie par rapport & (Ox)a partir de celle de Uintervalle
[0, 7].

3. La fonction z est dérivable comme composée de fonction usuelles, et Vi € [—7, 7|, 2/(t) =
1
3 % (—2sin(2t)) + sin(t) = sin(t) — sin(2¢). Or, une formule de trigonomtrie classique affirme
que sin(2t) = 2sin(t) cos(t), ce qui permet d’écrire que z/(t) = sin(t) — 2sin(t) cos(t) =
sin(t)(1 — 2cos(t)), ce qui est bien la formule donnée dans I’énoncé. Le facteur sin(t) est
toujours positif sur l'intervalle d’étude [0, 7] (il s’annule aux deux extrémités de l'intervalle,

1
et est strictement positif le reste du temps). Le facteur 1 —2 cos(t) s’annule lorsque cos(t) = 3

soit t = g (seule valeur appartenant a l'intervalle d’étude), et il est négatif sur [0, E} (puisque

cos(t) = % sur cet intervalle) et positif sur [g,w]. Aprés avoir calculé z(0) = % —1= —5
f <g) = % X <—%> - % = —% et f(m) = % +1= ;, on peut donc dresser le tableau de
variations suivant :
t 0 3 s
JdH [0 - 0+ i)
2
o
_3
4
4. La fonction y est bien sir également dérivable sur [0,7], et 3/(t) = cos(2t) — cos(t). On

utilise & nouveau une formule de trigonométrie pour simplifier I'expression, en l'occurrence
cos(2t) = 2cos?(t) — 1, et on obtient donc %/(t) = 2cos?(t) — cos(t) — 1. Posons X = cos(t)
pour constater que y/(t) = 2X2 — X — 1. Ce trindme admet pour discriminant A = 1+8 =9,

1-3 1 1+3
et pour racines X = =73 et Xo = % = 1. Autrement dit, 3/(¢) s’annule lorsque



1
cos(t) = —5 ou cos(t) = 1, ce qui dans notre intervalle d’étude se produit pour ¢t = 0
2w . o .. 2w .
et ¢t = —. Notre dérivée sera négative sur l'intervalle |0, 3 | puisque la valeur de cos(t)

y est alors comprise entre les deux racines —5 et 1 calculées plus haut. Reste a calculer

2 1 3 3 3v3
y(0) = y(7) = 0 et surtout y )= 2« —£ — i = ——\/_. On conclut avec un
3 2 2 2 4
tableau de variations :
t 0 %’T m
YO0 — 0+ 0
0 0
_3V3
4
. ) 2 1 1 1 T
. Pour avoir un tableau complet, on ajoutera les valeurs x 5 =1 + 551 et y (§> =
Vi VB \3
4 2 4
t 10 % 2{ M
_1 3
2 2
1 /
z 1
_3
4
0 \ 0
y -
\_3_¢3
4

6. Les tangentes aux points remarquables s’obtiennent tout simplement en regardant les valeurs
prises par 2/(t) et y/(¢) pour la valeur ¢ du paramétre correspondant au point considéré. Si a’
T
s’annule mais pas ¢/, la tangente sera portée par (Oy), donc verticale (c’est le cas pour t = g)
Au contraire, si ¢’ s’annule mais pas 7/, la tangente sera horizontale. Notons également, pour
3
faciliter le tracé, que — =~ 0.4. Voici une allure de la courbe demandée, avec la partie

correspondant & l'intervalle [0, 7] tracée en rouge, et celle correspondant & [—m,0] (obtenue
par symétrie) tracée en bleu.



Exercice 2 (5 points)

2t +2) — (2t 1
1. La fonction f est bien définie sur [0,2], de dérivée f/(t) = ( +(t)+ 2()2 +3) = I

Cette dérivée étant strictement positive, f est strictement croissante sur [0,2]. Comme de

3
plus f(0) = 3 et f(2) = goonen déduit immédiatement ’encadrement demandé.

N . . . 3 2t+3 7
2. A Taide de la question précédente, on peut écrire que, V¢ € [0, 2], 56% < ) er < Ze%
. . . . 23 27 4
On peut intégrer ces inégalités entre 0 et 2 pour obtenir / 565 dt < uy, < / Zeﬁ dt. Or,
0 0

2
3 3 3
les deux intégrales se calculent sans probléme : / 56% dt = i[ne%]g = §n (e% — 1), et de
0

2
7 .
méme / Ze% dt = Zn(e% — 1), ce qui donne 'encadrement de u,, demandé.
0

2
2 n(en — 1
3. Comme lim — = 0, la limite rappelée dans I’énoncé permet d’affirmer que lim (7) =
n——+oon n——+oo 2

1, ce qui prouve que le membre de gauche de ’encadrement de u,, obtenu & la question pré-

cédente converge vers 3, et que le membre de droite de méme encadrement converge vers 3

Si (up) admet une limite finie, cette derniére est donc nécessairement comprise entre 3 et 3

(quand deux suites (uy,) et (vy,) vérifiant w, < v, convergent vers les limites respectives [ et
', alors I < U').

4. La vérification est immédiate en mettant au méme dénominateur. On peut alors calculer

2 2
2t+ 3 1 9
I= — dt = 2———dt=2t—In(t+2)]g=4—1n(4) + In(2) =4 — In(2).
| 3 = [ 2= g = =G+ 2) = 4= () +10(2) = 4= )
5. On procéde en fait comme & la question 2, mais cette fois en encadrant l’exponentielle :

Vte[0,2],1< en < en (c’est une conséquence de la croissance de la fonction exponentielle),

2t+3  2t+3 2t+3
donc i < i en < en X —+ On peut intégrer cet encadrement entre 0 et 2 pour
t+2 t+2 t+2




obtenir exactement I < u, < en (puisque, bien entendu, e» est une constate pouvant étre
sortie de l'intégrale).

6. C’est une simple application du théoréme des gendarmes : lirf er = 1, donc le membre de
n—-+0oo

gauche et le membre de droite de 'encadrement précédent ont pour limite I, ce qui prouve
que la suite (uy,) converge et que lirf u, =1 =4—1n(2).
n—-+0oo

Probléme (10 points)

Partie A : étude d’une fonction f et de sa courbe représentative C.

1. Tl n’y aucune difficulté ici puisque les calculs de limite ne font pas apparaitre de forme indé-

terminée : lim 1—— =1et lim In(z)—2 = 400, donc par produit lim f(z) = +o0. De
r— 400 X Tr—+00 Tr—+00
méme, les limites des deux facteurs sont égales & —oo quand z tend vers 0, donc lim+ flz)=
z—0
+00.

2. La fonction f est dérivable en tant que somme et produit de fonctions définies et dérivables
sur Uintervalle |0, +oo[. On peut calculer f’ soit en développant toute I'expression de f(z)
avant de dériver, soit en dérivant directement le produit donné dans I’énoncé : Vx €]0, +o0],

1 1y In@)-2+z-1 u(x)

1 .- .
fl(x) = ﬁ(ln(x) —-2) 4+ - <1 - ;) = - =5 e utilisant la fonction

définie & la question suivante.

3. (a) La fonction u est-elle méme dérivable sur |0, +oo[, mais calculer sa dérivée n’est en fait
meéme pas nécessaire, puisque u est strictement croissante sur |0, +oo[ en tant que somme
de deux fonctions strictement croissante (la fonction In et la fonction x — z) et d’une
constante.

(b) On sait déja que la fonction w est strictement croissante sur [2, 3], et bien str continue. De
plus, u(2) =In(2) — 1 ~ —0.3 < 0, et u(3) = In(3) ~ 1.1 > 0, donc la fonction u s’annule
nécessairement sur cet intervalle. L’existence de la solution & l’équation u(x) = 0 peut
étre prouvée a l’aide du théoreme des valeurs intermédiaires, mais son unicité nécessite
un autre théoréme connu sous le nom de théoréme de la bijection (et pour lequel la
stricte monotonie de la fonction étudiée sur I'intervalle de résolution de ’équation est une
hypothése indispensable). On calcule & la calculatrice u(2.2) = In(2.2) — 0.8 ~ —0.012
et u(2.21) = In(2.21) — 0.79 ~ 0.03. Ces deux valeurs étant de signe opposé, la fonction
u s’annule nécessairement entre les deux, ce qui prouve bien siir 'encadrement souhaité
pour « puisque cette valeur d’annulation est nécessairement égale a a.

(c) La fonction w étant strictement croissante, elle sera négative sur |0, a[ et positive sur
|a, +00].

4. (a) L’expression de f’ obtenue plus haut prouve que f/(x) est du méme signe que u(x). La fonc-

tion f est donc strictement décroissante sur |0, a, et strictement croissante sur Jo, +00].

(b) Par définition, u(«) = 0, donc In(a) + a — 3 = 0. Autrement dit, In(ar) = 3 — . On peut

1 —1)(1—
remplacer dans 'expression de f pour obtenir f(a) = (1 — —> (1—a) = la-ll-o) =
! a
1—a)2 111
—ﬂ. Or, on sait que 2.2 < a < 2.21. On en déduit d’une part que — < — < —

o ) ) ) 221 o 22
(attention & bien changer le sens des inégalités), et d’autre part que 1.2 < o — 1 < 1.21,

donc 1.44 < (a—1)? < 1.4641. En effectuant le quotient, on peut en déduire I’encadrement
—1.4641

2.2
, soit —0.6655 < f(a) < —0.6516. Encadrement suffisant pour obtenir une

suivant (attention aux signes qui changent le sens de certaines inégalités) :

amplitude de 2 x 1072 comme stipulé dans ’énonceé.




5. (a)

(b)

On effectue un tableau de signe & partir des deux deux facteurs du produit définissant

1 -1
f(x) :In(x) —2>0siz>eletl— == ° est du signe de x — 1 sur notre intervalle
x x
de définition, donc :
z 0 1 e? +00
1-2 - + | +
In(z) — 2 - - +
f(x) + - +
Une allure de la courbe C :
4,,
2,,
1
0 I | //
-1 0 1 2 3 4 5 7 8 9

Partie B : Etude d’une primitive de f sur |0, +-o0l.

1. (a)

Par définition, la dérivée de F' est la fonction f dont on a déja étudié le signe plus haut.
La fonction F est donc strictement décroissante sur [1,e?], et strictement croissante sur
10, 1] et sur Je?, +-ocl.

On sait que le coefficient directeur d’une tangente est donnée par la valeur prise par
la dérivée de la fonction au point correspondant. Or, f(1) = f(e?) = 0 (calculs déja
effectués plus haut). Les deux tangentes correspondantes sont donc paralléles et surtout
horizontales.

1
Effectuons donc une intégration par parties en posant v(t) = In(t), donc v'(t) = o

x
et u/(t) = 1, pour lequel on pourra prendre u(t) = t. On obtient alors / In(t) dt =
1

x
[tIn(t)]] — / 1 dt =tln(t) —t+ 1. Notons que la constante 1 est complétement inutile,
1

on se contentera comme primitive de In de prendre la fonction ¢ — ¢1In(t) — ¢.

Il s’agit tout bétement de développer I'expression donnée au début du probléme, un calcul
que méme un éleve de Maternelle Petite Section Infantile (parfois aussi appelée MPSI)
serait capable d’effectuer sans difficulté.

Il suffit de « primitiver » terme & terme l’expression obtenue a la question précédente.
In(z)

Pour le morceau In(x), on réutilise simplement la question d’avant, pour celui en ,

x
on se rend compte qu'il s’agit d’une expression de la forme u'u, avec u(x) = In(x), qui

2

1 1
admet donc une primitive de la forme U soit ici 3 In?(z). Le reste est facile, on trouve

1
(3 une constante pres), F(z) = zln(z) — =z — 5 In(x)? + 2In(x) — 2z + k, avec k € R. Si



on souhaite que notre primitive s’annule en z = 1, il faut imposer k = 3, soit F(z) =
Lo
xIn(z) — 3 In“(z) + 2In(z) — 3z + 3.

Je ne vois vraiment pas ce qu’on peut montrer ici, puisque le résultat de ’énoncé est
un des cas classiques de croissance comparée, qui ne se démontrent pas de fagon évi-

1
dente. Contentons-nous de constater que F(z) = zIn(x) + In(z) <2 ~ 3 1n(a:)> + 3 — 3z,

et qu’il n’y a plus de forme indéterminée pour le calcule de limite : lir%x In(z) = 0;
T—r

1
lim In(x) (2 - = ln(m)) = —o0 et lim3 — 3z = 3, donc lim F(z) = —o0.
z—0 2 z—0 z—0

Encore une fois, le premier calcul est évident, il suffit de factoriser I’expression que nous
avons obtenue pour F'(x), a ’exception de la constante 3, par = In(z), et on a tout de suite

3 11 2
F(z) = zIn(2) <1 — — n(z) + —> + 3. Un autre résultat de croissance comparée

In(z) 2 « x
In(x) 2 3

In(z
classique stipule que lim (z) =0, donc lim 1-— - —
z—+oo I T—+00 2z x In(z

demandée en découle facilement (plus de forme indéterminée) : lirf F(x) = +o0.
T—>+00

=1, et la limite

Il n’y a qu’a calculer les valeurs extrémales pour compléter le tableau : FI(1) =3 —-3=10

4
(ce qui est bien sir normal puisque par définition F' s’annule en 1), et F(e?) = 2¢? — 5 +

2x2—3e24+3=5—¢2

x 0 1 e2 +o00
+o00

A

Une allure des deux courbes (la courbe C en bleu comme précédemment, et la courbe (I')
en rouge) :

62
. II s’agit en fait simplement de calculer / f(t) dt = [F(t)]‘l32 = F(e?) = 5 — ¢%. Attention
1

tout de méme, I'unité donnée pour le repére étant de 2 cm, il reste & multiplier cette aire par

4 pour la convertir en cm?, aire demandée valant donc 20 — 4e? cm?.

2



