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Exer
i
e 1 (5 points)

1. Il s'agit don
 de 
al
uler f(eit). Essayons d'é
rire l'a�xe de 
ette image sous forme algé-

brique : f(eit) =
1

2
(eit)2 − eit =

1

2
e2it − eit =

1

2
cos(2t) +

1

2
i sin(2t) − cos(t) − i sin(t) =

1

2
cos(2t) − cos(t) + i

(

1

2
sin(2t) − sin(t)

)

. Par dé�nition, les partie réelle et imaginaire du

nombre 
omplexe obtenue sont respe
tivement l'abs
isse et l'ordonnée du point M ′
, 
e qui

revient à poser x(t) =
1

2
cos(2t)− cos(t) et y(t) =

1

2
sin(2t)− sin(t).

2. En exploitant les parités bien 
onnues des fon
tions cos et sin, on obtient immédiatement

x(−t) = x(t) et y(−t) = y(t). Autrement dit, le point 
orrespondant à la valeur −t du

paramètre sera symétrique de M ′
par rapport à l'axe des abs
isses du repère. Comme t varie

dans un intervalle [−π, π] qui est symétrique par rapport à l'origine, l'image de tout l'intervalle

[−π, 0] pourra être obtenue par symétrie par rapport à (Ox)à partir de 
elle de l'intervalle

[0, π].

3. La fon
tion x est dérivable 
omme 
omposée de fon
tion usuelles, et ∀t ∈ [−π, π], x′(t) =
1

2
× (−2 sin(2t)) + sin(t) = sin(t)− sin(2t). Or, une formule de trigonomtrie 
lassique a�rme

que sin(2t) = 2 sin(t) cos(t), 
e qui permet d'é
rire que x′(t) = sin(t) − 2 sin(t) cos(t) =
sin(t)(1 − 2 cos(t)), 
e qui est bien la formule donnée dans l'énon
é. Le fa
teur sin(t) est

toujours positif sur l'intervalle d'étude [0, π] (il s'annule aux deux extrémités de l'intervalle,

et est stri
tement positif le reste du temps). Le fa
teur 1−2 cos(t) s'annule lorsque cos(t) =
1

2
,

soit t =
π

3
(seule valeur appartenant à l'intervalle d'étude), et il est négatif sur

[

0,
π

3

]

(puisque

cos(t) >
1

2
sur 
et intervalle) et positif sur

[π

3
, π
]

. Après avoir 
al
ulé x(0) =
1

2
− 1 = −1

2
;

f
(π

3

)

=
1

2
×
(

−1

2

)

− 1

2
= −3

4
et f(π) =

1

2
+ 1 =

3

2
, on peut don
 dresser le tableau de

variations suivant :

t 0 π

3
π

x′(t) 0 − 0 + 0

x −1

2❍❍❍❥−3

4

�✒
�

�

3

2

4. La fon
tion y est bien sûr également dérivable sur [0, π], et y′(t) = cos(2t) − cos(t). On
utilise à nouveau une formule de trigonométrie pour simpli�er l'expression, en l'o

urren
e

cos(2t) = 2 cos2(t) − 1, et on obtient don
 y′(t) = 2 cos2(t) − cos(t) − 1. Posons X = cos(t)
pour 
onstater que y′(t) = 2X2 −X− 1. Ce trin�me admet pour dis
riminant ∆ = 1+8 = 9,

et pour ra
ines X1 =
1− 3

4
= −1

2
et X2 =

1 + 3

4
= 1. Autrement dit, y′(t) s'annule lorsque
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cos(t) = −1

2
ou cos(t) = 1, 
e qui dans notre intervalle d'étude se produit pour t = 0

et t =
2π

3
. Notre dérivée sera négative sur l'intervalle

[

0,
2π

3

]

puisque la valeur de cos(t)

y est alors 
omprise entre les deux ra
ines −1

2
et 1 
al
ulées plus haut. Reste à 
al
uler

y(0) = y(π) = 0 et surtout y

(

2π

3

)

=
1

2
×
(

−
√
3

2

)

−
√
3

2
= −3

√
3

4
. On 
on
lut ave
 un

tableau de variations :

t 0 2π

3
π

y′(t) 0 − 0 + 0

y

0

❅
❅
❅❘
−3

√
3

4

�✒
�

�

0

5. Pour avoir un tableau 
omplet, on ajoutera les valeurs x

(

2π

3

)

= −1

4
+

1

2
=

1

4
et y

(π

3

)

=
√
3

4
−

√
3

2
= −

√
3

4
.

t 0 π

3

2π

3
π

x

−1

2

❅
❅
❅❘

−3

4

✟✯✟✟

1

4

✟✯✟✟

3

2

y

0 ❍❍❍❥−
√
3

4 ❍❍❍❥−3
√
3

4

�✒
�

�

0

6. Les tangentes aux points remarquables s'obtiennent tout simplement en regardant les valeurs

prises par x′(t) et y′(t) pour la valeur t du paramètre 
orrespondant au point 
onsidéré. Si x′

s'annule mais pas y′, la tangente sera portée par (Oy), don
 verti
ale (
'est le 
as pour t =
π

3
).

Au 
ontraire, si y′ s'annule mais pas x′, la tangente sera horizontale. Notons également, pour

fa
iliter le tra
é, que

√
3

4
≃ 0.4. Voi
i une allure de la 
ourbe demandée, ave
 la partie


orrespondant à l'intervalle [0, π] tra
ée en rouge, et 
elle 
orrespondant à [−π, 0] (obtenue
par symétrie) tra
ée en bleu.
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Exer
i
e 2 (5 points)

1. La fon
tion f est bien dé�nie sur [0, 2], de dérivée f ′(t) =
2(t+ 2)− (2t+ 3)

(t+ 2)2
=

1

(t+ 2)2
.

Cette dérivée étant stri
tement positive, f est stri
tement 
roissante sur [0, 2]. Comme de

plus f(0) =
3

2
et f(2) =

7

4
, on en déduit immédiatement l'en
adrement demandé.

2. À l'aide de la question pré
édente, on peut é
rire que, ∀t ∈ [0, 2],
3

2
e

t

n 6
2t+ 3

t+ 2
e

t

n 6
7

4
e

t

n
.

On peut intégrer 
es inégalités entre 0 et 2 pour obtenir

∫

2

0

3

2
e

t

n dt 6 un 6

∫

2

0

7

4
e

t

n dt. Or,

les deux intégrales se 
al
ulent sans problème :

∫

2

0

3

2
e

t

n dt =
3

2
[ne

t

n ]20 =
3

2
n
(

e
2

n − 1
)

, et de

même

∫

2

0

7

4
e

t

n dt =
7

4
n(e

2

n − 1), 
e qui donne l'en
adrement de un demandé.

3. Comme lim
n→+∞

2

n
= 0, la limite rappelée dans l'énon
é permet d'a�rmer que lim

n→+∞

n(e
2

n − 1)

2
=

1, 
e qui prouve que le membre de gau
he de l'en
adrement de un obtenu à la question pré-


édente 
onverge vers 3, et que le membre de droite de même en
adrement 
onverge vers

7

2
.

Si (un) admet une limite �nie, 
ette dernière est don
 né
essairement 
omprise entre 3 et

7

2
(quand deux suites (un) et (vn) véri�ant un 6 vn 
onvergent vers les limites respe
tives l et

l′, alors l 6 l′).

4. La véri�
ation est immédiate en mettant au même dénominateur. On peut alors 
al
uler

I =

∫

2

0

2t+ 3

t+ 2
dt =

∫

2

0

2− 1

t+ 2
dt = [2t− ln(t+ 2)]20 = 4− ln(4) + ln(2) = 4− ln(2).

5. On pro
ède en fait 
omme à la question 2, mais 
ette fois en en
adrant l'exponentielle :

∀t ∈ [0, 2], 1 6 e
t

n 6 e
2

n
(
'est une 
onséquen
e de la 
roissan
e de la fon
tion exponentielle),

don


2t+ 3

t+ 2
6

2t+ 3

t+ 2
e

t

n 6 e
2

n × 2t+ 3

t+ 2
. On peut intégrer 
et en
adrement entre 0 et 2 pour
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obtenir exa
tement I 6 un 6 e
2

n I (puisque, bien entendu, e
2

n
est une 
onstate pouvant être

sortie de l'intégrale).

6. C'est une simple appli
ation du théorème des gendarmes : lim
n→+∞

e
2

n = 1, don
 le membre de

gau
he et le membre de droite de l'en
adrement pré
édent ont pour limite I, 
e qui prouve

que la suite (un) 
onverge et que lim
n→+∞

un = I = 4− ln(2).

Problème (10 points)

Partie A : étude d'une fon
tion f et de sa 
ourbe représentative C.
1. Il n'y au
une di�
ulté i
i puisque les 
al
uls de limite ne font pas apparaitre de forme indé-

terminée : lim
x→+∞

1− 1

x
= 1 et lim

x→+∞
ln(x)− 2 = +∞, don
 par produit lim

x→+∞
f(x) = +∞. De

même, les limites des deux fa
teurs sont égales à −∞ quand x tend vers 0, don
 lim
x→0+

f(x) =

+∞.

2. La fon
tion f est dérivable en tant que somme et produit de fon
tions dé�nies et dérivables

sur l'intervalle ]0,+∞[. On peut 
al
uler f ′
soit en développant toute l'expression de f(x)

avant de dériver, soit en dérivant dire
tement le produit donné dans l'énon
é : ∀x ∈]0,+∞[,

f ′(x) =
1

x2
(ln(x) − 2) +

1

x

(

1− 1

x

)

=
ln(x)− 2 + x− 1

x2
=

u(x)

x2
en utilisant la fon
tion

dé�nie à la question suivante.

3. (a) La fon
tion u est-elle même dérivable sur ]0,+∞[, mais 
al
uler sa dérivée n'est en fait

même pas né
essaire, puisque u est stri
tement 
roissante sur ]0,+∞[ en tant que somme

de deux fon
tions stri
tement 
roissante (la fon
tion ln et la fon
tion x 7→ x) et d'une


onstante.

(b) On sait déjà que la fon
tion u est stri
tement 
roissante sur [2, 3], et bien sûr 
ontinue. De

plus, u(2) = ln(2) − 1 ≃ −0.3 < 0, et u(3) = ln(3) ≃ 1.1 > 0, don
 la fon
tion u s'annule

né
essairement sur 
et intervalle. L'existen
e de la solution à l'équation u(x) = 0 peut

être prouvée à l'aide du théorème des valeurs intermédiaires, mais son uni
ité né
essite

un autre théorème 
onnu sous le nom de théorème de la bije
tion (et pour lequel la

stri
te monotonie de la fon
tion étudiée sur l'intervalle de résolution de l'équation est une

hypothèse indispensable). On 
al
ule à la 
al
ulatri
e u(2.2) = ln(2.2) − 0.8 ≃ −0.012
et u(2.21) = ln(2.21) − 0.79 ≃ 0.03. Ces deux valeurs étant de signe opposé, la fon
tion

u s'annule né
essairement entre les deux, 
e qui prouve bien sûr l'en
adrement souhaité

pour α puisque 
ette valeur d'annulation est né
essairement égale à α.

(
) La fon
tion u étant stri
tement 
roissante, elle sera négative sur ]0, α[ et positive sur

]α,+∞[.

4. (a) L'expression de f ′
obtenue plus haut prouve que f ′(x) est du même signe que u(x). La fon
-

tion f est don
 stri
tement dé
roissante sur ]0, α[, et stri
tement 
roissante sur ]α,+∞[.

(b) Par dé�nition, u(α) = 0, don
 ln(α) + α− 3 = 0. Autrement dit, ln(α) = 3− α. On peut

rempla
er dans l'expression de f pour obtenir f(α) =

(

1− 1

α

)

(1−α) =
(α− 1)(1− α)

α
=

−(1− α)2

α
. Or, on sait que 2.2 < α < 2.21. On en déduit d'une part que

1

2.21
<

1

α
<

1

2.2
(attention à bien 
hanger le sens des inégalités), et d'autre part que 1.2 < α − 1 < 1.21,
don
 1.44 < (α−1)2 < 1.4641. En e�e
tuant le quotient, on peut en déduire l'en
adrement

suivant (attention aux signes qui 
hangent le sens de 
ertaines inégalités) :

−1.4641

2.2
<

f(α) <
−1.44

2.21
, soit −0.6655 < f(α) < −0.6516. En
adrement su�sant pour obtenir une

amplitude de 2× 10−2

omme stipulé dans l'énon
é.
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5. (a) On e�e
tue un tableau de signe à partir des deux deux fa
teurs du produit dé�nissant

f(x) : ln(x)− 2 > 0 si x > e2 et 1− 1

x
=

x− 1

x
est du signe de x− 1 sur notre intervalle

de dé�nition, don
 :

x 0 1 e2 +∞
1− 1

x
− 0 + +

ln(x)− 2 − − 0 +

f(x) + 0 − 0 +

(b) Une allure de la 
ourbe C :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9−1

0

1

2

3

4

−1

Partie B : Étude d'une primitive de f sur ]0,+∞[.

1. (a) Par dé�nition, la dérivée de F est la fon
tion f dont on a déjà étudié le signe plus haut.

La fon
tion F est don
 stri
tement dé
roissante sur [1, e2], et stri
tement 
roissante sur

]0, 1[ et sur ]e2,+∞[.

(b) On sait que le 
oe�
ient dire
teur d'une tangente est donnée par la valeur prise par

la dérivée de la fon
tion au point 
orrespondant. Or, f(1) = f(e2) = 0 (
al
uls déjà

e�e
tués plus haut). Les deux tangentes 
orrespondantes sont don
 parallèles et surtout

horizontales.

2. (a) E�e
tuons don
 une intégration par parties en posant v(t) = ln(t), don
 v′(t) =
1

t
;

et u′(t) = 1, pour lequel on pourra prendre u(t) = t. On obtient alors

∫

x

1

ln(t) dt =

[t ln(t)]x1 −
∫

x

1

1 dt = t ln(t) − t+ 1. Notons que la 
onstante 1 est 
omplètement inutile,

on se 
ontentera 
omme primitive de ln de prendre la fon
tion t 7→ t ln(t)− t.

(b) Il s'agit tout bêtement de développer l'expression donnée au début du problème, un 
al
ul

que même un élève de Maternelle Petite Se
tion Infantile (parfois aussi appelée MPSI)

serait 
apable d'e�e
tuer sans di�
ulté.

(
) Il su�t de � primitiver � terme à terme l'expression obtenue à la question pré
édente.

Pour le mor
eau ln(x), on réutilise simplement la question d'avant, pour 
elui en

ln(x)

x
,

on se rend 
ompte qu'il s'agit d'une expression de la forme u′u, ave
 u(x) = ln(x), qui

admet don
 une primitive de la forme

1

2
u2, soit i
i

1

2
ln2(x). Le reste est fa
ile, on trouve

(à une 
onstante près), F (x) = x ln(x) − x − 1

2
ln(x)2 + 2 ln(x) − 2x + k, ave
 k ∈ R. Si
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on souhaite que notre primitive s'annule en x = 1, il faut imposer k = 3, soit F (x) =

x ln(x)− 1

2
ln2(x) + 2 ln(x)− 3x+ 3.

3. (a) Je ne vois vraiment pas 
e qu'on peut montrer i
i, puisque le résultat de l'énon
é est

un des 
as 
lassiques de 
roissan
e 
omparée, qui ne se démontrent pas de façon évi-

dente. Contentons-nous de 
onstater que F (x) = x ln(x) + ln(x)

(

2− 1

2
ln(x)

)

+ 3 − 3x,

et qu'il n'y a plus de forme indéterminée pour le 
al
ule de limite : lim
x→0

x ln(x) = 0 ;

lim
x→0

ln(x)

(

2− 1

2
ln(x)

)

= −∞ et lim
x→0

3− 3x = 3, don
 lim
x→0

F (x) = −∞.

(b) En
ore une fois, le premier 
al
ul est évident, il su�t de fa
toriser l'expression que nous

avons obtenue pour F (x), à l'ex
eption de la 
onstante 3, par x ln(x), et on a tout de suite

F (x) = x ln(x)

(

1− 3

ln(x)
− 1

2

ln(x)

x
+

2

x

)

+ 3. Un autre résultat de 
roissan
e 
omparée


lassique stipule que lim
x→+∞

ln(x)

x
= 0, don
 lim

x→+∞
1− ln(x)

2x
+

2

x
− 3

ln(x)
= 1, et la limite

demandée en dé
oule fa
ilement (plus de forme indéterminée) : lim
x→+∞

F (x) = +∞.

(
) Il n'y a qu'à 
al
uler les valeurs extrêmales pour 
ompléter le tableau : F (1) = 3− 3 = 0

(
e qui est bien sûr normal puisque par dé�nition F s'annule en 1), et F (e2) = 2e2 − 4

2
+

2× 2− 3e2 + 3 = 5− e2.

x 0 1 e2 +∞

F

−∞
✟✯✟✟

0
❍❍❍❥5− e2

�✒
�

�

+∞

(d) Une allure des deux 
ourbes (la 
ourbe C en bleu 
omme pré
édemment, et la 
ourbe (Γ)
en rouge) :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

4. Il s'agit en fait simplement de 
al
uler

∫

e
2

1

f(t) dt = [F (t)]e
2

1 = F (e2) = 5 − e2. Attention

tout de même, l'unité donnée pour le repère étant de 2 
m, il reste à multiplier 
ette aire par

4 pour la 
onvertir en 
m

2
, l'aire demandée valant don
 20− 4e2 
m

2
.
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