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1. Il faut simplement i
i faire attention à mener su�samment loin le 
al
ul de développement

limité du numérateur pour pouvoir 
on
lure 
orre
tement : sin2(x) =

(

x−
x3

6
+ o(x4)

)2

=

x2 −
x4

3
+ o(x4), don
 x2 − sin2(x) =

1

3
x4 + o(x4) et

x2 − sin2(x)

x3
=

1

3
x+ o(x), 
e qui su�t

bien sûr à prouver que lim
x→0

x2 − sin2(x)

x3
= 0.

2. Soit on est très observateur et on remarque immédiatement une 
ombinaison linéaire reliant

les trois polyn�mes de la famille, soit non et on revient aux dé�nitions. Véri�ons si la famille

est libre (
e qui est équivalent au fait qu'il s'agisse d'une base puisque 
'est une famille de

trois éléments dans un espa
e ve
toriel de dimension 3) en partant de la 
ondition a(X2 −
X +2) + b(3X2 − 2X +4) + c(2X2 − 3X +6) = 0. En regroupant les termes de même degré,


ette 
ondition est équivalente au système







a + 3b + 2c = 0
−a − 2b − 3c = 0
2a + 4b + 6c = 0

. Les deux dernières

lignes du système sont identiques (à un fa
teur −2 près) don
 le système ne peut pas être

un système de Cramer et la famille n'est pas libre. Résolvons quand même le système en ne

gardant que les deux premières équations : a = −3b− 2c = −2b− 3c, don
 c− b = 0 et c = b,


e qui implique a = −5b. Autrement dit, le triplet (−5, 1, 1) est une solution non triviale du

système. Ce
i implique que, par exemple, 2X2 − 3X +6 = 5(X2 −X +2)− (3X2 − 2X +4).

Une fois supprimé le troisième ve
teur de la famille initiale, la famille (X2−X+2, 3X2−2X+4)
est libre (les deux polyn�mes restants ne sont pas proportionnels). On peut don
 la 
ompléter

en une base de R2[X] en lui ajoutant un élément (puisqu'une base de 
et espa
e est for
ément


onstituée de trois ve
teurs) 
hoisi par exemple dans la base 
anonique (1,X,X2). Regardons
se la famille (X2−X+2, 3X2−2X+4, 1) est une famille libre, en résolvant de façon similaire

à 
e qu'on a fait plus haut le système







a + 3b = 0
−a − 2b = 0
2a + 4b + c = 0

. Les deux premières

équations impliquent a = −3b = −2b, don
 a = b = 0 et alors on a c = 0 don
 la famille est

libre. Étant 
onstituée de trois éléments dans un espa
e ve
toriel de dimension 3, 
'est une

base de R2[X], qu'on notera B pour la �n de l'exer
i
e.

Pour déterminer les 
oordonnées de X2 − 1 dans la base B, on 
her
he trois réels a, b et c,

tels que X2 − 1 = a(X2 − X + 2) + b(3X2 − 2X + 4) + c, 
e qui revient en
ore une fois à

résoudre un petit système (très similaire au pré
édent) :







a + 3b = 1
−a − 2b = 0
2a + 4b + c = −1

. La

deuxième équation donne a = −2b, et quand on reporte 
ette 
ondition dans la première on

a −2b + 3b = 1, don
 b = 1 et a = −2. Il ne reste plus qu'à exploiter la dernière équation :

c = −1− 2a− 4b = −1. Con
lusion : X2 − 1 = (−2, 1,−1)B .

3. Pour obtenir toutes les information né
essaires, il faudra e�e
tuer un developpement limité

de f (au moins) à l'ordre 2 en 0, 
e qui né
essite si on anti
ipe un peu de 
al
uler initialement
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un developpement limité à l'ordre 3 du dénominateur. En e�et, ex− e−x = 1+x+
x2

2
+

x3

6
−

1+x−
x2

2
+

x3

6
+ o(x3) = 2x+

x3

3
+ o(x3), don
 f(x) =

x2

ex − e−x
=

x

2
×

1

1 + x
2

6
+ o(x2)

. On

peut poser u =
x2

6
+ o(x3), variable qui va tendre vers 0 quand x tend vers 0, et on obtiendra

alors f(x) =
x

2

(

1−
x2

6
+ o(x2)

)

=
x

2
−

x3

12
+ o(x3). Ce développement limité de f permet

d'a�rmer :

• lim
x→0

f(x) = 0, don
 f est prolongeable par 
ontinuité en 0.

• f(x) =
x→0

1

2
x+ o(x), la présen
e de développement limité à l'ordre 1 prouve que le prolon-

gement de f est dérivable en 0 et que f ′(0) =
1

2
. Si on préfère, la 
ourbe aura au point de

prolongement une tangente d'équation y =
x

2
.

• f(x) −
x

2
∼

x→0

−
x3

12
, 
e qui prouve que f(x) −

x

2
est négatif au voisinage � droit � de 0,

et positif au voisinage � gau
he � de 0. La tangente traverse la 
ourbe en 0, on a à 
et

endroit un point d'in�exion.

0 1−1

0

4. (a) Puisqu'on a quatre in
onnues et seulement deux équations, le mieux qu'on puisse faire est

d'exprimer deux des in
onnues en fon
tion des deux autres, par exemple t = −y − 2z,
puis x = −y − z − t = z, don
 F = {(x, y, x,−y − 2x) | (x, y) ∈ R

2}, soit F =
Vect((1, 0, 1,−2); (0, 1, 0,−1)). En parti
ulier F est un sous-espa
e ve
toriel de dimen-

sion 2 de R
4
, et ((1, 0, 1,−2); (0, 1, 0,−1)) en est une base (les deux ve
teurs ne sont pas

proportionnels don
 la famille est libre).

(b) Soit u = (x, y, z, t) ∈ F ∩G, alors, 
omme u appartient à G, u = a(1, 1, 1, 1)+b(1, 0, 1, 0) =
(a+b, a, a+b, a). Si on veut en plus que u appartienne à F , il doit véri�er les deux équations

dé�nissant F , soit a + b + a + a + b + a = a + 2a + 2b + a = 0, 
e qui donne dans les

deux 
as 4a + 2b = 0, soit b = −2a. Autrement dit u = a(1, 1, 1, 1) − 2a(1, 0, 1, 0) =
a(−1, 1,−1, 1), et F ∩ G = Vect((−1, 1,−1, 1)). Cet unique ve
teur forme bien sûr une

base de F ∩ G, qui est don
 de dimension 1. La formule de Grassmann permet alors

d'a�rmer que dim(F +G) = dim(F ) + dim(G)− dim(F ∩G) = 2+ 2− 1 = 3. Comme le

premier ve
teur 
onstituant notre base de G, le ve
teur (1, 1, 1, 1), n'appartient pas à F (il

ne véri�e au
une des deux équations dé�nissant F , il ne peut s'é
rire 
omme 
ombinaison

linéaire des deux ve
teurs 
onstituant la bse que nous avons obtenue de F , et la famille
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((1, 0, 1,−2); (0, 1, 0,−1), (1, 1, 1, 1)) est don
 une famille libre 
onstituée de trois ve
teurs

de F +G. Comme 
et espa
e est de dimension 3, 
ette famille est né
essairement une base

de F +G.

Les deux sous-espa
es ne sont bien entendu pas supplémentaires, leur interse
tion n'est

pas réduite à {0} et leur somme n'est pas égale à R
4
tout entier.

(
) Les deux sous-espa
es F et H sont de dimension 2. De plus, si u = (x, y, z, t) ∈ H, alors

u = a(1, 1, 1, 1) + b(1, 1, 0, 0) = (a + b, a + b, a, a). Si u appartient également à F , il doit

don
 véri�er a+ b+ a+ b+ a+ a = a+ b+ 2a+ a = 0, soit 4a+ 2b = 4a+ b = 0, 
e qui

implique b = 0 puis a = 0. Autrement dit F ∩H = {0}, 
e qui 
ombiné à la remarque que

dim(F )+dim(H) = 2+2 = 4, su�t à a�rmer que H et F sont supplémentaires dans R
4
.

(d) Il y avait une erreur d'énon
é manifeste que vous aviez tout remarquée, le ve
teur f doit

appartenir à F et pas à G. On 
her
he don
 h = (a+ b, a+ b, a, a) et f = c(1, 0, 1,−2) +
d(0, 1, 0,−1) = (c, d, c,−2c − d) tels que f + h = (1, 2, 3, 4), 
e qui revient à résoudre

le système















a + b + c = 1
a + b + d = 2
a + c = 3
a − 2c − d = 4

. En soustrayant la troisième équation à la

première, on a immédiatement b = −2. On en déduit a+c = 3, soit c = 3−a ; et a+d = 4,
soit d = 4− a. On rempla
e tout dans la dernière équation : a− 6 + 2a − 4 + a = 4, soit

4a = 14, don
 a =
7

2
, puis c = −

1

2
et d =

1

2
. On en déduit don
 que h =

(

3

2
,
3

2
,
7

2
,
7

2

)

et

f =

(

−
1

2
,
1

2
,−

1

2
,
1

2

)

.
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