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Exercice 1

1
1. Tl suffit de signaler que la terme général de cette série est équivalent & —;, terme général d’une
n?

série de Riemann convergente, pour en déduire la convergence de la série, qu’on notera (Sy,)
pour la suite de I’exercice.

2. Commencons par factoriser le dénominateur : n3 +n? — 2n = n(n? + n — 2). Le facteur dans
la parenthése a pour racine évidente 1 et pour deuxiéme racine —2, on peut donc l’écrire

sous la forme n(n — 1)(n + 2) et décomposer notre terme général de la fagon suivante :

n+1 a c X )
—_— =—+ 4+ ——, avec a, b et ¢ trois constantes réelles.
n+n2—-2n n n—1 n+2

On peut utiliser les astuces habituelles pour calculer les constantes : en multipliant par n

btient n+1 n bn n cn
on obtient —— =a¢+ —— + ——
n2+4+n—2 n—1 n+2’

a=-3 De méme en multipliant par n — 1 et en posant n =1, on a b =

il ne reste plus qu’a poser n = 0 pour trouver
2 2

Ix(1+2) 3’
-1 1
et en multipliant par n 4+ 2 avant de poser n = —2, on aura ¢ = =——.0n

(—2)x(—2-1) 6
n+1 2 1 1

td 1 _ ot
peu onc conclure que n3 i n2 “on 3<n — 1) on 6(7’], T 2)

3. 1l faut démarrer le calcul de somme & n = 2 puisque le terme général n’est pas défini pour

n = 0et n = 1. On va ensuite effectuer un télescopage sur le calcul de la somme partielle :
n n+2

2 1 2 1 1
Sp = e — o — —. Comme -~ — - — ~ =0,t
n ;S(k—l) 2%k k+2 Z3k Z% Z OMmEg Ty T T oW
les termes correspondant aux indices comprls entre k= 4 et k =mn —1 (inclus) se simplifient,
¢ il vest 4 meme S 2 n 1 n 2 1 1 1 1 1 1
et il reste quand méme = -4+ -+ - - = - — — - =
4 "T37379°4 6 2m 6n 6(ntl) 6(n+2)
24+1248-9-6 2 1 1
riet - — — — . Les termes dépendant de n ont tous une
36 3n 6(n+1) 6(n+2)
limite nulle quand n tend vers 400, ce qui prouve & nouveau la convergence de la série, et on
+oo
n+1 29
a Z 31 2 ~ 35
—nt+nt = 2n 36

Exercice 2

1. (a) On tirera la premiére boule noire au plus tard a avant-dernier tirage, donc X () =
(1,2,...,N —1}.

(b) On dispose donc initialement de deux boules noires et deux blanches dans l'urne. On

2 1 2 1
a bien sir P(X = 1) = 1- 3 puis P(X = 2) = e % =3 (il faut d’abord tirer
une boule blanche, puis tirer une boule noire dans une urne qui ne contient plus que deux

boules noires et une boule blanche). Enfin, soit on passe au complémentaire, soit on calcule



(f)

2 1 1
directement P(X = 3) = 153=% (on tire deux boules blanches aux deux premiers

tirages, et on est siir de tirer une boule noire au troisiéme puisqu’il ne reste que des boules
noires dans l'urne). Résumons tout cela dans un superbe tableau :

k 11213
Px=k|1]%]2

Aucune loi usuelle en vue, on calcule 'espérance a la main (ce qui ne va pas beaucou
)

nous fatiguer avec trois valeurs) : B(X) = -+ 3 + 5= 3 On va ensuite appliquer comme
toujours la formule de Kénig-Huygens pour le calcul de variance, et donc commencer par

1 4 9 10 10 25 5
calculer E(X?) = st3te = 3 On en déduit V(X) = E(X?)—(E(X))? = 379 "o

On va bien siir procéder de fagon similaire & la question précédente. On a cette fois-ci
initialement trois boules blanches et deux boules noires dans 'urne. On calcule successi-

vement P(X =1) = = puis P(X =2) = X110 (on tire une boule blanche, puis
une noire dans une urne contenant deux blanches et deux noires) et de méme P(X = 3) =
3 2 2 1 3 2 1
EX 173 : 5 Enfin, on aura P(X =4) = EX 1310 Allez, un petit tableau ne
peut pas faire de mal :
k 1121314
PX =k [F]45 5]
. 2 6 3 4
La encore on calcule tout a la main : E(X) = 5 + 10 + 5 + 0= 2 (chouette, une valeur
2 12 9 16

simple!), puis E(X?) = = + 10 + E + 0= 5 (encore une valeur triviale!), et enfin,

toujours grace a la formule de Kénig-Huygens, V(X) =5 —4 = 1.
Le calcul n’est pas plus difficile que dans les cas particuliers traités ci-dessus : P(X = 1) =

N puisqu’il y a deux boules noires dans I'urne, qui contient par ailleurs N boules au total.

N -2 2
Et si on doit tirer une boule blanche puis une boule noire, P(X = 2) = N XN 1=
2(N —-2)
N(N -1)

Remarquons déja que la formule fonctionne lorsque k£ = 1 (un facteur N — 1 se simplifie
alors entre le numérateur et le dénominateur) et k = 1. Plus généralement, pour réaliser
I’événement X = k, il faut tirer des boules blanches aux k — 1 premiers tirages, puis une
N—-2 N-3 N—k 2
X X e X X

N N-—-1 N—-k+2 N-k+1
(il faut simplement faire attention aux dénominateurs des deux derniers termes, il reste
N — k + 1 boules dans 'urne quand on effectue le tirage numéro k, puisqu’on a déja
tiré k — 1 boules). Le facteur du 2 du dernier numérateur ne se simplifie pas, ainsi que
le dernier facteur N — k qui le précéde. Au dénominateur, les deux premiers facteurs N

noire au k-éme tirage, soit P(X = k) =

2(N — k
et N — 1 restent, ce qui donne bien P(X = k) = N<(N1)) Pour le plaisir (ce n’était
pas demandé dans Iénonceé), vérifions que la somme de ces probabilités est bien égale
N-1 N-1
2(N — k) 2 2 (N-1)N
a1l = N-k=——7—|(N-1)N——"— | =
4 ;N(N—l) N(N—l)kzl NN —1) <( ) 2
2 N —-1)N
NN =1) X ( 5 ) = 1. Tout va bien.
N—1 9 N—1
Il s’agit cette fois de calculer E(X) = ExP(X=k) = ——— EN — k* =
k=1 NN -1) =



. Cette valeur

2 N2?(N—-1) (N—-1)N(2N —1) _ Ny 2N-1 N+
N(N —1) < 2 6 B 33
est cohérente avec les deux cas particuliers traités plus haut. On peut pipoter que cette
valeur est plus ou moins logique si on se convainc intuitivement qu’avec deux boules noires
dans l'urne, on devrait tirer la premiére boule noire « & peu prés au tiers » des tirages,
et la deuxiéme « & peu prés aux deux tiers ». Mais il semble bien difficile de faire un
raisonnement plus rigoureux.

L’expérience va s'arréter naturellement dés qu’on tire une boule noire (puisqu’on sera
alors certain d’avoir tiré dans l'urne Us), ce qui peut se produire a n’importe quel tirage.
Naturellement, si on tire dans 'urne Uy, on ne le saura pas avant le dernier tirage (puisqu’il
est toujours possible que la derniére boule restant dans ['urne soit noire et qu’on ait donc
prises sont Y () = {1,...,N}.

Pour que Y prenne une valeur différente de N, il faut déja choisir I'urne Uy (une chance
sur deux), puis tirer la boule noire au tirage numéro k. Une fois choisie 'urne Uy, le rang
de tirage de la boule noire suit une loi uniforme sur l’ensemble de ses valeurs possibles
{1,2,...,N} (si ¢ca ne vous semble pas évident, rien n’empéche de recalculer toutes les
probabilités, mais ce n’est vraiment pas nécessaire, on peut considérer qu’on va continuer
les tirages jusqu’au bout méme apres avoir tiré la boule noire et dans ce cas, toutes les

1
positions possibles de la boule noire sont équiprobables). On a donc Py, (Y = k) = N (en
notant Us l'événement « on effectue les tirages dans 'urne Uy ») et, sik # N, P(Y = k) =

1 1
P(Us) x Py, (Y = k) = N Naturellement, on aura par contre P(Y = N) = oy T3

puisqu’il faut ajouter la probabilité de tirer dans I'urne U; (on peut écrire une formule des
probabilités totales si on veut vraiment étre ultra rigoureux).
— k N N_NN-1) N+1_N-1 N+1_

On calcule donc E(Y) = Z — 44 +
pt 2N 2N 2 4N 2 4 2

3N +1

. Ce résultat est relativement logique : on a une chance sur deux d’avoir de toute

facon Y = N, et une chance sur deux que Y soit réparti uniformément entre 1 et IV, donc

avec une moyenne légérement supérieure a 5 ce qui donne globalement une moyenne un

peu au-dessus de e

Les seules possibilités sont celles oti on a tiré deux boules noires lors des quatre premiers
tirages (on peut évidemment arréter 'expérience quand on tire la deuxiéme boule noire,
on est alors sir d’avoir tiré dans 'urne Us). Tant qu’on tire des boules blanches, on est
bien stir obligés de continuer puisqu’on ne sait pas si on a tiré dans U; ou Uy (ou méme
Us tant qu’on n’a pas atteint le quatriéme tirage). Si on a tiré une seule boule noire, on a
encore la possibilité (jusqu’au dernier tirage) d’avoir tiré dans Uy ou Us.

On déduit du raisonnement de la question précédente que Z(Q2) = {2,3,4,5} (on ne peut

évidemment pas tirer deux boules noires avant le deuxiéme tirage). De plus, P(Z = 2) =

1 2 1 1
3 X 3 X = 30 (il faut choisir ['urne U3 puis tirer dedans les deux boules noires lors des
deux premiers tirages). Le calcul est un peu plus compliqué ensuite : pour Z = 3, il faut

choisir Us, puis tirer lors des trois premiers tirages soit noire, blanche, noire, soit blanche,

1 2 3 1 3 2 1 1
noire, noire, ce qui donne P(Z = 3) = 3 X £ X 1 X 3 + 5 X 1 X 3)= % On constate

que les deux tirages convenables sont en fait équiprobables. Pour le calcul de P(Z = 4)
(qui nécessite & nouveau de tirer dans 'urne Us), on a maintenant trois possibilités (noire,

blanche, blanche, noire ; blanche, noire, blanche, noire ou blanche, blanche, noire, noire) qui

1 2 3 2 1 1
seront a nouveau équiprobables, et on calcule donc P(Z = 4) = 3 X 3 X = X 1 X 3 X =10



Enfin, on va cette fois-ci calculer la derniére probabilité en passant au complémentaire :

1 1 1 1 4
PZ=5))=1———— — — =1— - = —. Résumons tout dans un petit tableau :
30 15 10 5 5

4
T
10

~

x

>

Il

=

N—
S
Sl @

2 4 20 1 1 2
Il 1 "4 calculer 'espé E(X)=— =44 44=
ne reste 1p4us qu’a calculer l’espérance : E(X) = 30 +— 15 + = 10 + T + 5 + - +

4+ 3= 15 Sans grande surprise, cette espérance est proche de 5, il y a trés peu de
chances qu’on sache dans quelle urne on a tiré avant de tirer la derniére boule.

Exercice 3

1.

. Supposons pour commencer z > 0, et écrivons alors que, pour ¢ € [0, z],

La somme ZZ;&(—l)ktk est une somme géométrique de raison —t, on sait la calculer, elle est
1—(—» 1 (="
1—(—t) 1+t 1+t

égale & . C’est exactement ’égalité demandée par I’énoncé.

T

. 1
. On intégre l'égalité précédente entre 0 et z. A gauche, on trouve donc —— dt =

1+t
X 0
In(1+1¢)]§ =In(1+ ). A droite I'intégrale du premier morceau est présente dans la formule,
:cn L . n-1 (_1)ktk+1 Ton-l (_1)kxk+1
d leuler, il " ek gt — [GeEDAUARISE I o Gt A
onc rien a calculer, il ne res eque/ ( ) kz_o E 1 E 1

klk

M:

~———— quitte & décaler les indices. C’est encore une fois exactement la formule de-

m ndee

(0™t
T+t | 1+t

t™. 11 suffit alors d’intégrer et d’utiliser une propriété du cours sur les intégrales de valeurs
T (_1)ntn T l,nJrl n+1

/dt </t"dt: . Comme lim =0
o 1+t 0 n+1 n—+oom + 1

si z << 1, on aura dans ce cas une limite nulle pour notre intégrale. Dans le cas ou x < 0,
t]"

absolues pour affirmer que

avant de conclure de

on doit majorer le contenu de 'intégrale (en valeur absolue) par 1

la méme facon (le dénominateur 1+ x tend certes vers 0 quand z se rapproche de —1, mais
il a une valeur constante fixée pour tout x dans l'intervalle | — 1,0[ qui suffit a prouver la
convergence vers 0 de l'intégrale).
On en déduit immédiatement en exploitant le résultat de la question précédente que lirf In(1+
n—-+0oo
n k—171.n n—1,.n
1 —1 T
x) — Z ()k’ = 0, ce qui signifie exactement que la série de terme général %
n
k=1

converge et a pour somme In(1 + ).

. En appliquant le résultat de la question précédente pour x = 1, on a tout de suite In(2) =

+oo( 1)k’ 1 1
Z Y Si on applique ce méme résultat pour x = ) (qui appartient bien a U'intervalle
k=1
) S ED R
autorisé), on a cette fois In <2> = Z% = Z—m Or, on sait bien que

k=1

1
In (2) = —1In(2), ce qui donne bien ’égalité In(2 Z k2k’

. C’est essentiellement une question de cours puisque l’exemple est traité dans le cours que je

vous ai envoyé (en tout cas I'adjacence des deux suites). Je me recopie donc : posons v, = Say,



(_1)2n+1 N (_1)271 B
n+2  2n+4+1

et wy, = Sop41. La suite (vy,) est croissante : vp41 — vy = Sopp2 —Sop =

1 1
T2 + 1 > 0. De méme, (w,) est décroissante : wyp+1 — wyp = Sont+3 — Sont1 =
n n
-1 2n+4-2 -1 2n+1 1 1
(2n)+ 3 (Qn)Jr% =5, T3 2 < 0. Comme de plus, leur différence w, — v, =
_1)2n
Sont1—Sop = (2n _i ] tend vers 0, les deux suites sont adjacentes, on sait déja que leur limite

commune est égale & In(2). D’aprés la monotonie des deux suites, on aura pour tout entier
naturel n pair, S, < In(2) < S,4+1, et pour tout entier naturel impair, S,11 < In(2) < S,.

(=" 1
Dans t 1 In(2) — S,| <|S S| = = .
ans tous les cas, |In(2) — Sy| < [Sp+1 — Sl = e e
6. Il suffit de choisi ti tel L 1 |1()S\<1
. Il'su e choisir un entier ng tel que uisqu’on aura alors | In(2 —, ce
0erd ng + 1 BT R "0’

qui revient exactement a dire que Sy, est une valeur approchée de In(2) & 0,1 prés. La valeur
ng = 9 convient manifestement. De méme la valeur ny = §9 pour laquelle =103

ny+1
donnera une valeur approchée a 1073 prés.

7. (a) La positivité de R, est évidente. Pour obtenir la majoration demandée, il suffit d’écrire que

vk > n+1, —. Comme — est le terme général d’une série géométrique convergente,

Rk S 2k
leul T r B 1 .
on peut calculer Z 27—22n+1+k—2n+122k—2n+1 i—ﬁ.LaserleRn
k=n+1 k=0 2

: : 1 e
étant majorée par une série convergeant vers on elle a elleeméme une somme inférieure

1
a on” ce qui achéve la question. Remarquons en passant qu’on a effectué une majoration
fort brutale de la série (mais obligatoire, on ne sait pas calculer R, ), la somme de cette

série est probablement en pratique nettement inférieure a —.

2TL
+oo 1
(b) Par définition, comme Z ok = In(2), I’écart entre In(2) et la somme partielle de la
k=1

1
série vaut exactement R, et il est donc inférieur ou égal a on Il suffit donc de choisir

. . 1 . .
un entier mo vérifiant o < 0,1 pour répondre a la question. Pas besoin d’étre trés

fort en calcul pour constater que ny = 4 suffira. L’approximation correspondante est
1 1 9%6+24+8+3 131
Z k;2’f = 5 + = g + — —|— o1 i 19; + = 102" Pour information, cette valeur est

environ égale a 0.683, ce qui est une valeur approchée éloignée de In(2) d’a peine plus que
0,01. Tout cela confirme que nos estimations sont assez grossiéres, en fait la série converge
encore plus vite que ce qu’on a réussi a prouver.

1
(c) C’est bien siur le méme principe, on veut cette fois 5 < 1073, ce qui est le cas pour

n3 = 10. La deuxiéme série converge nettement plus vite que la premiére. Pour les curieux,
la somme partielle correspondant a n3 = 10 vaut environ 0, 693065, soit un écart avec In(2)
inférieur a 1074

Exercice 4

1. Il y a quatre faces sur chaque dé donc une chance sur quatre que les deux dés tombent sur la
méme face (si on veut étre précis, 'univers de ’expérience consistant a lancer simultanément



les deux dés a pour cardinal 42 = 16, et on a quatre résultats favorables : (1,1), (2,2), (3,3)
t (4,4)).
. La variable X; prend d’aprés ’énoncé les trois valeurs —2, 1 et 3. Le calcul qu’on vient de

faire prouve que P(X; =3) = 7 Les deux probabilités restantes sont égales (les deux dés se

3
comportant de la méme facon!), donc P(X; =1) = P(X; = —2) = 3 Allez, un dernier petit

tableau de loi pour la route :

v
—~
la
I
Sy
S~—
o1y
oley
L N

6 3 3
On calcule sans probléeme FE(X;) = ~3 + 3 + 1°-3 (je veux bien jouer a ce jeu avec vous),
12 3 9

3
puis F (XIQ) = — 4+ + - —. Une petite application de la formule de Konig-Huygens

8 '8
33 9 255
donne alors V(X1) = 3 w61 Oui, ce résultat grotesque n’a pas le moindre intérét.
. La variable Y; représente le gain total aprés deux parties. 1l peut s’élever & —4 euros (deux fois
—2 euros); —1 euro (—2 euros a la premiére partie, 1 euro a la deuxiéme, ou le contraire) ; 1
euros (—2 euros et 3 euros) ; 2 euros (deux fois 1 euro) ; 4 euros (1 euro et 3 euros) ; et enfin 6

euros pour les joueurs trés chanceux (deux fois trois euros). Toutes ces probabilités se calculent

3 3 9
trés facilement & partir des résultats de la question 2, par exemple P(Y; = —4) = 3 X 3T w ;
3 1 3
PYa=1)=2x 3X1-16 etc. Ah ben en fait on va encore faire un tableau :

k 41 =11
PYa=k | & | & |5

Pl 1o
S
S o

Ce n’est pas le calcul d’espérance le plus sympathique, mais on doit obtenir un résultat

9 3 18 12 6
hé lui 1 ' isuit - B(Ys) = -0 — = 4+ = _
cohérent avec celui de la question qui suit (Ya) 61 32 + 16 + ol + 16 + 16
9 9 3 9 3 3 3 3 3

3
—E—E+T6+372+4+§:—§+1+§:Z Cest Cohérent, tout va bien.

i

. De fagon évidente, Y; = Z X}, (c’est sa définition). Toutes les variables X; ayant la méme es-

k=1
pérance, la linéarité de I'espérance permet alors de calculer directement E(Y; Z E(Xy)
3i
g

3i 80
. On doit donc avoir R > 10, soit ¢ > 3 Le joueur doit donc jouer au moins 27 parties.

. Pour gagner au moins 10 euros en seulement 5 parties, notre joueur doit étre particuliérement
chanceux : soit il a gagné 3 euros a chacune des cing parties (pour un gain total de 15 euros),
soit il a gagné 3 euros & 4 parties et gagné un euro ou perdu 2 euros a la derniére partie (pour
un total de 13 ou de 10 euros selon le résultat de la cinquiéme partie) ; soit enfin il a gagné 3

euros 4 trois parties et 1 euro aux deux parties restantes. La premiére possibilité se produit

1 1 3 15
avec une probabilité 5= 1od) ; la deuxiéme avec une probabilité 5 x a X 1= Tou (i

ne faut pas oublier de choisir quelle partie sur les cing va donner un résultat différent sur les

5\ 1 (3\* 45
deux dés) ; la derniére possibilité avec une probabilité <2> X B X <8> = 5018 Au total,

on a donc une probabilité de ce qui n’est pas bien lourd !

2 048’



