
Devoir Surveillé n

o

3 : orrigé

PTSI B Lyée Ei�el

23 novembre 2019

Exerie 1

1. Il s'agit d'une équation di�érentielle d'ordre 2 à oe�ients onstants érivons don son équa-

tion aratéristique r2+ r− 2 = 0. Cette équation a pour disriminant ∆ = 1+8 = 9 et pour

raines (réelles) r1 =
−1− 3

2
= −2 et r2 =

−1 + 3

2
= 1, les solutions de l'équation homogène

assoiée à (E1) sont don les fontions de la forme yh : x 7→ Ae−2x +Bex, ave (A,B) ∈ R
2
.

Commes le seond membre est un polyn�me de degré 1multiplié par une exponentielle solution

de l'équation homogène, nous allons herher une solution partiulière de (E1) sous la forme

yp(x) = (ax2+bx+c)ex. On alule y′p(x) = (2ax+b)ex+(ax2+bx+c)ex = (ax2+(2a+b)x+b+
c)ex, puis y′′p(x) = (2ax+2a+b)ex+(ax2+(2a+b)x+b+c)ex = (ax2+(4a+b)x+2a+2b+c)ex .
En simpli�ant tout par ex (qui ne s'annule de toute façon jamais), yp est don solution de

(E1) si ax
2+(4a+ b)x+2a+2b+ c+ ax2+(2a+ b)x+ b+ c− 2ax2 − 2bx− 2c = 2x− 1, soit

6ax+2a+3b = 2x− 1. Une identi�ation donne immédiatement a =
1

3
et 2a+3b = −1, soit

b = −1

3
− 2

3
a = −5

9
. La solution partiulière reherhée (on peut prendre c = 0) est don la

fontion yp : x 7→
(

1

3
x2 − 5

9
x

)

ex, et les solutions de l'équation (E1) sont toutes les fontions

de la forme y : x 7→ Ae−2x +

(

1

3
x2 − 5

9
x+B

)

ex, ave (A,B) ∈ R
2
.

Les ondition initiales données devraient imposer une solution unique. La première ondition

y(0) = 2 impose A + B = 2, et on dérive pour pouvoir exploitrer la deuxième ondition :

y′(x) = −2Ae−2x +

(

1

3
x2 − 5

9
x+B +

2

3
x− 5

9

)

ex, don y′(0) = −2A + B − 5

9
=

4

9
, e qui

revient à dire que −2A + B = 1. En soustrayant les deux onditions obtenues, on trouvé

immédiatement 3A = 1, don A =
1

3
, puis B = 2 − A =

5

3
. L'unique solution herhée est

don la fontion y : x 7→ 1

3
e−2x +

(

1

3
x2 − 5

9
x+

5

3

)

ex.

2. Il s'agit d'intégrer une fration rationnelle, on utilise don la méthode habituelle :

• fatorisation du dénominateur : le trin�me 2x2−3x−2 a pour disriminant ∆ = 9+16 = 25

et admet pour raines x1 =
3− 5

4
= −1

2
et x2 =

3 + 5

4
= 2. On n'oublie pas le oe�ient

dominant égal à 2 quand on fatorise : 2x2 − 3x− 2 = (2x+ 1)(x − 2).
• déomposition en éléments simples : on herher deux onstantes réelles a et b telles que

5x

2x2 − 3x− 2
=

a

2x+ 1
+

b

x− 2
, par exemple par identi�ation (on peut bien sûr aussi utili-

ser les méthodes plus astuieuses vues en ours) :

a

2x+ 1
+

b

x− 2
=

a(x− 2) + b(2x+ 1)

(2x+ 1)(x− 2)
=

(a+ 2b)x+ b− 2a

2x2 − 3x− 2
. Par identi�ation des oe�ients du numérateur, on doit don avoir

a + 2b = 5 et b − 2a = 0, soit b = 2a et a = 1, don b = 2. Finalement

5x

2x2 − 3x− 2
=

1



1

2x+ 1
+

2

x− 2
.

• alul de l'intégrale : I =

∫ 1

0

1

2x+ 1
+

2

x− 2
dx =

[

1

2
ln(2x+ 1) + 2 ln(2− x)

]1

0

=

1

2
ln(3)− 2 ln(2).

3. E�etuer le hangement de variable t = ln(x) (ou x = et) revient à poser y(x) = z(t) =

z(ln(x)). On dérivé deux fois ette égalité par rapport à la variable x : y′(x) =
1

x
z′(ln(x)),

puis y′′(x) = − 1

x2
z′(ln(x))+

1

x2
z′′(ln(x)). On peut maintenant tout remplaer dans l'équation

(E2) pour obtenir l'équation équivalente −z′(ln(x)) + z′′(ln(x)) − 2z′(ln(x)) + 2z(ln(x)) =
1

x
+ sin(ln(x)), soit z′′(t)− 3z′(t) + 2z(t) = e−t + sin(t).

Cette équation du seond ordre à oe�ients onstants admet pour équation aratéristique

r2 − 3r + 2 = 0, qui a pour disriminant ∆ = 9 − 8 = 1 et pour solutions r1 =
3− 1

2
= 1

et r2 =
3 + 1

2
= 2. Les solutions de l'équation homogène assoiée sont don de la forme

zh : t 7→ Ae2t +Bet, ave (A,B) ∈ R
2
.

En appliquant le prinipe de superposition herhons désormais une solution partiulière de

l'équation z′′ − 3z′ + 2z = e−t
sous la forme zp1(t) = Ke−t

. Un alul passablement trivial

montre que zp1 est solution si (K + 3K + 2K)e−t = e−t
, don si k =

1

6
. Autrement dit,

zp1(t) =
1

6
e−t

.

Cherhons maintenant une solution omplexe à l'équation z′′ − 3z′ + 2z = eit sous la forme

zc(t) = Leit (omme Im (eit) = sin(t) et que l'équation est linéaire, la partie imaginaire de

zc(t) fournira une solution partiulière de l'équation z′′ − 3z′ + 3z = sin(t)). La enore, un

alul trivial donne omme ondition (−L − 3iL + 2L)eit = eit, soit L =
1

1− 3i
=

1 + 3i

10
.

Autrement dit, zc(t) =
1 + 3i

10
eit, don Im (zc(t)) =

1

10
sin(t) +

3

10
cos(t).

Il ne reste plus qu'à reoller les moreaux : les solutions de l'équation équivalente à (E2) sont

les fontions z : t 7→ Ae−2t + Bet +
1

6
e−t +

1

10
sin(t) +

3

10
cos(t). On ahève en remontant le

hangement de variables : y(x) = z(ln(x)) = Ae−2 ln(x) +Beln(x) +
1

6
e− ln(x) +

1

10
sin(ln(x)) +

3

10
cos(ln(x)), soit y(x) =

A

x2
+Bx+

1

6x
+

1

10
sin(ln(x)) +

3

10
cos(ln(x)), ave (A,B) ∈ R

2
.

Exerie 2

1. On peut normaliser ette équation linéaire du premier ordre pour la mettre sous la forme

y′ − 2

x
y = 1. La fontion x 7→ −2

x
est dé�nie et ontinue sur I don y admet des primitives.

L'une d'elles étant x 7→ −2 ln(x), les solutions de l'équation homogène assoiée à l'équation

qu'on nous demande de résoudre sont de la forme yh : x 7→ Ke2 ln(x) = Kx2, ave K ∈ R.

Reste à trouver une solution partiulière de l'équation, qu'on va herher sous la forme yp : x 7→
K(x)x2 (méthode de variation de la onstante). On aura don y′p(x) = K ′(x)x2+2xK(x), et yp
sera solution de notre équation omplète si et seulement si K ′(x)x2 +2xK(x)− 2K(x)x = 1,

'est-à-dire si K ′(x) =
1

x2
. On peut don hoisir K(x) = −1

x
, e qui revient à dire que

yp(x) = −x. Toutes les solutions de l'équation omplète sont don les fontions de la forme

y : x 7→ Kx2 − x, ave K ∈ R.

Étudions le signe de es solutions sur l'intervalle ]0,+∞[ : siK 6 0, pas grand hose à signaler,

la fontion y est tout le temps négative (et en partiulier n'est pas toujours stritement positive

2



puisqu'elle ne l'est jamais !). SiK > 0, la fontion est ontinue et s'annule lorsqueKx2−x = 0,

don pour x =
1

K
(qui appartient bien à I puisqu'on a supposé K > 0). La fontion est alors

négative sur

]

0,
1

K

]

, et don pas non plus stritement positive sur I.

2. On utilise bien sûr la même méthode qu'à la question préédente : la normalisation donne ette

fois l'équation équivalente y′+
2

x
y = 1, et les solutions de l'équation homogène sont de la forme

yh : x 7→ Le−2 ln(x) =
L

x2
, ave L ∈ R. On herhe à nouveau une solution partiulière via

variation de la onstante : yp(x) =
L(x)

x2
, don y′p(x) =

x2L′(x)− 2xL(x)

x4
=

xL′(x)− 2L(x)

x3
,

et yp est solution de notre équation omplète si

xL′(x)− 2L(x)

x3
+

2L(x)

x3
= 1, soit

L′(x)

x2
= 1.

On doit don avoir L′(x) = x2, e qui sera le as en prenant par exemple L(x) =
x3

3
, e qui

donne yp(x) =
x

3
. Les solutions de l'équation omplète sont don les fontions de la forme

y : x 7→ L

x2
+

x

3
, ave L ∈ R.

Ces fontions sont toujours positives sur I si L > 0, et dans le as où L < 0, elles s'annulent
lorsque

3
√
−3L (nombre qui est bien positif) et sont positives après avoir passé ette valeur.

En partiulier, auune solution de l'équation n'est toujours stritement négative (une autre

façon de prouver les hoses est de onstater que toutes es solutions ont une limite égale à

+∞ quand x tend vers +∞, e qui est di�ilement possible pour une fontion stritement

négative).

3. (a) Puisque y0 est solution de l'équation (E), elle véri�e y′0 − 2

x
|y0| = 1, ou enore y′0 =

2

x
|y0|+1. Autrement dit, on a a toujours y′0 > 1 sur l'intervalle I, e qui su�t évidemment

à assurer la strite roissane de y0.

(b) Supposons don que y0 soit toujours de même signe sur l'intervalle I. Si elle est toujours

stritement positive sur I, alors on a toujours |y0| = y0, et y0 est don solution sur I

de l'équation xy′ − 2y = 1, tout en étant toujours stritement positive. C'est impossible

d'après la question 1. De même, si y0 était stritement négative sur tout l'intervalle I,

elle serait solution sur tout et intervalle de l'équation xy′ + 2y = 1 tout en étant stri-

tement négative, e qui est impossible d'après la question 2. La fontion y0 s'annule don

néessairement sur l'intervalle I.

() La fontion y0 étant stritement roissante et ontinue sur I, elle est bijetive de I vers

un intervalle ontenant 0 (puisque la question préédente a prouvé que y0 s'annulait né-

essairement sur I). L'équation y0(x) = 0 ne peut don avoir qu'une seule solution.

(d) La fontion y0 étant stritement roissante, elle sera négative sur l'intervalle ]0, x0[. Elle
est don solution sur et intervalle de l'équation xy′+2y = x, et don de la forme y0(x) =
L

x2
+

x

3
sur et intervalle (qui est inlus dans l'intervalle I). Comme elle doit par ailleurs

véri�er y0(x0) = 0, on doit avoir

L

x20
+

x0

3
= 0, soit L = −x30

3
(l'expression de la fontion

reste valable pour x = x0 par ontinuité de la fontion y0). Autrement dit, sur l'intervalle

]0, x0[, on aura y0(x) =
x

3
− x30
3x2

=
x3 − x30
3x2

. On proède de même sur l'intervalle ]x0,+∞[ :

la fontion y0 y est positive don solution de l'équation xy′ − 2y = x, et don de la forme

y0(x) = Kx2 − x. L'annulation de la fontion en x0 impose K =
1

x0
et donne don la

formule attendue y0(x) =
x2

x0
− x.

3



4. (a) Par dé�nition, y0(1) = 0, don en remplaçant x par 1 dans l'équation (E) on doit avoir

y′(1) = 1. On peut bien sûr aussi reprendre les deux expressions obtenues à la question

préédente : sur ]0, 1], on a y0(x) =
x3 − 1

3x2
, don y′0(x) =

9x4 − 6x(x3 − 1)

9x4
=

x3 + 2

3x3
,

dont on déduit que la dérivée à gauhe de la fontion y0 en 1 vaut 1 (attention, l'expression
n'étant valable que sur un intervalle dont 1 est la borne supérieure, on ne peut rien en

déduire pour l'instant sur e qui se passera à droite de 1, et don sur la dérivabilité de

y0 en 1). De même, sur [1,+∞[, y0(x) = x2 − x, don y′0(x) = 2x − 1, e qui donne une

dérivée à droite en 1 égale à 1. Les dérivées à gauhe et à droite de y0 en 1 étant égales,

la fontion y0 est bien dérivable en 1, et y′0(1) = 1.

(b) En utilisant les expressions rappelées à la question préédente, on alule sans auune

di�ulté lim
x→0

y0(x) = lim
x→0

x3 − 1

x2
= −∞ et lim

x→+∞
y0(x) = lim

x→+∞
x2 − x = +∞. De plus, on

a, sur l'intervalle [1,+∞[,
y0(x)

x
= x− 1, e qui implique évidemment que lim

x→+∞

y0(x)

x
=

+∞ (e dernier alul de limite prouve tehniquement que la ourbe représentative qu'on

traera un peu plus loin ne peut pas avoir d'asymptote oblique en +∞, ar la fontion

y0 roît plus vite que n'importe quelle fontion a�ne ; on parle tehniquement de branhe

parabolique de diretion (Oy), mais e genre d'étude n'est pas à votre programme).

() On peut bien sûr partir des expressions obtenues plus haut pour y′0 sur haque intervalle :

sur ]0, 1[, y0(x) =
1

3
+

2

3x3
, don y′′0(x) = − 2

x4
, expression qui est bien entendue stritement

négative sur tout l'intervalle ]0, 1[. Sur ]1,+∞[, on aura ette fois y′0(x) = 2x − 1, don
tout simplement y′′0(x) = 2, e qui est stritement positif. Remarquons en passant que la

fontion y0 n'est pas dérivable deux fois sur tout l'intervalle I, ar les limites distintes de

y′′0 à gauhe et à droite quand x tend vers 1 empêhent y′0 d'être dérivable en 1.

(d) Voii une allure de ourbe, ave la tangente de pente 1 au point d'annulation :

0 1 2 3 4

0

1

2

3

−1

−2

−3
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Problème : sur les intégrales de Wallis et l'intégrale de Gauss

I. Étude des intégrales de Wallis.

1. On ommene gentiment : I0 =

∫ π

2

0
1 dt =

π

2
.

On ontinue tout aussi trivialement : I1 =

∫ π

2

0
cos(t) dt = [sin(t)]

π

2

0 = 0− (−1) = 1.

Pour la troisième, on peut utiliser la formule de dupliation cos(2t) = 2 cos2(t) − 1 pour en

déduire que cos2(t) =
cos(2t) + 1

2
, don I2 =

∫ π

2

0

cos(2t) + 1

2
dt =

[

sin(2t)

4
+

t

2

]
π

2

0

=
π

4
.

2. Puisqu'on nous le propose si gentiment, alulons don In+2 à l'aide d'une IPP en posant

u(t) = cosn+1(t), don u′(t) = −(n + 1) cosn(t) sin(t) ; et v′(t) = cos(t) pour lequel on peut

prendre v(t) = sin(t) (les deux fontions u et v sont sans problème de lasse C1
sur l'intervalle

d'intégration). On obtient alors In+2 =
[

cosn+1(t) sin(t)
]
π

2

0
+

∫ π

2

0
(n+ 1) cosn(t) sin2(t) dt. Le

rohet s'annule, et on peut bien sûr érire sin2(t) = 1 − cos2(t) dans le terme restant pour

obtenir In+2 = (n+1)
∫

π

2

0 cosn(t)− cosn+2(t) dt = (n+1)(In− In+2). Autrement dit, on aura

(n + 2)In+2 = (n+ 1)In, e qui donne bien la relation In+2 =
n+ 1

n+ 2
In.

On en déduit aisément, en prenant n = 1 puis n = 2, que I3 =
2

3
I1 =

2

3
, et I4 =

3

4
I2 =

3π

16
.

3. Nous allons don e�etuer une réurrene. Au rang n = 0, on a bien

0!

20 × 0!2
× π

2
=

π

2
= I0,

don la propriété est vraie.

Supposons désormais la formule véri�ée au rang n, alors d'après la question préédente et

l'hypothèse de réurrene, I2n+2 =
2n+ 1

2n+ 2
In =

2n+ 1

2n+ 2
× (2n)!

22n(n!)2
× π

2
=

(2n+ 1)!

22n+1n!(n+ 1)!
× π

2
.

On multiplie en haut et en bas par 2n+2 = 2(n+1) et on trouve I2n+2 =
(2n + 2)!

22n+2(n+ 1)!2
× π

2
,

e qui est exatement la formule souhaitée au rang n+ 1. La formule est don héréditaire, et

vraie pour tout entier naturel n.

4. Cette deuxième réurrene est enore plus simple : au rang 0, on a 1 × I0 × I1 =
π

2
d'après

les aluls de la première question, et en supposant la formule vraie au rang n, alors d'après

le résultat de la question 2, (n+ 2)In+1In+2 = (n + 2)In+1
n+ 1

n+ 2
In = (n+ 1)In+1In =

π

2
.

II. Calul de l'intégrale de Gauss.

1. Par dé�nition, f est la primitive s'annulant en 0 de la fontion (ontinue) u 7→ e−u2

, don f

est dérivable, et ∀x ∈ R, f ′(x) = e−x2

. En partiulier, ette dérivée étant toujours positive, f

est roissante sur R.

2. On pose lassiquement g(x) = ex − 1 − x. La fontion g est bien sûr dé�nie et dérivable sur

R, de dérivée g′(x) = ex − 1. Cette dérivée est négative sur ]−∞, 0] et positive sur [0,+∞[,
don g admet un minimum sur R de valeur g(0) = 1 − 1− 0 = 0. En partiulier, la fontion

g est don toujours positive, exatement e qu'on herhait à prouver.

3. Appliquons tout d'abord la majoration de la question préédente au nombre x = −u2

n
pour

obtenir 1 − u2

n
6 e−

u
2

n
. Comme on a supposé 0 6 u 6

√
n, on a 1 − u2

n
> 0, on peut don

élever l'inégalité préédente à la puissane n sans avoir à hanger son sens, e qui donne

exatement l'inégalité de gauhe de l'enadrement demandé. Pour elle de droite, on pose

5



ette fois x =
u2

n
, puis on élève de même à la puissane n (enore une fois, tout est positif)

pour trouver

(

1 +
u2

n

)n

6 eu
2

, et on passe en�n à l'inverse ette minoration, en hangeant

bien sûr le sens de l'inégalité, e qui donne la deuxième moitié de l'enadrement souhaité en

utilisant le fait que

1

eu
2
= e−u2

.

4. E�etuons don le hangement de variable demandé u =
√
n sin(t) (ou si on préfère t =

arcsin( u√
n
). Les bornes de l'intégrale deviennent alors arcsin(0) = 0 et arcsin(1) =

π

2
. L'ex-

pression à l'intérieur de l'intégrale devient

(

1− u2

n

)n

= (1 − sin2(t))n = cos2n(t), et en�n

l'élément di�érentiel véri�e du =
√
n cos(t) dt, e qui permet d'érire que

∫

√
n

0

(

1− u2

n

)n

du =

∫ π

2

0

√
n cos2n+1(t) dt =

√
nI2n+1.

5. Même prinipe en posant u =
√
n tan(t) (ou enore t = arctan( u√

n
)) : les bornes deviennent

arctan(0) = 0 et arctan(1) =
π

4
, l'expression dans l'intégrale se transforme en

1

(1 + tan2(t))n
=

cos2n(t) en utilisant l'égalité

1

cos2(t)
= 1+ tan2(t) (formules de dérivation de la fontion tan-

gente). En�n, l'élément di�érentiel véri�e ette fois du =
√
n(1+tan2(t)) dt =

√
n× 1

cos2(t)
dt.

On en déduit e�etivement que

∫

√
n

0

1

(1 +
u2

n
)n

du =

∫ π

4

0

√
n cos2n−2(t) dt.

6. L'enadrement de la question 3 étant justement valable sur l'intervalle [0,
√
n] sur lesquel

on souhaite intégrer, tout va bien, et les formules des questions 4 et 5, nous assurent alors

que

√
nI2n+1 6

∫

√
n

0
e−u2

du 6

∫ π

4

0

√
n cos2n−2(t) dt. Attention, les bornes de la dernière

intégrale ne sont pas tout à fait les bonnes pour pouvoir onlure diretement, mais e n'est pas

gênant : la fontion cos2n−2
étant ertainement positive sur R, l'intégrale

∫ π

2

π

4

√
n cos2n−2(t) dt

est positive, don

∫ π

4

0

√
n cos2n−2(t) dt 6

∫ π

2

0

√
n cos2n−2(t) dt, e qui nous permet d'obtenir

l'enadrement souhaité.

7. Commençons par aluler lim
n→+∞

√
nI2n+1. On sait d'après l'énoné que lim

n→+∞

√
nIn =

√

π

2
, e

qui implique que lim
n→+∞

√
2n + 1I2n+1 =

√

π

2
. Il su�t alors d'érire

√
nI2n+1 =

√
2n+ 1I2n+1×

√

n

2n + 1
pour en déduire que lim

n→+∞

√
nI2n+1 =

√

π

2
×
√

1

2
=

√
π

2
. Un alul identique prouve

de même que lim
n→+∞

√
nI2n−1 =

√
π

2
. Il ne reste plus alors qu'à appliquer à l'enadrement de

la question préédente le théorème des gendarmes pour en déduire que lim
n→+∞

∫

√
n

0
e−u2

du =
√
π

2
, soit

∫ +∞

0
e−u2

du =

√
π

2
.

6


