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Exerie 1

1. Calulons don :

∑

16i6j6n

i2 =

n
∑

j=1

j
∑

i=1

i2 =

n
∑

j=1

j(j + 1)(2j + 1)

6
=

1

6

n
∑

j=1

2j3 + 3j2 + j =

1

3

n
∑

j=1

j3 +
1

2

n
∑

j=1

j2 +
1

6

n
∑

j=1

j =
1

3
× n2(n+ 1)2

4
+

1

2
× n(n+ 1)(2n + 1)

6
+

1

6
× n(n+ 1)

2
=

n(n+ 1)(n2 + n+ 2n+ 1 + 2)

12
=

n(n+ 1)(n2 + 3n+ 2)

12
. Or, le dernier fateur du numéra-

teur peut enore se fatoriser : il a pour disriminant ∆ = 9 − 8 = 1 et admet pour raines

n1 =
−3− 1

2
= −2 et n2 =

−3 + 1

2
= −1, don n2+3n+2 = (n+1)(n+2) et on a �nalement

∑

16i6j6n

i2 =
n(n+ 1)2(n+ 2)

12
.

2. Il s'agit don de résoudre l'équation ex+e−x = 4, ou enore e2x+1 = 4ex (la multipliation par

ex qui ne peut jamais s'annuler transforme l'équation en une équation équivalente). On pose

X = ex pour sa ramener à l'équation du seond degré X2 − 4X + 1, qui a pour disriminant

∆ = 16− 4 = 12, et admet deux raines réelles X1 =
4−

√
12

2
= 2−

√
3, et X2 =

4 +
√
12

2
=

2 +
√
3. Ces deux valeurs étant stritement positives (ar

√
3 < 2), l'équation initiale a don

deux solutions : x = ln(2−
√
3) et x = ln(2 +

√
3). En fait, la onnaissanes des variations et

de la parité de la fontion ch permettait d'antiiper avant même de ommener la résolution

de l'équation que elle-i aurait deux solutions opposées l'une de l'autre. On peut le véri�er :

1

2 +
√
3
=

2−
√
3

22 − 3
= 2−

√
3, don ln(2−

√
3) = ln

(

1

2 +
√
3

)

= − ln(2 +
√
3).

3. Un alul en fait très simple : Sn =

n
∑

k=1

k
∑

j=1

j
∑

i=1

1 =

n
∑

k=1

j
∑

j=1

j =

n
∑

k=1

k(k + 1)

2
=

1

2

n
∑

k=1

k2 + k =

n(n+ 1)(2n + 1)

12
+

n(n+ 1)

4
=

n(n+ 1)(2n + 1 + 3)

12
=

n(n+ 1)(n + 2)

6
.

4. Plusieurs méthodes possibles, mais la plus simple onsiste à utiliser diretement les formules

de dupliation et de tripliation du sinus : sin(x)+sin(2x)+sin(3x) = sin(x)+2 sin(x) cos(x)+
3 sin(x)−4 sin3(x) = sin(x)(4+2 cos(x)−4 sin2(x)) = sin(x)(2 cos(x)+4 cos2(x)) en appliquant

simplement pour la dernière étape sin2(x) = 1−cos2(x). L'équation de départ est don véri�ée

si sin(x) = 0 ou cos(x) = 0 ou cos(x) = −1

2
. Les deux onditions peuvent être regroupées,

elle sont véri�ées si x ≡ 0
[π

2

]

. La dernière ondition donne les solutions supplémentaires

x ≡ 2π

3
[2π] et x ≡ −2π

3
[2π].

5. Notons pour simpli�er le alul θ = arcsin

(

1

3

)

(θ est don un angle ompris entre 0 et

1



π

2
). On herhe don à aluler sin

(

θ

2

)

, que nous noterons (là aussi pour simplifer) α. Les

formules de dupliations nous assurent que cos(θ) = 1− 2 sin2
(

θ

2

)

= 1− 2α2
. Utilisons en�n

la relation lassique 1 − cos2(θ) = sin2(θ) pour en déduire que 1 − (1 − 2α2)2 = sin2(θ) =
1

9

(puisque, par dé�nition de θ, sin(θ) =
1

3
). On a don (1 − 2α2)2 = cos2(θ) = 1 − 1

9
=

8

9
.

Or, cos(θ) > 0 puisque θ ∈
[

0,
π

2

]

, don cos(θ) =

√

8

9
=

2
√
2

3
. On en déduit maintenant

que 2α2 = 1 − 2
√
2

3
=

3− 2
√
2

3
, et omme α est lui aussi positif en tant que sinus d'un

angle ompris entre 0 et

π

4
, on a en�n α =

√

3− 2
√
2

6
. On peut herher à simpli�er un peu

l'ériture de e nombre, mais ça n'a pas grand intérêt.

Exerie 2

1. Il s'agit d'une simple somme télesopique :

n
∑

i=0

f(i+1)−f(i) =
n+1
∑

i=1

f(i)−
n
∑

i=0

f(i) =
n
∑

i=1

f(i)+

f(n+ 1)− f(0)−
n
∑

i=1

f(i) = f(n+ 1)− f(0).

2. Calulons don f(x+1) =
1

3
(x+1)3 − 1

2
(x+1)2 +

1

6
(x+1) =

1

3
(x3+3x2 +3x+1)− 1

2
(x2+

2x + 1) +
1

6
(x + 1) =

1

3
x3 + x2 + x+

1

3
− 1

2
x2 − x− 1

2
+

1

6
x+

1

6
=

1

3
x3 +

1

2
x2 +

1

6
x. Si on

soustrait f(x), on obtient bien f(x+ 1)− f(x) =
1

3
x3 +

1

2
x2 + 1

6x− 1

3
x3 +

1

2
x2 − 1

6
x = x2.

3. En ombinant les deux aluls préédents,

n
∑

i=0

i2 =

n
∑

i=0

f(i + 1) − f(i) = f(n + 1) − f(0).

Comme f(0) = 0, on obtient bien

n
∑

i=0

i2 = f(n + 1) =
1

3
(n + 1)3 − 1

2
(n + 1)2 +

1

6
(n + 1) =

(n + 1)[2(n + 1)2 − 3(n + 1) + 1]

6
=

(n+ 1)(2n2 + 4n + 2− 3n− 3 + 1

6
=

(n+ 1)(2n2 + n)

6
=

n(n+ 1)(2n + 1)

6
. On reonnait bien la formule vue en ours.

4. Ave l'expression imposée par l'énoné, g(x+ 1)− g(x) = a(x+ 1)4 + b(x+ 1)3 + c(x+1)2 +
d(x+1)−ax4−bx3−cx2−dx = a(x4+4x3+6x2+4x+1)+b(x3+3x2+3x+1)+c(x2+2x+
1)+ d(x+1)− ax4 − bx3 − cx2 − dx = 4ax3 +(6a+3b)x2 +(4a+3b+2c)x+ a+ b+ c+ d. Si

on veut que ette expression soit toujours égale à x3, une identi�ation impose les onditions

suessives suivantes : 4a = 1, don a =
1

4
; puis 6a + 3b = 0, don b = −2a = −1

2
; puis

4a + 3b + 2c = 0, don c = −2a − 3

2
b = −1

2
+

3

4
=

1

4
; et en�n a + b + c + d = 0, don

d = −a− b− c = 0. Finalement, on trouve que g(x) =
1

4
x4 − 1

2
x3 +

1

4
x2.

5. C'est exatement omme au-dessus :

n
∑

i=0

i3 = g(n+1)−g(0) =
1

4
(n+1)4− 1

2
(n+1)3+

1

4
(n+

1)2 =
(n+ 1)2[(n + 1)2 − 2(n + 1) + 1]

4
=

(n + 1)2(n2 + 2n+ 1− 2n− 2 + 1)

4
=

n2(n+ 1)2

4
.

Enore une fois, on retrouve sans problème la formule bien onnue.

2



6. Puisqu'on nous donne la formule, ontentons-nous d'ahever le alul :

n
∑

i=0

i4 = h(n + 1) −

h(0) =
1

5
(n+1)5−1

2
(n+1)4+

1

3
(n+1)3− 1

30
(n+1) =

(n+ 1)[6(n + 1)4 − 15(n + 1)3 + 10(n + 1)2 − 1]

30

=
(n+ 1)(6n4 + 24n3 + 36n2 + 24n + 6− 15n3 − 45n2 − 45n − 15 + 10n2 + 20n + 10− 1)

30

=
(n+ 1)(6n4 + 9n3 + n2 − n)

30
=

n(n+ 1)(6n3 + 9n2 + n− 1)

30
. On peut en fait fatori-

ser davantage si on remarque que le dernier fateur de degré 3 a pour raine (pas totale-

ment évidente) −1

2
, puisque −6

8
+

9

4
− 1

2
− 1 = 0. On onstate alors (je ne détaille pas

le alul) que 6n3 + 9n2 + n − 1 = (2n + 1)(3n2 + 3n − 1). Le fateur de degré 2 a un

disriminant 21 dont ne peut pas se fatoriser de façon sympathique, on en reste alors à

n
∑

i=0

i4 =
n(n+ 1)(2n + 1)(3n2 + 3n + 1)

30
(formule qui n'était pas demandée dans l'énoné).

7. Nous allons don repartir de la formule attendue à la question préédente et démontrer par

réurrene la propriété Pn :

n
∑

i=0

i4 =
n(n+ 1)(6n3 + 9n2 + n− 1)

30
. Au rang 0, la formule est

trivialement vraie puisque les deux membres s'annulent. Supposons-la don véri�ée et alu-

lons très brutalement

n+1
∑

i=0

i4 =
n
∑

i=0

i4+(n+1)4 =
n(n+ 1)(6n3 + 9n2 + n− 1) + 30(n + 1)4

30
=

(n + 1)(6n4 + 9n3 + n2 − n) + 30(n4 + 4n3 + 6n2 + 4n + 1)

30

=
6n5 + 15n4 + 10n3 − n+ 30n4 + 120n3 + 180n2 + 120n + 30

30

=
6n5 + 45n4 + 130n3 + 180n2 + 119n + 30

30
. Pour véri�er que ette formule orrespond bien

à e que prétend Pn+1, nous allons développer le numérateur de e que nous devrions obtenir :

(n+1)(n+1+ 1)(6(n+1)3 +9(n+1)2 + n+1− 1) = (n+1)(n+2)(6(n3 +3n2 +3n+1)+
9(n2+2n+1)+n) = (n2+3n+2)(6n3+27n2+37n+15) = 6n5+27n4+37n3+15n2+18n4+
81n3+111n2+45n+12n3+54n2+74n+30 = 6n5+45n4+130n3+180n2+119n+30. Eh ben

ça marhe, 'est bien le même numérateur que préédemment, e qui prouve que Pn ⇒ Pn+1.

La réurrene est don ahevée.

Exerie 3

1. La fontion f est 2π-périodique ar cos l'est, et que x 7→ sin(2x) est quand à elle π-périodique.

Par ontre, f n'est ni paire ni impaire : par exemple, f
(π

3

)

= 1 +

√
3

2
+ 1 = 2 +

√
3

2
et

f
(

−π

3

)

= 1−
√
3

2
+ 1 = 2 −

√
3

2
, qui n'est ni égal ni opposé à 2 +

√
3

2
. On étudiera don f

sur une période omplète, par exemple sur l'intervalle [−π, π].

2. On a déjà fait le premier alul à la question préédente. Ensuite, f
(

−π

4

)

= 1−1+
2
√
2

2
=

√
2,

et en�n f

(

5π

6

)

= 1−
√
3

2
− 2

√
3

2
= 1− 3

√
3

2
.

3. Il s'agit don de résoudre l'équation sin(2x)+2 cos(x) = 0, soit 2 sin(x) cos(x)+2 cos(x) = 0 en

exploitant la formule de dupliation du sinus. On doit don avoir cos(x) = 0 ou sin(x) = −1,
mais ette deuxième ondition implique la première, les seules solutions sont don les réels de

la forme x ≡ π

2
[π].

3



4. La fontion est dérivable sur [−π, π], de dérivée f ′ : x 7→ 2 cos(2x)−2 sin(x) = 2(1−2 sin2(x)−
sin(x)). Posons don X = sin(x) et étudions le signe du trin�me −2X2 −X + 1, qui admet

pour disriminant ∆ = 1 + 8 = 9, et pour raines X1 =
1− 3

−4
=

1

2
et X2 =

1 + 3

−4
= −1.

La dérivée s'annule don (dans notre intervalle d'étude) pour x = −π

2
, x =

π

6
et x =

5π

6
.

Elle est par ailleurs positive quand sin(x) ∈
[

−1,
1

2

]

, don (toujours sur notre intervalle

d'étude) lorsque x ∈
[

−π,
π

6

]

et lorsque x ∈
[

5π

6
, π

]

(en partiulier, la dérivée s'annule

en −π

2
mais sans y hanger de signe !). Pour ompléter le tableau de variations, alulons

f(−π) = f(π) = 1 − 2 = −1 et f
(π

6

)

= 1 +

√
3

2
+

2
√
3

2
= 1 +

3
√
3

2
. On a déjà alulé à la

question 2 la valeur de f

(

5π

6

)

, et on sait depuis la question 3 que f
(

−π

2

)

= 1.

x −π −π
2

π
6

5π
6 π

f ′(x) + 0 + 0 − 0 +

f

−1

✟✯✟✟

1

✟✯✟✟

1 + 3
√
3

2

❅
❅
❅❘
1− 3

√
3

2

✟✯✟✟

−1

5. Rappelons simplement que

√
3 ≃ 1.7, don

3
√
3

2
≃ 2.5. On peut bien sûr essayer de plaer

orretement les nombreuses valeurs alulées au ours de l'exerie :

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

6. Il faut don trouver un intervalle sur lequel la fontion f est monotone. Le plus large dispo-

nible est (par exemple)

[

−7π

6
,
π

6

]

sur lequel f est roissante (et intervalle représente deux

tiers d'une période, f est déroissante sur le tiers restant). L'intervalle image est simplement

[

1− 3
√
3

2
, 1 +

3
√
3

2

]

vu les valeurs alulées plus haut.

7. La réiproque sera bijetive et roissante de

[

1− 3
√
3

2
, 1 +

3
√
3

2

]

vers

[

−7π

6
,
π

6

]

, ave des

4



tangentes vertiales partout où la ourbe de f admettait des tangentes horizontales, 'est-à-

dire en 1− 3
√
3

2
, en 1+

3
√
3

2
(les deux extrémités de l'intervalle de dé�nition) et en −1 (valeur

qui a pour image

−π

2
par la réiproque).

0 1 2 3 4 5−1−2−3

0

−1

−2

−3

Exerie 4

1. Commençons par rappeler que, ∀x ∈ R, arctan(x) ∈
]

−π

2
,
π

2

[

, don cos(arctan(x) est toujours

positif. De plus, on sait que 1+tan2(x) =
1

cos2(x)
, don cos2(arctan(x)) =

1

1 + tan2(arctan(x))
=

1

1 + x2
. La remarque initiale sur la positivité de cos(arctan(x)) permet alors de onlure que

cos(arctan(x)) =
1√

1 + x2
.

Ensuite 'est simple : sin(arctan(x)) = tan(arctan(x))× cos(arctan(x)) =
x√

1 + x2
.

2. Plein de méthodes possibles, la plus simple onsistant à poser f(x) = arctan(x)+arctan

(

1

x

)

.

La fontion f est dérivable sur ]0,+∞[ (et aussi sur ]−∞, 0[, mais ça ne nous intéressera pas

pour ette question), et f ′(x) =
1

1 + x2
+

(

− 1

x2

)

× 1

1 + 1
x2

=
1

1 + x2
− 1

x2 + 1
= 0. La fontion

f est don onstante sur tout l'intervalle ]0,+∞[. De plus, f(1) = 2 arctan(1) =
π

2
, don ette

onstante est égale à

π

2
. On a bien prouvé que, ∀x ∈ R

+∗
, arctan(x) + arctan

(

1

x

)

=
π

2
.

3. Le alul de dérivée ne pose auun problème : f ′(x) = arctan(x) +
x

1 + x2
. En notant G

une primitive de x 7→ x

1 + x2
, on aura don x arctan(x) − G(x) qui est l'expression d'une

primitive de arctan (puisque les termes en

x

1 + x2
se simpli�eront en dérivant pour ne laisser

que l'artangente). Or, on onnait une telle fontion G : x 7→ 1

2
ln(1 + x2) onvient. Une

primitive d'artangente est don la fontion x 7→ x arctan(x)− 1

2
ln(1 + x2).

On en déduit que I =

∫ π

4

0
arctan(t) dt =

[

x arctan(x)− 1

2
ln(1 + x2)

]
π

4

0

=
π

4
arctan

(π

4

)

−

1

2
ln

(

1 +
π2

16

)

=
π

4
− ln(

√

π2 + 16) + 2 ln(2). On n'obtiendra rien de mieux.

5



4. (a) La fontion arctan étant dé�nie sur R, le seul problème peut venir de l'annulation du

dénominateur 1 − ax. On en déduit diretement que Dfa = R\
{

1

a

}

. La fontion fa

est dérivable sur haun de ses deux intervalles de dé�nition. En posant g(x) =
a+ x

1− ax
,

on a g′(x) =
1− ax+ a2 + ax

(1− ax)2
=

1 + a2

(1− ax)2
, puis f ′

a(x) =
1 + a2

(1− ax)2
× 1

1 + (a+x)2

(1−ax)2

=

1 + a2

(1− ax)2 + (a+ x)2
=

1 + a2

1− 2ax+ a2x2 + a2 + 2ax+ x2
=

1 + a2

1 + a2 + x2 + a2x2

=
1 + a2

(1 + a2)(1 + x2)
=

1

1 + x2
, omme demandé.

(b) D'après la question préédente, la fontion fa a la même dérivée sur haun de ses in-

tervalles de dé�nition que la fontion artangente. Ainsi, il existe une onstante K ∈ R

telle que, ∀x ∈
]

−∞,
1

a

[

, fa(x) = arctan(x) + K. Comme 0 appartient à et intervalle

(puisque a est supposé stritement positif), on doit en partiulier avoir fa(0) = K, soit

K = arctan(a). On en déduit que fa(x) = arctan

(

a+ x

1− ax

)

= arctan(a) + arctan(x). Si

b > 0 et ab < 1, elà signi�e que b ∈
]

0,
1

a

[

, on peut don lui appliquer l'égalité préédente

et trouver exatement la relation arctan(a) + arctan(b) = arctan

(

a+ b

1− ab

)

.

() Deux rédations possibles pour ette question :

• ette fois-i, en supposant ab > 1, on a b ∈
]

1

a
,+∞

[

. Or, de façon similaire à la

question préédente, sur tout et intervalle

]

1

a
,+∞

[

, on a fa(b) = arctan(b)+L, pour

une ertaine onstante L ∈ R. Le plus simple pour obtenir la valeur de L est de regarder

la limite quand b tend vers +∞ : on a alors lim
b→+∞

arctan(b) =
π

2
, et lim

b→+∞

a+ b

1− ab
=

−1

a
(quotient des termes de plus haut degré), don lim

b→+∞
fa(b) = arctan

(

−1

a

)

=

− arctan

(

1

a

)

= arctan(a) − π

2
en utilisant l'imparité d'artangente puis la relation

démontrée à la question 2. Finalement, on obtient la ondition arctan(a)− π

2
=

π

2
+L,

soit L = arctan(a) − π. Finalement, la relation (B) s'érit arctan

(

a+ b

1− ab

)

+ π =

arctan(a) + arctan(b).

• autre possibilité, on onstate que

1

a
et

1

b
sont stritement positifs et véri�ent

1

a
× 1

b
< 1

(puisque l'inverse ab de e produit est stritement supérieur à 1), don on peut leur

appliquer la relation (A), en onstatant que

1
a
+ 1

b

1− 1
a
× 1

b

=
a+ b

ab− 1
= − a+ b

1− ab
. En

exploitant les mêmes ingrédients que i-dessus (imparité de l'artangente et relation

de la question 2), on alule alors arctan

(

a+ b

1− ab

)

= − arctan

(

1

a

)

− arctan

(

1

b

)

=

arctan(a) − π

2
+ arctan(b) − π

2
= arctan(a) + arctan(b) − π. On retrouve bien sûr la

même relation que par l'autre méthode.

5. Celà semble simple, on passe tout dans la tangente et on trouve à l'aide de la formule d'addition

des tangentes que tan(arctan(a)+arctan(b)) =
tan(arctan(a)) + tan(arctan(b))

1− tan(arctan(a)) tan(arctan(b))
=

a+ b

1− ab
=

6



tan

(

arctan

(

a+ b

1− ab

))

, mais prouver l'égalité des tangentes ne fait que prouver l'égalité des

angles à un multiple de π près ! Or, on sait que a > 0, b > 0 et

ab

1− ab
> 0 puisque ab < 1.

Chaune des trois artangentes appartient don à l'intervalle

]

0,
π

2

[

, e qui prouve que le

membre de gauhe de la relation (A) appartient à ]0, π[, et le membre de droite aussi (il est

même dans

]

0,
π

2

[

). Ils ne peuvent don pas être séparés d'un multiple entier de π, ils sont

néessairement égaux.

6. En exploitant (A) ave a =
1

4
et b =

1

13
(leur produit est largement inférieur à 1), on obtient

déjà arctan

(

1

4

)

+ arctan

(

1

13

)

= arctan

(

1
4 +

1
13

1− 1
52

)

= arctan

(

17

51

)

= arctan

(

1

3

)

. On

reommene en posant a = b =
1

3
. Cette fois,

a+ b

1− ab
=

1
3 + 1

3

1− 1
9

=
6

8
=

3

4
, don 2 arctan

(

1

3

)

=

arctan

(

3

4

)

. En�n, dernière appliation de la relation ave a =
3

4
et b =

1

7
, on alule ette

fois

a+ b

1− ab
=

3
4 + 1

7

1− 3
28

=
25

25
= 1. Eh oui, mirale, la somme demandée est bêtement égale à

arctan(1) =
π

4
.

7. Cette fois-i les produits sont toujours stritement supérieurs à 1. Calulons par exemple

arctan(5) + arctan(8) = arctan

(

5 + 8

1− 40

)

+ π = π − arctan

(

13

39

)

= π − arctan

(

1

3

)

. Par

ailleurs, arctan(2) =
π

2
− arctan

(

1

2

)

, don le nombre reherhé (appelons-le Z) est égal à

Z =
3π

2
− arctan

(

1

3

)

− arctan

(

1

2

)

. Une dernière appliation de la relation (A) ave a =
1

3

et b =
1

2
donne

a+ b

1− ab
=

1
2 + 1

3

1− 1
6

=
5

5
= 1, don arctan

(

1

2

)

+ arctan

(

1

3

)

= arctan(1) =
π

4
,

et Z =
3π

2
− π

4
=

5π

4
.
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